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Abstract. We study the following problem: given two sequences X and 'Y over
a finite alphabet, find a longest common subsequence of X and Y without re-
peated symbols. This NP-hard problem appears in the context of genome rear-
rangement when gene duplication is considered. We describe an algorithm that
solves the problem optimally based on the branch-and-cut technique. The algo-
rithm takes advantage of good heuristics and of a simple but effective technique
that eliminates variables during the algorithm. Finally, we describe an algo-
rithm based on dynamic programming that takes linear time and space when
the size of the alphabet is constant.
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Resumo. Estudamos o seguinte problema: dadas duas sequéncias X e Y so-
bre um alfabeto finito, encontre uma subsequéncia comum mdxima de X e Y
sem simbolos repetidos. Este problema NP-dificil surge no contexto de rear-
ranjo de genomas quando duplicacdo de genes é considerada. Descrevemos um
algoritmo que resolve o problema de forma otima baseado na técnica branch-
and-cut. O algoritmo se aproveita de boas heuristicas e de uma técnica simples
mas eficaz que elimina varidveis do problema no decorrer do algoritmo. Fi-
nalmente, descrevemos um algoritmo baseado em programacdo dindmica que
consome tempo e espago linear quando o tamanho do alfabeto é constante.
Palavras-chave: Subsequéncia comum mdxima sem repeticoes, subsequéncia
comum mdxima, programagdo inteira, branch-and-cut, heuristicas.

1. Introducao

No contexto de anédlise de rearranjo de genomas, uma medida de similaridade util entre
dois genomas € o comprimento de uma subsequéncia comum méxima entre 0s genomas.
Porém, esta medida ndo considera o evento de duplicacdo de genes por ser infrequente
em genomas simples e tornar o problema computacionalmente mais dificil. Para leva-
lo em consideragdo, Sankoff [Sankoff and Kruskal 1983] propds o conceito de distancia
exemplar, que considera um representante para cada familia de genes duplicados.

Neste trabalho, consideramos uma medida de similaridade proposta por Adi et al.
[Adi et al. 2010] também baseada nesse conceito. A medida ¢ o comprimento de uma
subsequéncia comum maxima com a restricao de que existe no maximo um representante
de cada familia de genes duplicados na sequéncia.

Denotamos o comprimento de uma sequéncia S por |S|, o i-ésimo simbolo de S
por s; e a sequéncia $;S;11 ...s; por S[i..j|. Uma subsequéncia de S é uma sequéncia
obtida removendo zero ou mais simbolos de .S (ndo necessariamente contigua em relagdo
a .S). Uma subsequéncia comum de S e T' é uma subsequéncia de tanto S como 7'. Ela é



sem repeticoes se cada simbolo aparece no maximo uma vez. Uma subsequéncia comum
mdxima, ou LCS (do inglés longest common subsequence), € uma subsequéncia comum
de comprimento maximo. Uma subsequéncia comum mdxima sem repeticoes, ou RFLCS
(do ingl€s repetition-free longest common subsequence) € uma subsequéncia comum sem
repeti¢des de comprimento maximo. Por exemplo, cad € um RFLCS de caadbd e abacdad.

Estamos interessados em resolver o problema do RFLCS, que consiste em encon-
trar uma subsequéncia comum méxima sem repeticoes de duas sequéncias finitas X e
Y sobre um alfabeto finito >. Foi provado em [Adi et al. 2010] que o problema do
RFLCS é APX-dificil mesmo quando cada simbolo ocorre no méximo duas vezes em cada
sequéncia X e Y. Isto também implica que o problema é NP-dificil.

Na secdo seguinte, apresentamos uma formulacdo de programacao inteira para
o problema. A seguir, discutimos uma abordagem branch-and-cut e técnicas usadas.
Finalmente, descrevemos um algoritmo de programacio dinamica para casos de alfabeto
pequeno. Estes topicos sdo abordados de forma bastante superficial. O leitor interessado
em detalhes pode consultar a dissertagao resumida por este texto [Tjandraatmadja 2010].

2. Formulacao

Um par ordenado (¢, j) € um casamento sobre X e Y (de simbolo o) se z; = y; (= 0).
Seja C o conjunto de todos os casamentos sobre X e Y. Dizemos que dois casamentos
(1,7) e (k,1) se cruzamsei < ke j > l,oui > ke j < [. Como representado
visualmente na Figura 1, eles se cruzam se 0s segmentos que o representam se intersectam
graficamente, incluindo o caso em que eles ttm um extremo em comum. Dizemos que
dois casamentos (7, j) e (k, 1) sdo conflitantes se eles se cruzam ou sdo do mesmo simbolo.

Seja C'um conjunto de casamentos nio-conflitantes dois a dois. E possivel ordenar
os casamentos de C' em ordem crescente e tomar seus simbolos nessa ordem para obter .S,
uma subsequéncia comum sem repeti¢des de X e Y. Dizemos que C' define S. Por exem-
plo, se X = caadbd ¢ Y = abacdad, o conjunto de casamentos {(1,4),(2,6),(6,7)}
define cad. Ademais, qualquer subsequéncia comum sem repeticoes € definida por algum
conjunto desse tipo. Portanto, o problema do RFLCS pode ser visto como encontrar um
conjunto de casamentos ndo-conflitantes dois a dois de cardinalidade méxima.
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Figura 1. Casamentos que se cruzam, conflitantes e estrela estendida

Uma estrela estendida S é um conjunto de casamentos conflitantes dois a dois.
Ela é maximal se ndo existe casamento em C ~. S conflitante com todo casamento em S.

Construiremos uma formulagdo de programacao linear inteira. Uma formulacdo
de programacgdo linear descreve um problema de otimizagao através de uma fungdo linear
que se deseja maximizar ou minimizar (fungdo objetivo) € um conjunto de inequagdes
lineares sobre um conjunto de varidveis. Se restringirmos varidveis a serem inteiras, ela €



uma formulacdo de programagdo inteira. Uma solucdo vidvel € um conjunto de valores
para as variaveis que satisfaz as restri¢oes, e ela € dtima se ela otimiza a funcio objetivo.

A formulacdo a seguir modela o problema do RFLCS, pois cada uma de suas
solugcdes vidveis corresponde a um conjunto de casamentos nao-conflitantes dois a dois
de C e vice-versa. Seja z;; uma varidvel bindria para um casamento (4, j) em C.

max Z Zij
(3,7)€C
S.a Z zij <1 para cada estrela estendida maximal K C C,
(i,7)eK
zi; € {0,1} paracada (i,j) € C.

Provamos em [Fernandes et al. 2008] que as inequacdes acima definem facetas,
ou seja, sao necessdrias na descricdo do poliedro dado pela formulagao.

Neste trabalho, usamos a técnica branch-and-cut para resolver o problema. Exis-
tem algoritmos eficientes para resolver um problema de programacgdo linear, mas a
formulacao acima apresenta dois obstaculos: restri¢des inteiras € um nimero exponencial
de restri¢des lineares. Para lidar com o primeiro obsticulo, € construida uma arvore de
subproblemas menos restritos, com apenas restricoes lineares, em que cada ramificacdo
fixa uma varidvel em O e em 1 (para o caso bindrio), com a ajuda de uma estratégia
de poda. Para lidar com o segundo, as restri¢des sdo adicionadas por demanda: a cada
solucdo 6tima encontrada para um problema relaxado, procuramos uma restri¢do violada
por tal solucdo, adicionamos-na, e reotimizamos o problema. Encontrar tal restri¢do é o
problema de separagdo, discutido a seguir. Esta técnica funciona bem na pratica.

3. Algoritmo de separacao

O problema de separacao para inequagdes de estrela estendida € o seguinte. Dadas duas
sequéncias X e Y e uma solugdo vidvel z de um problema relaxado, encontre uma estrela
estendida maximal K tal que ) (i)eK %ij > 1, ou informe se nao houver tal K. Portanto,
€ suficiente encontrar uma estrela estendida maximal de peso maximo usando o valor z;;
como o peso de (i, j) para cada (i, j) € C (denotada por estrela estendida mdxima).

Realizaremos uma pequena transformacao por conveniéncia. Se invertermos uma
das sequéncias, digamos X, toda estrela estendida se torna um conjunto de casamentos no
qual quaisquer dois casamentos de simbolos diferentes ndo sao conflitantes. Denotamos
este conjunto por emparelhamento planar estendido e desejamos encontrar tal conjunto.

estrela estendida emparelhamento planar estendido

Figura 2. Estrela estendida e emparelhamento planar estendido correspondente.

Sejam (¢, j') e (i, j) dois casamentos de um mesmo simbolo o. Denote por bloco
de fnicio (¢, j') e fim (4, j) o conjunto de casamentos (k, 1) de simbolo o talque i’ < k < i



e j/ < | < j (veja Figura 2). Dizemos que dois blocos se cruzam se existem dois
casamentos, um em cada bloco, que se cruzam. Podemos interpretar um emparelhamento
planar estendido como um conjunto de blocos que ndo se cruzam dois a dois.

Seja L.(7, j) o peso de um emparelhamento planar estendido maximo de X[1..i] e
Y'[1..j]. A recorréncia a seguir é inspirada em uma recorréncia para o problema do LCS.

0 set=0ouyjy =0,
Le(iaj) = maX{Le(iaj - ]-)a Le(i - 1>]>7Bma1’(lyj)} se ZE: = Y5,
max{Le(i,j — 1), Le(i — 1,7)} se ¥} # Y5

onde B,,..(7,j) é o peso de um emparelhamento planar estendido maximo de X|[1..7] e
Y'[1..j] que contém o casamento (i, j).

A solugdo L.(] X|, |Y'|) e o emparelhamento planar estendido associado podem ser
computados em tempo O(|X|?|Y'|?) usando programagio dinimica, isto é, preenchemos
uma tabela | X'| x |Y'| linha por linha de acordo com a recorréncia acima. Uma modificagio
nao-trivial para obtermos uma melhoria de tempo pode ser feita adaptando a ideia do
algoritmo para o problema do LCS de Hunt e Szymanski [Hunt and Szymanski 1977].

4. Eliminacao de variaveis

Dado um casamento (i, j), denote por (%, j) € uyy(%, j) um limitante superior para o
comprimento de um RFLCS de X [1..i—1]eY[l..j—1],ede X[i+1..|X]|] e Y[j+1..|Y]]
respectivamente. Dizemos que a fungao w(7, j) = wUpef(%, j) + tgy(7, j) + 1 € um limitante
de casamento para (i, j).

Pode-se provar que, dado um casamento (4, j), se existe uma subsequéncia comum
sem repeti¢des de X e Y de comprimento maior que (7, 7), entdo (7, j) ndo pertence a um
conjunto que define um RFLCS de X e Y. Este fato pode ser usado para fixar varidveis em
zero conforme encontramos solugdes vidveis. Como limitante superior, usamos 0 menor
entre o comprimento de um LCS de X e Y e o nimero de simbolos distintos em X e Y.

5. Heuristicas

Heuristicas sdo usadas para obter limitantes primais para o algoritmo branch-and-cut, o
que ajuda a obter uma solu¢@o 6tima mais cedo e a eliminar varidveis através da técnica
anterior. Descrevemos brevemente as heuristicas que mais contribuem ao algoritmo.

As heuristicas seguintes provém ao algoritmo branch-and-cut um limitante inicial,
mas também podem ser executadas independentemente dele.

LCS e remove repeticoes. Compute uma subsequéncia comum méxima das sequéncias
e remova ocorréncias repetidas de simbolos. Ele é eficiente e tem bons resultados.

Limitante de casamento. Esta heuristica procura escolher recursivamente casamentos
de alto limitante de casamento, que tém o potencial de pertencer a longas sub-
sequéncias comuns sem repeti¢des. Ela geralmente devolve a melhor solucdo en-
tre as implementadas, embora tenha maior tempo de execugao.

As heuristicas seguintes usam como parametro uma solucao vidvel da relaxacdo e
geralmente devolvem bons resultados quando ela estd perto da 6tima. Assim, elas podem
ser executadas varias vezes durante o processo. Seja z uma solugdo vidvel da relaxacao.



LCS com peso e remove repeticoes. Compute um conjunto de casamentos que nao se
cruzam dois a dois de peso maximo usando z como peso e, da sequéncia definida
por este conjunto, remova ocorréncias repetidas de simbolos.

Escolha simples. Escolha de forma gulosa casamentos (7, j) com z;; o mais perto de 1,
ignorando aqueles que conflitam com algum casamento ja escolhido.

6. Resultados computacionais

O grafico a seguir (Figura 3) compara o algoritmo branch-and-cut com e sem as técnicas
desenvolvidas!. As sequéncias X e Y sdo sequéncias uniformemente aleatérias de com-
primento 1024 e o tamanho do alfabeto € variado. A resolucdo de programas lineares e
gerenciamento da arvore branch-and-cut € realizada pelo pacote GLPK.

Algoritmo branch-and-cut (n = 1024)
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T T T
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400 -

300 -
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100 #< -
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Figura 3. Grafico ilustrando tempos de execucao do algoritmo branch-and-cut.

O formato da curva é devido ao fato de que € mais dificil resolver instancias
com alfabeto pequeno usando branch-and-cut, pois ha um nimero alto de repeticdes
e varidveis. Os resultados mostram que usar a técnica de eliminacdo de varidveis e
heuristicas primais em conjunto melhoram significativamente o tempo de execugdo do
algoritmo. Para os resultados numéricos em si e outros testes, pode-se consultar a
dissertacdo [Tjandraatmadja 2010].

7. Algoritmo de programacao dinamica

Considere a seguinte recorréncia. Seja R(i, 7,.5) = 1 se existe uma subsequéncia comum
sem repeti¢des cujos simbolos sdo os de S, ou 0 caso contrario.

0 sei=0o0uj=0(S #9),
1 seS =g

R(i,5,8) = ’

(3.4, ) max{R(i,j —1,5),R(i —1,7,8)} sex;i #y;ouz; =y; &89,
R(Z—l,j—l,S\{mz}) se:ci:ijS.

' A separacido de programagio dindmica a que a primeira legenda se refere é a separacio sem a melhoria.



Seja R'(i,.5) o menor j tal que R(i,7,S5) = 1. Baseado em R'(7,S), podemos
desenvolver um algoritmo de programagdo dindmica usando um vetor de tamanho |X|
para cada conjunto S. O algoritmo consome tempo O (| |n+m2/¥!|%|) e espago O(|Z|n+
(m + |%])2"®!), supondo consumo de tempo e espago O(|S|) para acessar e armazenar os
conjuntos S. Logo, se |X| for constante, temos um algoritmo de tempo e espaco O(n+m).

8. Conclusao

Neste projeto, exploramos o problema do RFLCS particularmente do ponto de vista de
programacao inteira, resultando em um algoritmo branch-and-cut e técnicas e heuristicas
para melhoré-lo significativamente. Além disso, desenvolvemos um algoritmo de progra-
macao dinamica eficiente na prética para alfabetos de tamanho baixo (menos de 20).

Notas sobre o trabalho

A parte central deste trabalho foi publicada e apresentada no ISCO 2010 (International
Symposium on Combinatorial Optimization) [Ferreira and Tjandraatmadja 2010]*>. Uma
versao do codigo-fonte do algoritmo branch-and-cut que usa CPLEX foi publicada em
http://www.ime.usp.br/~cef/rflcs/.
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