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Abstract. Este trabalho prop̃oe modificaç̃oes no crit́erio de parada do algo-
ritmo guloso de estimação de Misturas de Gaussianas, com o objetivo de me-
lhorar sua acuŕacia na busca pelo ńumero de componentesótimo. Neste tra-
balho o crit́erio de parada desse algoritmóe modificado para utilizar um teste
de normalidade multivariado amostral, de forma que o algoritmo para quando
todas as componentes da mistura passem nesse teste. O algoritmo modificadóe
comparado com o algoritmo original, que utiliza critérios de parcim̂onia como
critério de parada. Resultados de simulações ńuméricas sugerem a melhoria na
acurácia quando o criterio de parada proposto neste trabalhoé utilizado.

Resumo. This work proposes modifications on the stop criterion of the greedy
algorithm for Gaussian Mixtures, in order to increase the accuracy in the search
for the optimum number of mixture components. In this work, the stop criterion
is modified in order to use a sampling multivariate normalitytest. The algorithm
stops when all mixture components pass on the proposed test. The modified
algorithm is compared with the original one, that uses parsimony criterion as
stop criterion. Numerical simulation results suggest the accuracy improvement
when the stop criterion proposed in this work is used.

1. Introdução

Modelos de Mistura de Gaussianas são usualmente estimados por meio de
métodos iterativos de Maximização da Expectativa (Expectation Maximization, EM)
[Dempster et al. 1977]. Embora esta abordagem para a maximizaç̃ao da funç̃ao de
verossimilhança seja eficiente em muitas situações, s̃ao comuns os problemas de con-
verĝencia paráotimos locais, aĺem de haver a necessidade de se prover, a priori, o número
de componentes da mistura [Ververidis and Kotropoulos 2008].

Diversas abordagens podem ser encontradas na literatura para tratar as deficiências
desse algoritmo. Em geral, as técnicas mais comuns tratam o problema através de bus-
cas heuŕısticas pelo ńumeroótimo de componentes [Ververidis and Kotropoulos 2008] ou
atrav́es de metodologias de inicialização dos par̂ametros do algoritmo visando a evitar a
converĝencia paráotimos locais [Figueiredo et al. 2000].

Em [Verbeek et al. 2003] um algoritmo guloso de estimação de Misturas de
Gaussianaśe proposto. Esse algoritmo utiliza uma busca incremental pelo número de



componentes da mistura, iniciando de apenas uma, e inserindo componentes no mo-
delo atrav́es da divis̃ao das componentes já existentes. Como a componente inicialé
a única, esta pode ser estimada a partir de todos os dados via estimador de ḿaxima
verossimilhança, resolvendo o problema de inicialização dos par̂ametros. Aĺem disso,
a busca incremental evita que seja necessário o conhecimento do número de compo-
nentes a priori, lidando assim com as duas deficiências do algoritmo EM. Porém, o
critério de parada desse algoritmoé baseado em critérios de parcim̂onia de modelos,
como AIC [Ververidis and Kotropoulos 2005] e MDL [Biernacki et al. 1999], o que, se-
gundo [Li and Ma 2008], em muitos casos, não garantem a busca pelo resultadoótimo,
relativo ao ńumero de componentes final da mistura.

Assim, esse trabalho propõe uma modificaç̃ao no crit́erio desse algoritmo,
para melhorar sua acurácia na busca pelo número de componenteśotimo do mo-
delo. Para isso, o critério de parada desse algoritmoé modificado para utilizar um
teste de normalidade multivariado, baseado naDistância de Mahalanobis, proposto por
[Ververidis and Kotropoulos 2008], de forma que o algoritmosó acrescenta componentes
no modelo, ou seja, uma nova iteraçãoé iniciada, se pelo menos alguma das componentes
presentes rejeitar a hipótese nula do teste, dado um nı́vel de signifiĉancia.

Esse trabalho está dividido da seguinte maneira: a seção 2 descreve o modelo de
Mistura de Gaussianas, em seguida, a seção 3 descreve o Algoritmo EM e apresenta suas
principais deficîencias. A seç̃ao 4 descreve algumas das abordagens descritas na literatura
para tratar as deficiências desse algoritmo. Em seguida, a seção 5 descreve a metodolo-
gia proposta nesse trabalho baseada na modificação do algoritmo guloso, proposto em
[Verbeek et al. 2003]. A seção 6 descreve experimentos avaliando a modificação pro-
posta. Finalmente, a seção 7 apresenta as conclusões finais.

2. Mistura de Gaussianas

A função de densidade de probabilidade (probability density function, pdf) Gaussianáe
uma funç̃ao parametrizada pelo vetor médioµ e a matriz de covariânciaΣ em um espaço
paraḿetrico de dimens̃aoD, descrita pela seguinte equação:

N(x;µ,Σ) =
1

(2π)D/2|Σ|1/2
exp

[

−
1

2
(x− µ)TΣ−1(x− µ)

]

(1)

Os par̂ametros desse modelo podem ser estimados a partir de um conjunto de
amostras, utilizando-se o estimador de máxima verossimilhança [Duda et al. 2001]. Para
isso, dado um conjunto de amostras de tamanhoN , x = x1, · · · , xN , define-se a funç̃ao
de verossimilhança como:

L(x; Θ) =
N
∏

n=1

p(xn; Θ) (2)

esta funç̃ao descreve a verossimilhança das amostras em função dos par̂ametros. Assim,
para encontrar os parâmetros que melhor descrevem o conjunto de amostras, deve-se en-
contrar o valor ḿaximo dessa funç̃ao:



Θ̂ = argmax
Θ

L(x; Θ) (3)

Geralmente, essa função ñaoé maximizada diretamente, mas sim seu logaritmo:

ℓ(x; Θ) = lnL(x; Θ) =
N
∑

n=1

lnp(xn; Θ) (4)

definida como o logaritmo da verossimilhança, sendo geralmente mais f́acil de ser mani-
pulada.

Assim, para encontrar os parâmetros da pdf Gaussiana,Θ = [µ Σ], deriva-se o
logaritmo da verossimilhança e iguala-se o resultado a zero. Realizada essa manipulação,
encontram-se os estimadores de máxima verossimilhança para o vetor médio e a matriz
de covarîancia.

Modelos de mistura de gaussianas (Gaussian Mixture Models, GMM) são modelos
formados por uma mistura de várias distribuiç̃oes Gaussianas que podem ser utilizados
para modelar dados multimodais [Duda et al. 2001]. A pdf desse modelóe definida como:

p(x; Θ) =
C
∑

c=1

αcN(x;µc,Σc) (5)

sendoαc o peso de cada componentec do modelo, de forma que0 < αc < 1 e
∑C

c=1 αc =
1.

O conjunto de parâmetros:

Θ = [α1, µ1,Σ1, · · · , αC , µC ,ΣC ] (6)

definem o modelo.

Os par̂ametros desse modelo não podem ser estimados a partir de um conjunto
de amostras, de forma análoga a estimaç̃ao dos par̂ametros da pdf Gaussiana, uma vez
que ñao se tem a informação de qual componente gerou cada uma das amostras. Caso
essa informaç̃ao estivesse disponı́vel, a estimaç̃ao dos par̂ametros poderia ser feita de
forma trivial e independente para cada componente. Porém, como essa informação ñaoé
dispońıvel, os par̂ametros s̃ao estimados via o Algoritmo de Maximização da Expectativa.

3. Algoritmo EM para Mistura de Gaussianas

O Algoritmo de Maximizaç̃ao da Expectativa (EM)́e um algoritmo iterativo utilizado para
estimar par̂ametros de um modelo, baseado na função de verossimilhança, quando uma
soluç̃ao anaĺıtica é infact́ıvel ou quando conjunto de amostras possui dados incompletos.

Para isso, esse algoritmo assume que o conjunto de amostras utilizado na
estimaç̃ao dos par̂ametrośe formado por algumas caracterı́sticas conhecidas e outras ocul-
tas. Denota-se porx as caracterı́sticas conhecidas, ey as ocultas. O algoritmóe formado
ent̃ao por dois passos. O primeiro passo, (E-Step), resolve a seguinte equação:



Q(Θ;Θi) = Ey[ℓ(x, y; Θ)|x; Θi] (7)

em queΘi é a estimativa da iteração anterior dos parâmetros eΘ é a nova estimativa. Este
passo calcula o valor esperado da verossimilhança dos dados, incluindo os dados ocultos
marginalizados em função da estimativa corrente dos parâmetros,Θi.

O segundo passo do algoritmo, (M-Step), maximizaQ(Θ,Θi) com respeito ao
par̂ametroΘ, gerando uma nova estimativa para os parâmetros:

Θi+1 ← argmax
Θ

Q(Θ;Θi) (8)

Esses passos se repetem até que uma condiç̃ao seja atingida, como por exemplo:

Q(Θi+1; Θi)−Q(Θi; Θi−1) ≤ T (9)

sendoT um valor definido como parâmetro do algoritmo.

O Algoritmo EM começa a partir de uma estimativa inicialΘ0 para os par̂ametros
e garante que o logaritmo da função de verossimilhança aumenta a cada iteração, at́e que
ocorra a converĝencia [Dempster et al. 1977].

Esse algoritmo pode ser utilizado para estimar os parâmetros de uma Mistura de
Gaussianas, assumindo que o conjunto de amostras possui dados ocultos. Esses dados
ocultos s̃ao definidos como o conhecimento de qual componente do modelogerou cada
amostra. Assim, define-se um vetor de variáveis ocultasy = {yi}

N
i=1, sendo que para

cada amostraxn, existe uma variávelyn, tal queyn ∈ 1, · · · , C, eyn = c, se a amostraxn

foi gerada pela componentec [Bilmes 1998]. O logaritmo da função de verossimilhança
completa (dados ocultos e conhecidos)é dada por:

ℓ(x, y; Θ) =
N
∑

n=1

ln(αynp(xn|Θyn)) (10)

O passoE-Stepdeve calcular o valor esperado do logaritmo da verossimilhança
condicionado aos dados conhecidos,x, e da estimativa corrente dos parâmetrosΘi. Como
o valor do vetory não é conhecido, assume-se quey é um vetor aleatório, e a express̃ao
de cada um dos seus componentes pode ser estimada utilizando-se a regra deBayes:

p(yn = k|xn,Θ
i) =

αi
kp(xn|Θ

i
k)

∑C
c=1 αcp(xn|Θc)

) (11)

E a express̃ao final dey é definida como:

p(y|x,Θi) =
N
∏

n=1

p(yn|xn,Θ
i) (12)



Assim, a express̃ao do valor esperado do logaritmo da verossimilhançaé dado por
[Bilmes 1998]:

Q(Θ;Θi) =
∑

y∈Υ

ℓ(x, y; Θ)p(y|x,Θi) (13)

sendoΥ os posśıveis valores quey pode assumir. Essa expressão pode ser maximizada,
derivando-se e igualando a zero, gerando assim as estimativas dos par̂ametros correspon-
dentes ao passoM-Stepdo Algoritmo EM.

Assim, os passos do Algoritmo EM para a mistura de gaussianassão definidos
como:

E-Step: A probabilidade de que cada amostra foi gerada por cada componente
é calculada pela equação (11) e uma nova estimativa da verossimilhançaé gerada
(Q(Θ;Θi)).

M-Step: Os par̂ametros do modelo são atualizados, dada uma nova estimativa da
verossimilhança, pelos seguintes estimadores:

αi+1
c =

1

N

N
∑

n=1

p(yn = c|xn,Θ
i) (14)

µi+1
c =

∑N
n=1 xnp(yn = c|xn,Θ

i)
∑N

n=1 p(yn = c|xn,Θi)
(15)

Σi+1
c =

∑N
n=1 p(yn = c|xn,Θ

i)(xn − µi+1
c )(xn − µi+1

c )T
∑N

n=1 p(yn = c|xn,Θi)
(16)

O Algoritmo EM descrito possui as seguintes deficiências:

• O número de componentesC da mistura, deve ser definida a priori.
• O valor inicial dos par̂ametros,Θ0, afeta no resultado final, uma vez que o algo-

ritmo pode atingir um ḿaximo local.

4. Estado da Arte
Diversas t́ecnicas podem ser encontradas na literatura para lidar com os problemas do Al-
goritmo EM, quando utilizado para estimação dos par̂ametros de uma Mistura de Gaussi-
anas. Em geral, essas técnicas podem ser divididas em três ńıveis, baseadas na parte do
algoritmo EM em que s̃ao aplicadas [Ververidis and Kotropoulos 2008]. O terceirońıvel
corresponde a técnicas que utilizam heurı́sticas para estimar o número de componentes
da mistura. J́a o segundo ńıvel, corresponde a técnicas que realizam uma modificação dos
passos do algoritmo para evitarótimos locais. Finalmente, o primeiro nı́vel corresponde
a t́ecnicas que abordam o problema de inicialização dos par̂ametros de cada componente.

O número de componentes da mistura pode ser estimado por critérios de par-
cimônia ou por operaç̃oes de divis̃ao e agregaç̃ao (split and merge), aplicadas̀as compo-
nentes do modelo.

Métodos baseados em critérios de parcim̂onia, otimizam uma funç̃ao que rela-
ciona o logaritmo da verossimilhança com o número de par̂ametros do modelo, a fim



de evitar o sobre ajuste (overfitting). Esses ḿetodos, em geral podem ser divididos em:
métodos baseados em buscas incrementais ou buscas decrementais, ou seja, incrementais
iniciam a busca a partir de um modelo formado por apenas uma componente e adici-
onam componentes até que um crit́erio seja atingido, enquanto métodos decrementais,
iniciam a busca com um número alto de componentes e removem componentes até atin-
gir o critério. O crit́erio de parcim̂onia utilizado pode ser: o Critério de Informaç̃ao
de Akaike (AIC) [Ververidis and Kotropoulos 2005], o TamanhoMı́nimo de Descriç̃ao
(MDL) [Biernacki et al. 1999], entre outros.

Métodos baseados em operações de divis̃ao e agregaç̃ao de componentes utili-
zam diferentes critérios para verificar se cada componente do modelo deve ser dividida
ou se duas componentes do modelo devem ser agregadas. Métodos de divis̃ao, geral-
mente, s̃ao baseados em informações dekurtosismultivariável, pois um valor dekurto-
sis baixo ou altoé uma indicaç̃ao que o componente não se ajusta adequadamente aos
dados e deve ser dividida [Ververidis and Kotropoulos 2008]. J́a métodos de agregação
de componentes são baseados no produto interno entre os pesos de duas componentes
[Ververidis and Kotropoulos 2008].

O método denominado Deterministic Annealing EM (DAEM)
[Ueda and Nakano 1998] faz parte do segundo nı́vel, ou seja, ḿetodos que reali-
zam alteraç̃oes nos passos do Algoritmo EM. Esse método modifica o passoE-Step
adicionando um parâmetro1/β ∈ [1,∞), denominado temperatura:

p(yn = k|xn,Θ
i) =

(αi
kp(xn|Θ

i
k))

β

(
∑C

c=1 αcp(xn|Θc))β
(17)

A medida que1/β aumenta,p(yn = k|xn,Θ
i)→ 1/C, ou seja, uma determinada

amostra tende a pertencer a todas as componentes com a mesma probabilidade. Assim,
as componentes tornam-se similares e a chance de se escapar de um ḿınimo localé alta.
Geralmente, inicia-seβ = 0.9 e roda o algoritmo até sua converĝencia, em seguida o valor
deβ é acrescido de0.05 e o algoritmóe executado novamente, esses passos são repetidos
at́e queβ = 1.

Finalmente, existem diversos métodos que tratam o problema de inicialização dos
par̂ametros das componentes. Esses podem ser estimados via algoritmos de agrupamento,
como o k-ḿedias [Ueda and Nakano 1998], através de t́ecnicas de reamostragem, como
bootstrap [Mclachlan 1987], ou aleatoriamente [Figueiredo et al. 2000], em que todas as
componentes são inicializadas com pesos iguais a1/C, centros iguais a amostras esco-
lhidas aleatoriamente e matrizes de variância iguais aσ2I, sendoI uma matriz identidade
de dimens̃ao D × D e σ2 é proporcional̀a covarîancia amostral de todas as amostras
[Figueiredo et al. 2000].

5. Metodologia Proposta

A metodologia proposta nesse trabalho baseia-se em uma modificaç̃ao do algoritmo gu-
lososo, ou ganancioso, proposto por [Verbeek et al. 2003] para aprendizado de Misturas
de Gaussianas. Esse algoritmo utiliza uma busca incremental, realizando operaç̃oes de
divisão de componentes, para estimar o número de componentes do modelo e seus res-
pectivos par̂ametros, e com isso resolve o problema de inicialização dos componentes do



modelo, assim como evita a necessidade do conhecimento a priori do ńumero de compo-
nentes.

O algoritmo proposto por [Verbeek et al. 2003] pode ser sumarizado pelos seguin-
tes passos:

1. Calcula-se a misturáotima formada por um componentef1, setandok = 1.
2. Procura-se por uma nova componentep(xn; Θ

∗) e seu respectivo pesoα∗ que ma-
ximizem:

{Θ∗, α∗} = argmax
Θ,α

N
∑

n=1

ln [(1− α)fk(xn) + αp(xn; Θ)] (18)

3. Defini-sefk+1 = (1− α∗)fk(x) + α∗p(xn; Θ
∗) ek = k + 1.

4. Atualiza-sefk utilizando o algoritmo EM.
5. Se o crit́erio de paradáe atingido, sai, señao vai para passo 2.

A misturaótima, formada por apenas um componentef1 é estimada via estimador
de ḿaxima verossimilhança, utilizando todo o conjunto amostral (passo 1).

A procura pelo novo componentéotimo (passo 2)́e realizada atrav́es de uma
técnica de divis̃ao das componentes já existentes no modelo. Inicialmente, o conjunto
de amostraśe particionado emk partiç̃oes disjuntas definidas comoAc = {xn ∈ x : c =
argmaxj{p(yn = c|xn; Θc)}}, ou seja, as amostras são relacionadas̀a componente com
maior a posteriori relacionada, utilizando-se a regra de Bayes. Em seguida, para cada
partiç̃aoAc (c = 1, · · · , k), m componentes candidatas são constrúıdas. Para isso, duas
amostras s̃ao escolhidas aleatoriamente na partição, denominadasxl e xr, e a partiç̃ao
é reparticionada em dois subconjuntos disjuntosAcl e Acr, sendo queAcl representa as
amostras da partição mais pŕoximas dexl eAcr mais pŕoximas dexr. Esses subconjuntos
são utilizados como componentes candidatas, com média e covarîancia estimados a partir
dos dados e peso igual aαc/2, ou seja, metade do valor do peso da componente original.
Essa operaç̃aoé repetidam/2 vezes at́e quem componentes candidatas sejam construı́das.
Uma vez geradas as candidatas, para cada uma,é executado o Algoritmo EM parcial, ou
seja, executa-se o Algoritmo EM fixando os parâmetros defk e otimizando apenas os
par̂ametros da componente. Assim, a componente candidata que apresentar o maior valor
de verossimilhança final, após a execuç̃ao do Algoritmo EM parcial,́e inserida no modelo.

Uma vez que uma nova componenteé inserida no modelo, atualiza-se o modelo
fk utilizando o algoritmo EM (passo 3).

O critério de parada (passo 4)é definido como um ńumero ḿaximo, pŕe-definido,
de componentes ou baseado em um critério de parcim̂onia de modelos, tais como AIC ou
MDL. Segundo [Li and Ma 2008], esses critérios tradicionais geralmente resultam em um
número errado de componentes. Assim, esse trabalho propõe uma modificaç̃ao no crit́erio
de parada deste algoritmo para utilizar um teste de normalidade multivariado, proposto
por [Ververidis and Kotropoulos 2008], de forma que novas componentes s̃ao adicionadas
no modelo somente se alguma das componentes do presentes rejeitarem a hiṕotese nula
do teste, dado um nı́vel de signifiĉancia.

5.1. Teste de Normalidade Multivariado

O teste de normalidade multivariado proposto por [Ververidis and Kotropoulos 2008]́e
baseado naDistância de Mahalanobis. Assim, para estabelecer uma hipótese de que um



conjunto de amostras,x, é distribúıdo de acordo com uma pdf Gaussiana multivariada,
inicialmente calcula-se essa distância para todas as amostras:

rn = (xn − x̂)TS−1(xn − x̂) (19)

ondex̂ é a ḿedia amostral eS a covarîancia amostral do conjunto de amostras.

Em seguida, constrói-se a funç̃ao de distribuiç̃ao cumulativa (Cumulative Distri-
bution Function, cdf) amostral dessa distância baseando-se nas amostrasrn. A cdf amos-
tral da dist̂ancia, definida comôF (rn), é estimada via funç̃ao de massa, istóe, ordenando
os valores de{rn}Nn=1 em ordem crescente e definindoF̂ (rn) = n/N . Define-se tamb́em
a cdf téorica da dist̂anciaF (rn), dado a ḿediax̂ e a matriz de covariânciaS amostrais, as-
sumindo que a distância tem distribuiç̃ao Beta [Ververidis and Kotropoulos 2008]. Caso
Nrn seja definido como o ńumero de amostras dentro de uma elipse com valores equi-
prováveis dern, ent̃aoNrn é descrito como uma variável aleat́oria com distribuiç̃ao Bino-
mial com par̂ametrosN eF (rn):

P (Nrn = k) =

(

N
k

)

F (rn)
k(1− F (rn))

N−k (20)

dado queF (rn) é tamb́em a probabilidade de se encontrar uma amostra dentro da elipse
comDistância de Mahalanobisigual arn.

Deve-se ent̃ao definir um intervalo de confiança, denominado[kl
n,λk

h
n,λ], paraNrn,

dado um ńıvel de signifiĉanciaλ, de forma que esse intervalo deve satisfazer:

N
∑

k=kh
n,λ

(

N
k

)

F (rn)
k(1− F (rn))

N−k =
λ

2

kl
n,λ
∑

k=0

(

N
k

)

F (rn)
k(1− F (rn))

N−k =
λ

2

sendo queλ ∈ {0.10, 0.05, 0.01}.

CasoN seja suficientemente grande eF (rn) assuma valores próximos de0 ou 1,
ou seja:

NF (rn)(1− F (rn))≫ 1 (21)

segundo o Teorema deDemoivre-Laplacea distribuiç̃ao Binomial pode ser aproximada
por uma distribuiç̃ao Gaussiana com ḿediaNF (rn) e varîanciaNF (rn)(1 − F (rn)).
Um valor t́ıpico para assumir essa aproximação seriaNF (rn)(1 − F (rn)) > 25
[Papoulis 1984]. Assim, o intervalóe calculado analiticamente como:

kl
i,λ =

[

NF (rn)− z1−λ

√

2NF (rn)(1− F (rn))
]



kh
i,λ =

[

NF (rn) + z1−λ

√

2NF (rn)(1− F (rn))
]

(22)

em que o operador[] é definido como o inteiro mais próximo do ńumero entre colchetes.

Caso a condiç̃ao (21) seja violada, o intervalo pode ser estimado numericamente:

kl
i,λ = argmin

k1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k1
∑

k=0

(

N
k

)

F (rn)
k(1− F (rn))

N−k −
λ

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

kh
i,λ = argmin

k2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

k=k2

(

N
k

)

F (rn)
k(1− F (rn))

N−k −
λ

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(23)

sendo quek1 ek2 podem assumir valores no intervalo[0, 1, · · · , N ].

A hipótese nula do teste deve ser validada caso:

Nrn ∈ (kl
n,λ, kh

n,λ)⇒
Nrn

N
∈

(

kl
n,λ

N
,
kh
n,λ

N

)

⇒ F̂ (rn) ∈

(

kl
n,λ

N
,
kh
n,λ

N

)

∀ n = 1, 2, · · · , N .

Assim a hiṕotese nulaH0 do teste, de que os dados são gerados por uma
distribuiç̃ao Gaussiana multivariadaé aceita, dado um nı́vel de signifiĉanciaλ, se:

F̂ (rn) ∈

(

kl
n,λ

N
,
kh
n,λ

N

)

(24)

para pelo menos(1− λ)N dasN amostras.

A figura 1 ilustra os valores teóricos (F (rn)), amostrais (̂F (rn)) e o intervalo de
confiança analı́tico da cdf dos valores dern (N = 200 eλ = 0.01) para amostras geradas
por um modelo de Mistura de Gaussianas. A figura 1a ilustra o caso de um modelo
contendo apenas uma componente, enquanto a figura 1b ilustraum modelo contendo duas
componentes com parâmetros distintos. Analisando a figura 1a percebe-se que os valores
de F̂ (rn) est̃ao dentro do intervalo de confiança, indicando a normalidade dos dados. Já
analisando a figura 1b percebe-se que o número de valores dêF (rn) fora dos intervalos
de confiançáe maior que o limiar, definido como(1−λ)N) = 2, de forma que a hiṕotese
nulaé rejeitada, dado o nı́vel de signifiĉanciaλ = 0.01.

Em [Ververidis and Kotropoulos 2008] sugere-se os seguintes valores para o nı́vel
de signifiĉancia, dado o tamanho amostral:
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Figura 1. Crit ério de normalidade multivariado aplicado a Misturas de Gau ssia-
nas, contendo uma componente (a) e duas componentes com par âmetros distin-
tos (b)

λ =











0.99, seN ≥ 100
0.95, se20 ≤ N < 100
0.90, se10 ≤ N < 20

(25)

Assim, para utilizar esse teste como critério de parada do algoritmo proposto por
[Verbeek et al. 2003], inicialmente as amostras são particionadas em partições disjuntas
utilizando a metodologia proposta no passo 2 do algoritmo guloso e o teste de normalidade
multivariadoé aplicado a cada uma das partições. Caso a hiṕotese nula seja validada para
todas as partiç̃oes, o crit́erio de parada do algoritmóe atingido.

O teste de normalidade proposto possui ordem de complexidade temporal
O(NlogN), uma vez que a distância de Mahalanobis deve ser computada para cada amos-
tra e o vetor resultante deve ser ordenado para estimar a cdf amostral.

6. Experimentos

Experimentos foram realizados para verificar se o critério de parada proposto neste tra-
balho resulta em um ganho na acurácia da seleç̃ao do ńumeroótimo de componentes do
modelo. Para isso, a metodologia propostaé comparada com critérios de parada baseados
em crit́erios de parcim̂onia.

Foram utilizados os critérios de parcim̂onia AIC e MDL:

AIC = −ℓ(x; Θ∗) + 2υ (26)

MDL = −ℓ(x; Θ∗) +
υ

2
ln(N) (27)

sendo−ℓ(x; Θ∗) o valor ḿaximo do logaritmo da verossimilhança eυ é o ńumero de
par̂ametros livres do modelo, dado por [Ververidis and Kotropoulos 2005]:



υ = k
(

1 +D + 2D +
D

2
(1 +D)

)

(28)

sendok o número de componentes eD a dimens̃ao das amostras.

Para os crit́erios de parcim̂onia, utilizou-se o crit́erio de parada proposto por
[Ververidis and Kotropoulos 2005], de forma que o algoritmosó executa uma nova
iteraç̃ao, caso o valor do critério de parcim̂onia da iteraç̃ao corrente seja menor que o
valor da iteraç̃ao anterior, ou seja, para o AIC, o algoritmo finaliza caso:

AICk − AICk−1 > 0 (29)

Foram realizados200 experimentos, sendo que em cada um gerou-se uma mistura
contendo de2 a10 Gaussianas de dimensãoD = 2 e par̂ametros distintos e o número de
pontos em cada mistura foi ajustado para15 vezes o ńumero de componentes da mistura.
Para cada experimento, o algoritmo foi executado com os três crit́erios de parada: pro-
posto, AIC e MDL. Para todas as três variaç̃oes, o ńumero de componentes candidatas por
componente do modelo foi ajustado param = 6 e o ńumero ḿaximo de componentes foi
definido como20, de forma que, caso o critério de parada ñao seja atingido e o modelo já
possua20 componentes, o algoritmo finaliza.

A tabela 1 ilustra os resultados obtidos em relação à acuŕacia de cada um dos
critérios de parada. Nessa tabela são apresentados o número de experimentos em que
o número de correto de componentes foi estimado, e a diferençamédia (ḿedia± desvio
padr̃ao) entre o ńumero correto e o ńumero estimado, para cada um dos critérios de parada.

Tabela 1. Resultados Obtidos nos Experimentos
Método Experimentos CorretosDiferença Ḿedia
Proposto 55 0.07± 1.95

AIC 21 2.88± 3.01
MDL 20 2.87± 3.02

Analisando a tabela 1, percebe-se que o critério de parada proposto neste trabalho
melhora a acurácia do algoritmo, em relação ao ńumeroótimo de componentes, quando
comparado com critérios baseados em critérios de parcim̂onia. O crit́erio propostóe ca-
paz de estimar o ńumero de componentes corretamente cerca de 2.5 vezes mais que os
métodos baseados no AIC e MDL. Além disso, a diferença ḿedia entre o ńumero de
componentes real e estimado para o algoritmo propostoé significativamente menor que a
diferença ḿedia calculada para os outros métodos.

7. Conclus̃oes

Este trabalho prop̂os modificaç̃oes no algoritmo guloso de estimação de Misturas de Gaus-
sianas proposto por [Verbeek et al. 2003], para melhorar suaacuŕacia, com relaç̃ao ao
númeroótimo de componentes do modelo. Para isso, foi utilizado um teste de normali-
dade multivaríavel, proposto por [Ververidis and Kotropoulos 2008], paratestar as com-
ponentes resultantes do modelo no final de cada iteração, de forma que, caso a hipótese



nula do teste seja validada para todas as componentes, o critério de parada do algoritmo
é atingido. Os experimentos realizados sugerem uma melhoria na acuŕacia do algoritmo,
quando o crit́erio de parada proposto nesse trabalhoé utilizado.

Como sugestões de trabalhos futuros, sugere-se comparar a metodologiaproposta
com outras metodologias de estimação do ńumeroótimo de componentes. Além disso, o
teste de normalidade descrito na seção 5.1 pode ser utilizado também para reduzir o custo
computacional do algoritmo guloso, de forma a gerar componentes candidatas apenas a
partir de componentes do modelo que rejeitem a hipótese nula do teste.
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Verbeek, J. J., Vlassis, N., and Kröse, B. (2003). Efficient greedy learning of gaussian
mixture models.Neural Comput., 15(2):469–485.

Ververidis, D. and Kotropoulos, C. (2005). Emotional speechclassification using gaussian
mixture models and the sequential floating forward selection algorithm. InMultimedia
and Expo, 2005. ICME 2005. IEEE International Conference on, pages 1500–1503.

Ververidis, D. and Kotropoulos, C. (2008). Gaussian mixturemodeling by exploiting the
mahalanobis distance.Signal Processing, IEEE Transactions on, 56(7):2797–2811.


