Capitulo 7

Propriedades das Linguagens Livres
do Contexto

As linguagens livres do contexto ocupam uma posicao central na hierarquia das linguagens
formais. Por um lado, as linguagens livres do contexto incluem importantes, mas restritas,
familias de linguagens como as linguagens regulares e as linguagens de programacao usuais
pertencem a esta classe de linguagens. Por outro lado, existem familias de linguagens mais
amplas das quais as linguagens livres do contexto sdo casos especiais. Como anteriormente,
para as linguagens regulares, veremos as propriedades de fecho para varias operacoes, algoritmos
para determinar propriedades de membros da familia, e resultados estruturais como os lemas do
bombeamento.

7.1 O Lema do Bombeamento para Linguagens Livres do con-
texto

O lema do bombeamento dado para linguagens regulares é uma ferramenta efetiva para mostrar
que certas linguagens nao sao regulares. Existem lemas do bombeamento analogos para outras
classes de linguagens, veja por exemplo [Lin90] um lema do bombeamento para linguagens lin-
eares e em [Yu89] um lema do bombeamento para linguagens livres do contexto deterministicas,
isto é, reconhecidas por APD’s!. Porém, aqui, discutiremos um desses lemas de bombeamento
para linguagens livres do contexto, em geral.

Teorema 7.1.1 (Lema do bombeamento) Seja £ uma linguagem livre do contexto infinita.
Entao existe algum inteiro positivo m tal que qualquer w € L, com |w| > m, pode ser decomposto
COMO W = UVTYZ COM u, v, T, Y,z € X* satisfazendo

lvzy| < m, (7.1)

luy| > 1 (7.2)

!Também existem outras ferramentas para este mesmo propésito, veja por exemplo [HUT79, LV95].
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7.1. O Lema do Bombeamento para Linguagens Livres do contexto

w'zy'z € L, para todoi=0,1,2,.... (7.3)

DEMONSTRAGAO: Ver [Lin90]. |

Exemplo 7.1.2 Seja a linguagem

L={a"b"" /n>1}.

Mostraremos usando o lema do bombeamento que L € livre do contexto.

Considere, m = 3. Entao todo w € L satisfaz | w |> m. Seja, n > 1.

1 (n—1)

Claramente, u = a" ', v = a, x = \, y = bb e 2 = b? € uma decomposicao de w
satisfazendo as condigoes (7.1) e (7.2) do lema. Seja i € N qualquer, entdo

uvixyiz — an—lai(bb)ib2(n—l) — an—l+ib2’i+2(n—l) — an—l+ib2(n—l+i) el
Logo, L € livre do contexto.

Porém, este lema é mais 1til para mostrar que uma linguagem nao pertence a familia das
linguagens livre do contexto. Seu uso é analogo aquele visto para linguagens regulares.

Exemplo 7.1.3 Mostre que a linguagem L = {a"b"c"™ / n > 0} nao € livre do contexto.

Suponha que L € livre do contexto. Entao, pelo lema do bombeamento, existe m satisfazendo
as condigoes do teorema 7.1.1. A cadeia a™b™c™ esta em L. Se escolhermos vxy como sendo
uma cadeia so de a’s, entdo, pelo lema do bombeamento, a cadeia uvxy®z, por exemplo, deveria
estar em L, mas como |vy| < 1, ela claramente nao é da forma a™b™c"™, pois tem mais a’s que
b’s (e c’s). Analogamente, se escolhermos as subcadeias v composta sé de a’s, digamos j a’s, ey
composta sé de b’s, digamos k b’s, entdo a cadeia bombeada wv’zy?z, terd a forma a™ipm e,
e portanto, novamente geramos uma cadeia que nao estd em L. De fato, a unica maneira da
escolha das subcadeias u,v,x,y e z impedir esse fato ¢ tomar vry tal que vy tenha o mesmo
nimero de a’s, b’s e ¢’s. Mas isso nao é possivel pela restri¢ao ( 7.2). Portanto, L ndo € livre
do contexto.

Uma forma direta de se provar isso é dado no seguinte corolério.

Corolario 7.1.4 Seja L uma linguagem infinita. £ ndo € livre do contexto se para cada inteiro
positivo m existe w € L, tal que |{w| > m e para cada decomposi¢io uvryz de w, se

lvzy| < m (7.4)
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Capitulo 7. Propriedades das Linguagens Livres do Contexto

loy| > 1 (7.5)
entdo wv'zy'z € L, para algum i =0,1,2,. ...

DEMONSTRAGAO: Direto do lemma do bombeamento. [

Exemplo 7.1.5 Considere a linguagem

L={ww /we{a,b}"}.

Apesar desta linguagem parecer muito similar a linguagem livre do contexto do exemplo
5.1.2, ela nao € livre do contexto.

Seja m € N qualquer e considere a cadeia w = a™b™a™b™. Nos teriamos que analisar todas
as possiveis decomposi¢oes uvxryz de w, e se a decomposicao satisfazer (7.4) e (7.5) entao neces-
sariamente algum bombeamento de v e y deverd gerar uma cadeia nao pertencente a linguagem.
Mesmo considerando sd as decomposi¢oes que satisfazem (7.4) e (7.5) ainda sdo muitas (além
do mais que nds nao conhecemos o valor real de m). Mas como a restri¢io (7.4) for¢a que

| vry |< m, entdo ela s pode estar em:

a---aa---aa---ab™a™b™ ou a™b---bb---bb---bab™" ou
—_— —_——— —— ——

S~
u vTY z u vTY z (76)
a"ba---aa---aa---ab™ ou a"b0"a"b---bb---bb---b
——_—— —— —— ———— N
u vTYy z u vTY z
ou ainda
a...aa...ab...bb...bambm Ou amb...bb...ba...aa...abm Ou
S—— ~~ ~~ —_—
u vTY z u vTyY z
(7.7)

am™b"q---aa---ab---bb---b
~ ——

vIy z

Note que todas as decomposi¢oes em (7.6) e em (7.7) sao andlogas, e portanto € suficiente
constderar um caso de cada.

Assim, no caso de (7.6) consideraremos somente a primeira decomposi¢ao. Assim, u =
av, v =adR, = adf, oy = df e 2 = dFbma™b™ para algum ki, ko, ks, ka, ks € N tal que
ki+ko+ks+kst+ks=meky+ky>1. Assim,
k1

k1

wlzy?z = afra®*2aksa?F1aFs e = aFrakrak2aks ek aks bmamem = gmtketkapmgmpm

Como ko + kg > 1, entdo uwv’zy’z & L.
No caso de (7.7) consideraremos somente a primeira decomposicao. Mas, aqui novamente

teremos wvarias possibilidades, por exemplo v e x podem ser sé composto de a's e y de b's ou
y de a's e de V's, ou ainda, v pode ser composto de a’'s e x de a's e de V's e y de b's, etc.
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7.2. Propriedades de Fecho para Linguagens Livres do Contexto

Mas independente de qual for decomposi¢cao ao bombear o v e oy (que satisfazem | vy |> 1)
serd alterada a quantidade de a's e/ou de V's da primeira metade da cadeia w pelo que a cadeia
resultante jd mao terd mais a forma a™b"a"b" e portanto nao pertencerd a linguagem. Logo,
L ndo é livre do contexto.

Exemplo 7.1.6 Mostre que a linguagem £ = {a’b* / j = k?} ndo € livre do contexto.

. 2 s .
Dado um m qualquer, tomamos nossa cadeia como sendo a™ b™. Claramente, temos vdrias
escolhas para w, v, x, y, z. A unica que requer mais cuidado € a sequinte:

m2 m
T
?mmmabm.b” boo-b
"u v ! Tyt

Bombeando as subcadeias v e y, i vezes, geraremos a nova cadeia com m? + (i — 1)k; a’s e
m+ (i —1)kg b’s. Se k1 = 0, entdo, pela restricao ( 7.5), ko > 1. Para o caso i = 0, teremos m?
a’s e m — kg b’s o qual obviamente nao esta em L. Usando um raciocinio andlogo, obteremos
que a escolha ko = 0 e k1 > 1, também falha. Consideremos, portanto, o caso k1 #0 e ks #0 e
tomemos i = 0. Como

(m—kg)? < (m—1)>2
=m?—-2m+1
<m2—k:1,

o resultado nao esta em L. Portanto, L ndo ¢ livre do contexto.

7.2 Propriedades de Fecho para Linguagens Livres do Contexto

No capitulo 4, analisamos algumas propriedades de fecho para certas operacoes e alguns algo-
ritmos de decisdo sobre as propriedades da familia de linguagens regulares. Ambas questoes,
eram facilmente provadas. No entanto, as mesmas questoes para linguagens livres do contexto
sao ligeiramente mais dificeis de se responder. De fato, algumas propriedades de fecho que sao
satisfeitas por linguagens regulares nao o sao por linguagens livres do contexto. Nesta secao,
somente analisaremos as propriedades de fecho das operagoes mais tradicionais entre linguagens.

Teorema 7.2.1 A familia de linguagens livres do contexto € fechada sobre unido, concatenagao
e fecho estrela ().

DEMONSTRAGAO: Sejam Lj e Lo duas linguagens livres do contexto qualquer e Gy = (V4,T1, 51, P1)
e G = (Va, Ty, Sy, P») duas graméticas livres do contexto que geram elas. Por simplicidade sem-
pre podemos considerar que Vi N Vo = (.

As gramatica livre do contextos

1. Gy = (VlUVQU{S},TlUTQ,S,PlUPQU{S—>Sl,S—>SQ}>
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Capitulo 7. Propriedades das Linguagens Livres do Contexto

2. Go=WVUVy, 51, (PL—P)UPLU{A — wSy /A — we P})onde P={A — we
P /JweTf}e

3. Gy = <V1,T1,51,P1U{A—>w51 /A—>w cPew ETl*}U{Sl —>)\}>,
geram as linguagens Ly U Lo, Lo o L1 e L, respectivamente. [ ]

Teorema 7.2.2 A familia de linguagens livres do contexto ndo € fechada sobre interseccdo e
complementacao.

DEMONSTRAGAO: Considere as linguagens

L1 ={ad""c™ /n>0, m>0}

Lo ={a"b"c™ / n >0, m>0}.

Claramente £ e L9 sao livres do contexto. Mas, como vimos no exemplo 7.1.3, a linguagem

L1NLy = {a”b"cn / n > O},

nao é livre do contexto. Logo, as linguagens livres do contexto nao sao fechadas sobre a inter-
Seccao.

Por outro lado, seja a identidade de conjuntos

L1N Lo :EUTQ. (78)

Se as linguagens livres do contexto fossem fechadas sobre a complementagao, entao, como
pelo teorema anterior elas sao fechadas sobre a uniao, a linguagem em (7.8) também seria livre do
contexto, o qual contradiziria o resultado anterior. Conseqilientemente, a familia das linguagens
livres do contexto nao é fechada sobre a complementacao. [

7.3 Propriedades Decidiveis de Linguagens Livres do Contexto

No capitulo 4 ja foi visto a existéncia de um algoritmo de pertinéncia para linguagens livres do
contexto. Isto é uma caracteristica essencial de qualquer familia de linguagens 1til na pratica.
Outras propriedades simples de linguagens livres do contexto podem ser determinadas. Mas,
algumas questoes intuitivamente simples de se responder para linguagens regulares via um algo-
ritmo, nao podem ser respondidas algoritmicamente para livres do contexto. Para os propdsitos
desta discussao, assumiremos que a linguagem ¢é descrita pela sua gramatica.

Teorema 7.3.1 Seja G = (V,T,S, P) uma gramdtica livre do contexto. Entdo eziste um algo-
ritmo para decidir quando L(G), for vazio ou nao.
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7.3. Propriedades Decidiveis de Linguagens Livres do Contexto

DEMONSTRAGAO: Por simplicidade assuma que A ¢ L(G). Use o algoritmo para remover
simbolos e produgoes intteis. Se S for inutil, entdao L(G) é vazio, senao L(G) contém ao menos
um elemento. ]

Teorema 7.3.2 Seja G = (V,T,S, P) uma gramdtica livre do contexto. Entdo existe um algo-
ritmo para decidir quando L(G), for infinito ou ndo.

DEMONSTRAGAO: Assuma que G nao contém nenhuma A-producao, nenhuma produgao unitéria
e nenhum simbolo inutil. Se existe na gramética uma varidvel se repetindo, A € V, isto é, uma
variavel tal que

A == xAy,

entao, como A nao ¢ inutil, deve existir w € T™ tal que

S == uAv — urAyv = w,

Logo, u == x1, © == 20, A == 13, y == 14 e v == x5 com 1, T2, X3, x4, x5 € T sdo tais
que x1x2x3T4T5 = w. Portanto, para todon =1,2,...

S == wAv == ur"Ay"v == ux"zy"v == xixhrselTs

e portanto L(G) seria infinita.

Se nenhuma varidvel pode ser repetida, entdo o comprimento de qualquer derivagao nao
excede |V|. Em cujo caso L(G) é finita.

Assim, para obter um algoritmo para determinar quando L(G) é infinita, somente precisamos
determinar quando a gramatica tem uma variavel repetindo. Isto pode ser conseguido, simples-
mente, desenhando o grafo de dependéncia das varidveis. Se existe um ciclo, entao a gramatica
tem uma variavel se repetindo, pois nao temos varidveis intuteis, e portanto sempre podemos
chegar a ela desde S. [
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Capitulo 7. Propriedades das Linguagens Livres do Contexto

7.4 Exercicios

1. Mostre usando o lema do bombeamento que as seguintes linguagens sao livres do contexto

(a) £={a"™" / n é um ntmero impar}
(b) £ ={a"b* / n é miltiplo de 5}

(¢) L={a"b?/n=p}

(d) L={a"" /n>1en<p<3n}
(e) L=A{w € {a,b}* /| Ny(w) é par }
(f) £ ={we {a,b}* /w=wh}
(8) £L={we{a,b}* /w#uwl}

2. Mostre que as seguintes linguagens, sobre o alfabeto {a, b}, ndo sao livres do contexto

3. Mostre que as seguintes linguagens, sobre o alfabeto {a, b, c}, nao sao livres do contexto

(a) £ ={a*v™c" / n=km}

(b) L= {a*bmc" Jk<mek<m<n}
(c) £L={a*b™c" /m >ken >k}

(d) £=A{w/ Na(w) <Np(w) < Ne(w)}

4. Determine quais das seguintes linguagens, sobre o alfabeto {a, b}, sao livres do contexto e
quais nao

(a) £ = {a"wwfa™ /n >0, we {a,b}*}
(b) £ ={a™b"a™b" / m >0, n >0}

(c) L={a™b"a"b™ / m >0, n>0}

(d) £={a™b"a/b* / m+n < j+k}

(e) £L={am™b"a/b* | m < j,n <k}

5. Mostre que a classe das linguagens livres do contexto é fechada sobre os seguintes oper-
adores:

(a) Homomorfismos,
(b) Diferenga de conjuntos,

(¢) O operador reverso
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7.4. Exercicios

(d) Seja £ uma linguagem qualquer. Define Ea como sendo

L, = {awa | we L}
(e) Seja £ um linguagem sobre o alfabeto {0,1} e = : ¥* — ¥* definido por —(\) = A,
—(w0) = 1=(w) e =(wl) = 0—-(w). Define =L como sendo
L ={~(w) /weL}

(f) Seja £ uma linguagem qualquer. Define L, como sendo

L, = {wav | w,v € L}

(g) Seja £ uma linguagem qualquer sobre um alfabeto ¥ e p : ¥* — ¥* definido por
p(A) = X e p(wa) = p(w)aa para todo w € ¥* e a € X. Define L£P como sendo

L ={p(w) [ we L}

(h) Seja £ uma linguagem qualquer sobre um alfabeto ¥ e p : ¥* — ¥* definido por
o(A) = X e p(wa) = ap(w)aa para todo w € ¥* e a € X. Define £ como sendo

L8 ={o(w) /we L}

6. Seja L(G) a linguagem gerada por uma gramadtica livre do contexto G. Dé um algoritmo
para determinar quando A € L(G) ou nao.

7. Mostre que existe um algoritmo que determina quando a linguagem gerada por alguma
gramatica livre do contexto contém qualquer palavra de comprimento menor que algum
ndmero n.
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