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Prefacio

Apesar de ser uma &area antiga de conhecimento, nao ha uma defini¢cao precisa nem tunica
do que é logica, pois essa definicao dependera dos aspectos particulares e da légica es-
pecifica que se tenha em mente. De fato, no Novo Diciondrio Aurélio da Lingua Por-
tuguesa (2a edigao, 1986) sao apresentadas diversas defini¢oes de légica, indicando qual
oOtica esta sendo considerada. Por exemplo, na visao de légica simbdlica, 16gica é o “con-
junto de estudos tendentes a expressar em linguagem matematica as estruturas e operagoes
do pensamento, deduzindo-as de (um) nimero reduzido de axiomas, com a intengao de
criar uma linguagem rigorosa, adequada ao pensamento cientifico tal como o concebe a
tradicao empirico-positivista”. Na tradicao classica da légica formal, o “Aurélio” define
légica como sendo o “estudo das formas (conceitos, juizos e raciocinios) e leis do pen-
samento” e na logica material como sendo o “estudo da relagao entre as formas e leis
do pensamento e da verdade, i.e., estudo das operacoes do pensamento que conduzem a
conhecimentos verdadeiros”. Assim, uma vez que a logica classica como sera vista neste
texto é uma légica formal e simbdlica, tem como principais caracteristicas modelar o pen-
samento valido através do estudo de mecanismos validos de inferéncia se valendo de uma
linguagem formal capaz de representar e abstrair o conhecimento.

Assim, légica pode servir de subsidio, por exemplo, as dreas de Inteligéncia Artificial
e Ontologia da Web, uma vez que a representacao e processamento do conhecimento é
béasico nestas areas. De fato, a légica (cldssica e nao cldssica) estd presente de forma
direta ou indireta na maioria das areas da computacao, por exemplo na Engenharia de
software ela pode ser usada para especificagao e verificacao de software, em banco de dados
para deduzir informagoes nao presentes explicitamente no banco de dados, em hardware
é usada como uma linguagem de descricao de componentes, etc. Além disso, 16gica nao
so foi a base para o desenvolvimento dos primeiros modelos matematicos de computacao,
mas foi substancial para a constru¢ao dos computadores, pois todos eles (pelo menos até
o presente momento) sao construidos na base de circuitos légicos e portanto todo o que
um computador faz é uma seqiiéncia de operagoes logicas. Todos estes fatos, fazem como
que a logica seja hoje em dia uma disciplina bésica de qualquer curso de graduagao sério
de ciéncia e engenharia da computagao.

Este livro é resultado de dez anos de ensino, pelos autores e outros colegas, da disciplina
de “Logica para a Ciéncia da Computagao” para os cursos de Ciéncias e Engenharia da
Computagao da Universidade Federal do Rio Grande do Norte (UFRN), assim como da
disciplina de “Légica” para o Mestrado em Sistema e Computacao da UFRN. Deixamos o
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nosso profundo agradecimento a todos os alunos que cursaram estas disciplinas seguindo
versoes anteriores deste texto. Eles com suas dividas e comentarios ajudaram certamente
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Marcos Almeida. Eles, com suas criticas, sugestoes e revisoes, contribuiram imensamente
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Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (versdo 3.1)



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo faremos uma breve descricao de que se entende por logica e de sua im-
portancia em ciéncia e engenharia da computacao, assim como faremos um breve histérico
da légica, desde suas origens até os dias atuais. Neste histérico apresentaremos alguns dos
principais acontecimentos e descobertas que ocorreram nesta area. Finalmente daremos
uma breve descricao de cada um dos capitulos subseqiientes.

1.1 Que é Logica?

A palavra légica é usada cotidianamente pelas pessoas, e na maioria das vezes ela estd
ligada a idéia de obviedade (por exemplo, algumas pessoas falam “é légico que vou na
festa”) ou de estratégia (por exemplo muitas vezes se fala que a logica agora é o time
X atacar enquanto o time Y se defender). Outras vezes se fala do raciocinio 16gico para
se referir ao raciocinio estruturado. Estas formas de entendermos légica nao estao com-
pletamente erradas, pois logica é a ciéncia que estuda como raciocinar ou como deduzir
certas conclusoes baseados em algumas hipdteses. Assim, as coisas ébvias em determi-
nadas légicas podem ser deduzidas trivialmente e as estratégias a serem executadas que
levam a vitorias segundo a leitura que o estrategista tem do jogo e de seu raciocinio logico.

O termo légica (logike em grego) foi dado pelo filésofo grego Alexandre de Afrodisias
no século 3 d.c., porém sistemas de organizar o pensamento ja tinham sido desenvolvidos
antes na prépria Grécia, assim como na China e na India. Etimologicamente este termo
vem do grego logos que significava originalmente a palavra, seja escrita ou falada. Porém
filésofos gregos como Heraclito lhe deram um significado mais amplo: o de razao, tanto
no sentido de capacidade de racionalizacao individual como de um principio césmico de
ordem e beleza. Na teologia crista o conceito filoséfico de Logos seria adotado na versao
grega do Evangelho de Joao, o evangelista, quem se refere a Deus como o logos, isto é,
a Palavra: “No principio era a Palavra, e a Palavra estava com o Deus, e a Palavra era
deus” Joao 1:1. De fato, algumas traducoes do Evangelho em que Logos é o “verbo”.
Assim, a palavra légica, em seus primordios, tem um significado muito amplo, que nao
correspondem completamente ao entendimento do conceito de logica nos dias de hoje.
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Porém, nos tempos modernos, légica pode ser vista como a ciéncia do pensamento
correto, o que nao significa que seja a ciéncia da verdade, pois mesmo que certas afirmagcoes
dentro da légica sejam verdadeiras num determinado contexto, as mesmas afirmagoes
podem ser falsas se aplicadas ao mundo real [Pal97]. Os filésofos afirmam que “para
entender o que realmente acontece no mundo, precisamos entender o que nao acontece”,
isto é as propriedades invariantes ou objetos que a compoem [Pal97]. Assim, podemos
dizer que qualquer conjunto de afirmacoes que sao verdadeiras ou falsas, independente do
tempo e do espago (lugar que ocupa no universo) sao consideradas légicas.

Outra forma de entender logica é como a ciéncia que estuda como deduzir ou concluir
certas verdades a partir de certas hipdteses ou premissas. Ou seja como uma maquina
dedutiva. Mas dependendo da visao de mundo, podem existir diversos tipos de légicas,
cada qual tentando extrair nocoes e preceitos considerados no pensamento “logico” do
cotidiano.

As légicas podem ser classificadas em formais e informais ou em classicas e as nao
classicas. A logica classica, que é a abordada neste texto, se refere a primeira légica
estudada de modo rigoroso. As principais caracteristicas que possuem os sistemas 16gicos
classicos sao:

1. Os enunciados possuem um valor verdade, ou seja sao afirmacoes sobre propriedades
que objetos satisfazem;

2. S6 ha dois possiveis valores verdade: verdadeiro e falso;
3. Nao ha matizacoes entre estes valores verdades;

4. As conexoes entre enunciados dao lugar a enunciados compostos, cujo valor verdade
estd em funcao, ou seja é completamente determinado, pelos valores verdade dos
enunciados conectados.

Em outras palavras, a logica classica é apofantica, bivalente, assertérica e extensional.
Em contraposicao a esta légica surgiram diversas outras que questionam alguns destes
principios.

1.2 Importancia da Légica Classica na Ciéncia da
Computacao

A logica classica é a base da computagao, uma vez que os computadores para realizar
as computagoes o fazem baseados em operagoes 16gicas (da légica proposicional cléssica)
codificadas através de circuitos légicos. Mas além disto, temos que a nivel de software as
linguagens de programacao possuem também operacoes légicas para realizar testes.

Introdugado a Légica Classica
para a Ciéncia da Computacao (versao 3.1)



CAPITULO 1. INTRODUCAO

A formalizacao do conhecimento é indispensavel para se poder automatizar as for-
mas de raciocinio. A grande vantagem do formalismo légico é proporcionar um método
poderoso, a deducao matematica, para a geracao de novos conhecimentos a partir de
velhos conhecimentos. Segundo Robert Moore [M0095] duas convicgoes fundamentais do
inicio da civilizagdo e que perduram até hoje sdo: 1) A maioria das formas superiores
de condutas tidas como inteligentes requerem a representacao explicita do conhecimento
e 2) A logica formal constitui a pedra fundamental da representacao do conhecimento.
Neste sentido, o paradigma légico de linguagens de programacao permite representar e
gerar conhecimento de forma automatica. Este paradigma tem como principal expoente
a linguagem de programagao PROLOG (vista no capitulo 8 deste livro). Linguagens
de programacao no paradigma légico podem ser baseados em ldgica classica (por exem-
plo PROLOG) ou nao (por exemplo as linguagem de programacao baseados em légica
linear[Gir87]: LoLLI [Hod92, Hod95], LLP [TB01] e Lygon [HPW96]). Todas podem
ser usadas para desenvolver sistemas baseados em conhecimento, isto €, sistemas que
apliquem mecanismos automatizado de raciocinio para a representacao e inferéncia de
conhecimento. Assim, as linguagens de programacao em légica aplicam de modo direto
os conceitos e mecanismos da logica formal, no caso do PROLOG da logica classica.

A logica classica é usada nas mais variadas areas e disciplinas da computacgao. Por
exemplo,

1. Em Engenharia de software uma das questoes centrais desta area é o uso de formalis-
mos no processo de desenvolvimento de programas[MMS88], sendo que o formalismo
l6gico por sua facil compreensivilidade é um dos mais usados [HR99]. Dentro de
engenharia de software ainda, provadores automaticos de teoremas, tais como HOL
(do inglés High Order Logic), tém sido empregados para especificagao e verificagao
de propriedades de sistemas computacionais, entre outras coisas [BGG98, HR99,
Ben03]. Em Engenharia de software légica classica também ¢é usada para descrever
a semantica formal de linguagens de programagao [DS90].

2. Em Banco de dados relacionais na descricao de consultas e no relacionamento de
tabelas e em banco de dados dedutivos [Dow98, EN99.

3. Em hardware, a logica classica é usada como uma linguagem de descricao de compo-
nentes de hardware [Mer93, TM96] além claro das unidades légicas de computadores.

4. Em ontologia da web, representacao do conhecimento e légica sao usadas para de-
talhar conceitos dentro de ontologias, ou seja como uma linguagem para descrever
ontologias [DOS03, Lac05].

5. Mas, a area onde talvez logica seja mais usada é em inteligéncia artificial. De
fato ela é o principal formalismo de representacao do conhecimento e portanto é
muito util no desenvolvimento de sistemas especialistas e sistemas multi-agentes
[Ric88, Fir88, RK94, RN02] assim como para descrever de forma simbélica e precisa
redes neurais [CS94, BLCO00]. O conhecimento extraido desde uma rede neural pode
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ser formulado em regras do tipo if-then-else as quais ainda podem ser posteriormente
usadas em um sistema de inferéncia légica para a resolugdo de problemas [BLCO00].
Mas logica classica, também tem sido usada no processamento de linguagens naturais
[PMO5], em algoritmos genéticos [Muh04], robética [Min00], etc.

Mas também tem sido usada direta ou indiretamente, em outras areas ou disci-
plinas da Ciéncia e da engenharia da Computagao, tais como em criptografia [Nie02],
sistemas de automagao e controle [Woj99], processamento digital de imagens [GW87],
Bioinformatica [Sch95, Man99], Mineracao de dados [Thu98, Fre02], sistemas distribuidos
[BSR97, BBCOI7], etc.

Além disso, os conhecimentos em logica classica servem de base para as outras logicas
algumas das quais tém sido aplicadas em diversas areas da computacao. Assim, pode-
mos afirmar sem medo de errar que, légica classica é uma materia basica que serve as
vezes como fundamentacao ou como ferramenta técnica para praticamente qualquer area
da ciéncia da computacao. Portanto, logica classica é de fundamental importancia para
profissionais de ciéncia e engenharia da computagao que pretendam terem soélidos conheci-
mentos nas suas areas de atuagao. De fato esta disciplina faz parte das grades curriculares
da grande maioria dos cursos de ciéncia e engenharia da computacao.

1.3 Importancia das Légicas Nao Classicas na Ciéncia
da Computacao

O termo légica nao classica é dado a qualquer logica que nao seja a logica proposicional
ou de predicado classica. As légicas nao classicas podem ser classificadas em antagonicas
a légica classica ou em extensoes da mesma.

Légicas antagonicas usam a mesma linguagem da logica classica, porém nem todo
teorema (verdade absoluta nessa légica, isto é independente da interpretacao) validos na
légica classica valem numa légica antagonica. Por exemplo, em l6gica intuicionista [Hey56,
Dum?77] a férmula o V =« nao é um teorema. Outros exemplos de légicas antagonicas
sao as légicas multivaloradas e fuzzy ou nebulosa [Zad65, BB95, Kas96, Ngu99| as quais
lidam com graus de verdade e onde algumas verdades classicas nem sempre sao verdades
dessas légicas (embora existam certas légicas nebulosas onde as verdades coincidam com
as classicas [BC06)).

Em extensoes da logica classica todo teorema da logica classica é um teorema da
légica. Porém, geralmente, complementa esta em uma das seguintes formas: enriquece
a linguagem, dando a ela um maior poder de expressao ou se enriquece a teoria formal
da logica classica com axiomas ou regras nao validas em légica classica. Por exemplo na
16gica modal [Zem73, MP79, Cos92| sao adicionados dois novos operadores O (lido como:
“em todo mundo possivel” ou “é necessério que”’) e < (lido como: “em algum mundo
possivel” ou “é possivel que”).

Introdugao a Légica Classica
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CAPITULO 1. INTRODUCAO

As logicas nao classicas tem sido importantes em diversas areas e aplicacoes de ciéncia
da computagao e inteligéncia artificial.

Por exemplo:

1. A légica modal tem sido usada em [Har79] para facilitar declarar e provar pro-
priedades de programas, onde programas sao vistos como relagoes entre estados.
Assim, cada programa induce implicitamente um operador modal permitindo ex-
pressar, numa maneira natural, propriedades de programas tais como corretude
parcial.

2. A légica temporal pode ser usada para especificacao e verificacao de programas
concorrentes [MP79] ou para especificar circuitos de hardware [HMMS83].

3. A légica fuzzy, por tratar com graus de verdade sao apropriadas para lidar com
incertezas e raciocinio aproximado. Esta légica atualmente é uma das mais us-
adas em intelig encia artificial, seja para desenvolvimento de sistemas especialistas,
sistemas multi agentes, reconhecimento de padroes, robética, sistemas de control
inteligentes, sistemas de apoio a tomada de decisoes, algoritmos genéticos, data
mining, etc. [Cox05, Ros04, SBO5]

Certamente, existem muitas outras logicas nao classicas que tém aplicagoes ou ainda
servem de fundamentacao para diversas areas ou disciplinas da computacao. Porém, como
este texto é de légica classica, nesta subsecao sé fizemos um levantamento superficial das
mais importantes destas légicas para a ciéncia da computacao.

1.4 Historico

A 16gica, enquanto ciéncia, foi criada por Aristételes (384-322 a.C.), sobre a base do pen-
samento socratico-platonico. Ele se baseou nas defini¢oes universais usadas por Sécrates
(469-399 a.C.), no uso da reducao ao absurdo de Zenao de Eléia (490-420 a.C.), na estru-
tura proposicional e negagdo de Parmenides(515-445 a.C.) e Platao (428-347 a.C.), e nas
técnicas argumentativas encontradas no raciocinio legal e provas geométricas. Os escritos
légicos de Aristoteles, cujo conjunto foi denominado posteriormente de “6rganon”; con-
stituem cinco tratados, eles sao: “Categorias”, “Da interpretacao”, “Primeiros Analiticos”,
“Segundos Analiticos” e “Refutagdes Sofisticas” [xre01, OUSO01].

Aristoteles afirmava que uma proposicao é um complexo envolvendo dois termos: um
sujeito e um predicado, cada um dos quais € representado gramaticalmente com um sub-
stantivo. Aristételes, em suas teorias de oposicao e conversao, pesquisava as relagoes entre
duas proposicoes contendo os mesmos termos. O andlise da forma logica de proposicoes
sao combinadas na maior invencao de Aristoteles em logica, o silogismo, o qual con-
siste de trés proposicoes: as duas primeiras sao premissas que compartilham exatamente
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um termo e elas permitem deduzir logicamente uma terceira proposi¢ao, chamada de
conclusao, a qual contém os dois termos nao compartilhados das premissas. Aristételes
também foi quem formulou diversas teses metaldgicas, entre as mais importantes temos a
lei da nao contradicao, o principio do terceiro excluido e a lei da bivaléncia. Aristoteles se
referiu a alguns principios da légica proposicional e para raciocinio envolvendo proposicoes
hipotéticas. Aristételes também criou duas teorias logicas nao formais: técnicas e es-
tratégias para argumentos e uma teoria de faldcias (raciocinios, argumentos ou afirmagoes
aparentemente corretas, porém incorretas).

Eudemus de Rodes (350-290 a.C.) e Teofrastus de Lesbos (378-287 a.C.) , que eram
alunos de Aristételes, modificaram e desenvolveram a légica Aristotélica em diversas
maneiras. A seguinte maior inovagao em légica é devida as escolas Megariana e Estoica.
Eles desenvolveram uma forma alternativa ao silogismo e elaboraram uma logica com-
pletamente proposicional que complementava a Aristotelica. Eles também pesquisaram
vérias antinomias légicas' entre as quais tem-se os paradoxos?. A escola megariana foi
fundada por Euclides de Megara (435-365 a.C.) e teve como discipulo Eubulides de Mileto
(384-322 a.C.), a quem se atribui o paradoxo do mentiroso, que em uma de suas diversas
formas

“Se um homem diz que estd mentindo.
O que ele diz é verdade ou mentira?”

J& o estoicismo, que propoe viver de acordo com a lei racional da natureza e aconselha
a indiferenga (apathea) em relacdo a tudo que é externo ao ser, foi fundado por Zenao
de Citio (334-262 a.C.) por volta do ano 300 a.c. e teve esse nome devido ao lugar onde
ele costumava ensinar: portico, que em grego é stod. Emntre os argumentos tipicos do
estoicismo temos o seguinte [BRA9S]:

“Se Voce sabe que esta morto, vocé esta morto.
Mas se voce sabe que esta morto, vocé nao esta morto,
portanto vocé nao sabe se esta morto ou nao.”

O mais famoso dos paradoxos devido a esta escola é o paradoxo do barbeiro que diz
assim

“Numa pequena aldeia sé existia um barbeiro.
O barbeiro faz a barba de todas as pessoas da aldeia
que nao se barbeiam a si préprio e a mais ninguém.”

'Uma antinomia é a afirmacio simultanea de duas proposicoes (teses, leis, etc.) contraditérias.
2Um paradoxo é uma afirmacio aparentemente verdadeira que leva a uma contradicio légica, ou a
uma situagdo que contradiz a intui¢ao comum.
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Mas quem barbeia o barbeiro? Se ele mesmo se barbeasse, estaria barbeando uma
pessoa que barbeia a si mesmo e se nao se barbear ele nao estaria barbeando a uma
pessoa da aldeia que nao se barbeia a si mesmo.

Esses argumentos alimentaram ricas e extensas discussoes que teve como um corolario
a lei do terceiro excluido, na qual uma proposicao somente pode ter dois possiveis valores
verdade, sendo excluidos os valores intermediarios.

Nos periodos seguintes houveram poucos desenvolvimentos em logica. O estudo e
pesquisa da logica sé ressurgiu na era moderna, por trabalhos desenvolvidos por matematicos
como o alemao Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), quem pretendia desenvolver uma
linguagem universal a ser especificada com precisao matematica cujo objetivo era reduzir
especulacoes cientificas e filoséficas a computagoes. Embora este grandioso projeto tenha
ficado longe de ser desenvolvido com éxito e ainda mais nao tenha sido diretamente muito
influente, ele pode ser considerado um precursor para muitos dos trabalhos subseqiientes
em logica matematica.

A principios do século IXX, o fildsofo e matematico checo, Bernhard Bolzano (1781-
1848), desenvolveu algumas nogoes fundamentais para légica, tais como: conseqiiéncia
légica e analitica. J& na segunda metade do século IXX, o matematico e légico inglés
George Boole (1815-1864), o matematico indiano Augustus De Morgan (1806-1871) e
outros pesquisadores menos célebres, usaram a légica como formalismo para representar
os processos de raciocinio. Esta linha de pesquisa se focalizava sobre as relagoes entre
regularidades entre o raciocinio correto e operagoes como soma e multiplicagao. Outros
membros desta escola, chamada de algébrica, desenvolveram quantificadores rudimentares
0s quais eram extensoes, ainda que infinitarias, das conjuncoes e disjuncoes.

A seguinte escola légica foi a logisista e tinha por objetivo codificar o entendimento
l6gico de todo discurso cientifico ou racional num tnico sistema. Para eles légica nao é
o resultado de abstracoes de raciocinios em disciplinas e contextos especificos, pois légica
trata das caracteristicas gerais do discurso preciso em si, independente das caracteristicas
do contexto. O maior expoente desta escola foi o matematico e logico alemao Gottlob
Frege (1848-1925) quem desenvolveu uma linguagem formal com rigor matematico e in-
troduziu a noc¢ao de variaveis, quantificadores universal e existencial, relagoes e funcoes,
l6gica proposicional e axiomatizagoes da légica. Frege demonstra seu principio de inducao
a partir de seus principios logicos. Um dos principios que nortearam Frege foi o de ten-
tar desenvolver a matematica como parte da légica. Alguns outros importantes 16gicos
desta escola sao Bertrand Russell (1872-1970), Alfred Whitehead (1861-1947) e o filésofo
austriaco Ludwig Wittgenstein (1889-1951). Os dois primeiros publicaram em conjunto
o livro Principia Mathematica, no qual tentam mostrar, influenciados na visao de Frege,
que a a matemadtica pode ser desenvolvida como parte da logica. Sua axiomatizagao e
formalismos foram referéncia para a logica por mais de 20 anos. Ja Wittgenstein, no
seu Tractatus Logico-Philosophicus, apresenta por primeira vez a logica proposicional na
forma do que hoje em dia como tabelas verdades. Wittgenstein afirma que qualquer
proposicao € o resultado de sucessivas aplicacoes de operacoes logicas sobre proposicoes
elementares.
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Ja a escola matematica propunha a axiomatizacao de alguns ramos da matematica,
como geometria, aritmética, andlises e teoria dos conjuntos. O mateméatico alemao Erns
Zermelo (1871-1953), por exemplo, descreveu uma axiomatizagao da teoria dos conjuntos,
posteriormente foi enriquecida com trabalhos de Thoralf Skolem (1887-1963), Ludwig
Fraenkel-Conrad (1910-1999), John von Neumman (1903-1957) e outros. Alguns membros
desta escola pensaram na importancia de incluir uma formulagao explicita das regras de
inferéncia no desenvolvimento axiomético. Por exemplo, o holandés Arend Heyting (1898-
1980) produziu versoes axiomaticas da logica intuicionista.

Uma variante da escola mateméatica ocorreu em Polonia, sobre a lideranca de Jan
Lukasiewics (1878-1956) . Nesta escola, chamada de escola polaca 16gica, quando vista
como uma teoria axiomatica, é considerada uma area da matematica. Eles desenvolveram
e analisaram os sistemas axiomaticos da légica proposicional, logica modal e algebra
booleana.

Quando a atencao foi centrada na linguagem e na axiomatizacao enquanto objetos
para um estudo matematico direto levou a um grupo de matematicos desta escola, que
embasados com o advento da geometria nao-euclideana, a considerar interpretagoes al-
ternativas das linguagens e algumas questoes metaldgicas dos sistemas logicos, tais como
independeéncia, consisténcia e completude. Nesta escola algumas nogoes sintaticas foram
diferenciadas de sua contrapartida semantica. Assim, neste ponto houve uma clara divisao
da légica entre os 1dgicos que viam a logica como linguagem e os matematicos e algebristas
que viam a logica como um calculo. A pesar dos eventuais conflitos entre estas correntes,
houveram diversas interagoes. A logica contemporanea é de alguma forma uma mistura
de ambas visoes.

O intensivo trabalho sobre problemas matematicos culminaram nos resultados do
légico e matemético alemao Kurt Goédel (1906-1978) quem na sua teses de doutorado
em 1929 mostrou que uma férmula é dedutivel num sistema légico (teoria formal) classico
de 1% ordem se e somente se ¢ universalmente vélida, ou seja é verdadeira em toda inter-
pretacao. Este teorema é conhecido como teorema da completude da logica de predicados
(também conhecida como logica classica de 1* ordem). Em 1931, Gddel publicou seu
resultado mais famoso hoje conhecido como teorema da incompletude de Godel o qual diz
que para qualquer tentativa de axiomatizacao da aritmética sempre é possivel construir
uma sentenga aritmética que é verdade mas a qual nao poderd ser deduzida (provada)
a partir dessa axiomatizacao. Ou seja ele mostra que nao hd um meio mecéanico (pro-
cedimento efetivo) que dado os axiomas da teoria produza outras sentengas. Mas que é
um procedimento efetivo? esta questao levou ao desenvolvimento de maquinas tedricas
por parte de diversos matematicos que desencadearam na teoria da computabilidade (ou
recursividade) que é base fundamental da computagao enquanto ciéncia.

Em 1900, durante o Segundo Congresso Internacional de Matematica em Paris, o
matematico David Hilbert (1862-1943), propoe 23 problemas para o desenvolvimento da
matematica no século que iniciava. O segundo de tais problemas pedia para provar que os
“axiomas aritméticos”sao nao contraditérios, ou seja que uma quantidade finita de passos
logicos baseados nele jamais levariam a uma contradicao. Hilbert acreditava que qualquer
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problema matematico tinha solucao e que ela poderia ser encontrada pela pura razao
porque em matemadtica nao existiria ignorabimus. Em 1928 Wilhelm Ackermann (1896-
1962), discipulo de Hilbert, revisou as aulas de Hilbert de 1917, levando-o a publicar,
junto com o seu mestre, uma sucinta apresentacao da légica matematica (Grundzige der
theoretischen Logik) a qual fez bastante sucesso na época, principalmente por ser mais
acessivel que o Principia Mathematica de Whitehead e Ruseel. Este livro colacava a
necessidade de se saver se toda férmula universalmente valida poderia ser derivada do
sistema axiomatico do Principia Mathematica (completude do sistema). Também em
1928, no Congresso Internacional de Matematica, David Hilbert levantou trés questoes,
a terceira das quais é hoje conhecida com ”Hilbert’s Entscheidungsproblem” (problema de
decis@o em alemao) [Hod83]. O Entscheidungsproblem pede para encontrar um algoritmo
capaz de decidir quando uma férmula da logica de 1% ordem é universalmente valida ou
nao. Posteriormente em 1930 ele manifestou que acreditava que esse problema nao tinha
solucdo ou seja que nao existia tal algoritmo [Hod83].

O matemaético e filésofo norte-americano, Alonzo Church (1903-1995) influenciou tanto
a logica matematica como a filoséfica. Um dos principais resultados em logica de Church
foi provar em 1936 que as verdades universais nao sao recursivas, ou seja nao existe
uma forma computacional de enumerar todas as verdades universais da logica de 1¢ or-
dem. Desta forma Church prova que o problema Entscheidungsproblem nao tem solucao
e portanto € indecidivel. De forma independente o 16gico matematico inglés Alan Tur-
ing (1912-1954), também prova este mesmo resultado em 1936. Nesses trabalhos, eles
introduziram modelos tedricos diferentes e argumentaram que esses modelos capturavam
a nogao intuitiva de procedimento efetivo (tese de Church-Turing). Esta tese tem-se con-
stituido no cerne da teoria da computabilidade, teoria que permite determinar limites a
ciéncia da computacao [SB04].

Church, junto com seus estudantes Stephen Kleene (1909-1994) e Leon Henkin desen-
volveram uma grande diversidade de temas em logica tanto do ponto de vista da filosofia
como da matematica. Entre os tépicos por eles abordados tem-se completude, definibili-
dade, computabilidade, 16gica de segunda ordem, sentido, referéncia, etc.

O légico e matemético polonés, Alfred Tarski (1902-1983), entre seus muitos aportes
a logica moderna, estd sua definicdo de verdade, conseqiiéncia légica (semantica) e de
satisfacao. Porém, isto é s6 uma pequena parte de seu trabalho. Sua principal contribuicao
foi ter iluminado a metodologia de sistemas dedutivos e nogoes logicas fundamentais tais
como completude, decibilidade, consisténcia, satisfabilidade e definibilidade.

Sintetizando, podemos dizer que a légica contemporanea se caracteriza pela tendéncia
da matematizacao da légica e pelo reconhecimento da necessidade de se ter légicas difer-
entes da classica [BRA9S].
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1.5 Apresentacao dos Préoximos Capitulos

Capitulo 2: Neste capitulo s@o abordas as nocoes basicas de linguagens formais e de
Y-algebras. Linguagens formais sao introduzidas de modo diferente ao usual dado em
disciplinas de linguagens formais [ABL02], pois aqui s6 precisamos das intui¢oes que estao
por traz da noc¢ao de linguagem formal e que nos serao uteis para descrever as linguagens
formais das légicas abordadas neste texto. Por outro lado X-algebras, sao estruturas
matematicas adequadas para se dar semantica a linguagens formais. Aqui s6 vemos Y-
algebras monosortidas pois é o suficiente para dar semantica as linguagens formais das
logicas aqui abordadas. Para o bom entendimento do restante do texto é imprescindivel
um bom entendimento de linguagens formais, ja Y-algebras s6 é aconselhado para quem
deseja ter um entendimento mais profundo do aspecto semantico das linguagens légicas
assim como para quem quer fazer um estudo inicial de ¥-algebra, conhecimento este que
lhe sera til para desenvolver uma teoria algébrica de especificagao de tipos abstratos
de dados [GTWT77] assim como para ter um entendimento melhor e mais abstrato da
disciplina de algebra, pre-requisito basico da disciplina de Loégica nos cursos de Ciéncias da
Computacao. O importante para o leitor é que fique claro que ¥-algebra, neste contexto,
sao ambientes matematicos adequados para se dar uma interpretacao formal a linguagem
proposicional, ja no caso da linguagem de predicado esta semantica é dada através da
no¢ao de Y-dominios (uma nogao estendida de Y-algebras).

Capitulo 3: Neste capitulo veremos a linguagem da légica de proposicional classica,
primeiro como uma linguagem para descrever de forma sucinta, afirmagoes simples (atomicas)
e composta de uma realidade, e depois como uma linguagem formal, cujas palavras
(formulas) podem ser interpretadas através de o-algebras. Depois serd visto o conceito de
Y-dlgebra booleana e como uma de tais 3-algebras booleanas (a dos valores verdadeiro e
falso) pode ser vista como catalisadora de todas as interpretagdes. Finalmente veremos os
conceitos e propriedades de tautologias, contradigoes, conseqiiéncia logica e equivaléncia
logica, entre outro.

Capitulo 4: Neste capitulo veremos o conceito de teorias formais, de forma geral, e
conceitos correlatos tais como prova, teorema e conseqiiéncia sintatica, assim como pro-
priedades gerais de tais sistemas. Depois apresentaremos uma teoria formal para a légica
proposicional cldssica. Veremos que realizar provas nesta teoria pode em alguns casos ser
dificil, pelo que para facilitar encontrar tais provas, introduzimos a idéia de re-utilizar
provas de teoremas ja provados assim como o uso de uma ferramenta poderosa: O teo-
rema da deducao. Finalmente mostramos quatro outras teorias equivalentes para a légica
proposicional.

Capitulo 5: Este capitulo tem por objetivo fornecer um método computacional, chamado
de resolucao, para decidir quando uma féormula da linguagem proposicional é ou nao uma
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tautologia. Este método se baseia na idéia de refutacao, ou seja primeiro se nega a formula
a ser verificada para depois provar que ela é uma contradi¢cao. Para isto depois de negada
¢ transformada a uma forma normal (a forma normal conjuntiva) a qual garante que a
formula normal e a original sao logicamente equivalentes. Depois sao eliminados literais
complementares das clausulas que fazem parte da férmula na forma normal conjuntiva
até se chegar a clausula vazia. Finalmente neste capitulo é mostrado que uma férmula da
linguagem proposicional ¢ uma tautologia se e somente se ¢ um teorema da teoria formal
proposicional se e somente se sua negagao pode derivar a clausula vazia, ou seja os trés
métodos vistos até este ponto para lidar com verdades na légica proposicional: semantico
(tabelas verdades), sintdtico (teoria de provas) e sintético-computacional (resolugao) sao
equivalentes.

Capitulo 6: A légica proposicional porém, nao é suficientemente poderosa para ex-
pressar afirmagoes envolvendo quantificagoes de objetos, como por exemplo “para todo
grande homem existe uma grande uma mulher” ou “nem todo o que brilha é ouro”. Neste
capitulo sera apresentada a linguagem de predicados e de forma analoga ao capitulo 3 serd
visto como usar esta linguagem para se descrever afirmagoes como as anteriores. Depois
¢ descrita esta linguagem como uma linguagem formal para em seguida mostrar como
formulas desta linguagem podem ser interpretadas através de »-dominios. Aqui veremos
quando uma féormula é verdadeira, falsa ou contingente numa interpretacao e quando é
sempre verdadeira (universalmente vélida) ou sempre falsa (contradi¢@o ou insatisfativel),
independente da interpretacao. Introduziremos as nogoes de conseqiiéncia e equivaléncia
logica e serao vistas algumas propriedades e meta-teoremas desta logica.

Capitulo 7: Um dos maiores problemas da visao semantica da légica de predicados é
que na maioria das vezes pode resultar inviavel se mostrar que uma féormula é univer-
salmente valida de forma direta de sua definicao, ou seja através de analisar todas as
possiveis interpretacoes. Neste capitulo é apresentado um sistema de provas para a légica
de predicados o qual, como veremos no capitulo 8, terd como teoremas exatamente a
férmula universalmente validas. Porém onde a nocao de conseqiiéncia sintatica nao co-
incide com a nocao de consequiéncia logica. Veremos também que o teorema da deducao
para esta teoria formal vai requerer que a prova satisfaca certas propriedades, o qual nao
ocorria no caso proposicional nem na versao semantica deste teorema.

Capitulo 8: FEmbora o método de provas seja suficiente para determinar de maneira
segura quando uma féormula é universalmente valida, ele nao fornece um algoritmo para
se obter uma tal prova. Assim, neste capitulo veremos uma generalizagao do método de
resolucao visto no capitulo 5 para a légica de predicados. Neste sentido, veremos que para
se chegar ao conjunto de clausulas que garante que a férmula original é uma contradicao
se e somente se esse conjunto for insatisfativel, precisaremos de varios passos extras.
O primeiro é levar os quantificadores para o lado mais externo da férmula (forma nor-
mal prenex), depois fazer o fecho existencial da férmula (completar com quantificadores
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existenciais daquelas varidveis nao quantificadas), depois eliminar as quantifica¢oes exis-
tenciais substituindo suas varidveis por fungoes (skolemizagao) e finalmente transformar a
parte da férmula sem quantificadores na sua forma normal conjuntiva seguindo o mesmo
algoritmo do capitulo 5 para este fim. A partir deste ponto pode-se ir eliminando os
literais complementares, porém a diferenca do caso proposicional antes deveremos fazer a
unificacao deles. Finalmente é provada a completude das trés visoes da légica de predi-
cados, ou seja que uma féormula é universalmente valida se e somente se é um teorema da
teoria formal de 1% ordem se e somente se sua negacao pode ser refutada pelo método de
resolucgao.

Capitulo 9: Neste capitulo apresentaremos uma breve introducao as linguagens de pro-
gramagcao em logica, ou seja linguagens de programacao que permitem descrever proble-
mas ou situagoes através de um conjunto finito de sentencas légicas. Assim, um programa
em légica nao descreve um procedimento de como achar a solucao mas o problema que
ser quer resolver. A méquina de inferéncia da linguagem serd a encarregada de achar as
respostas as perguntas que o usudrio faz ao programa. A mais popular das linguagens
deste paradigma de programacao, e que sera vista neste capitulo, é a linguagem Prolog.
Esta linguagem é baseada na logica cldssica e usa o método de resolucao para determinar
as solucoes dos problemas descritos pelos programas Prolog. Apresentaremos também
algumas estruturas extra-légica desta linguagem, como comandos de controle e maneiras
de lidar com dados numéricos e listas.

Capitulo 10: Neste capitulo apresentaremos quatro outras maneiras de apresentar a
légica proposicional e de predicados. As duas primeiras, dedugao natural e calculo de
sequentes de Gentzen, sao formas alternativas ao sistema de prova, ou seja permitem de-
terminar se uma férmula é universalmente valida ou uma férmula é conseqiiéncia sintatica
de um conjunto de férmulas sem precisar de recorrer a interpretagdes (semantica), mas
sem fornecer um algoritmo. O terceiro e o quarto método apresentado, o tableau e tableau
com unificacao, se baseiam no principio da refutacao, sao métodos computacionais alter-
nativos a resolugao, ou seja podem ser usados para se provar automaticamente teoremas.
Finalmente mostraremos que estes métodos sao equivalentes aos outros trés (semantico,
teoria de provas e resolugao).

Apéndice: Cada capitulo, a partir do segundo, tem ao final uma lista de exercicios.
Neste apéndice apresentaremos a solucao de mais de 100 de tais exercicios.
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Capitulo 2

Linguagens Formais

Em Portugueés existem trés tipos de entidades diferentes: letras, palavras e sentencas.
Existe um certo paralelismo entre elas, no sentido de que grupos de letras constituem
uma palavra, e grupos de palavras uma sentenca. Mas, nem toda concatenagao de letras
forma uma palavra, nem toda seqiiéncia de palavras uma sentenca. A analogia pode
se estendida para paragrafos, histérias, e assim por diante. A situacao, se da, também,
para linguagens de programagcao, na qual certos agrupamentos de palavras chaves sao um
comando e algumas seqiiéncias de comandos sao programas.

Para construir uma teoria geral que unifique todos estes casos, serd necesséario adotar
uma definicao para a estrutura de linguagens mais universal, isto é, uma estrutura na
qual a decisao de quando uma cadeia de unidades constitui uma unidade maior valida
seja baseada na aplicagao de regras explicitamente definidas.

Em linguagens tipo Portugués, Inglés, alguns dialetos tipo Guarani, Aymara, etc.
nao podemos dar regras que nos permitam descrever todas as frases coerentes da lingua-
gens. Isto porque sao linguagens ditas naturais, na qual depende de nossa habilidade
para interpretar metaforas poéticas de sentencas mal escritas. Isto ja nao acontece com
linguagens de programacgao, pois elas sao “formais”, e o compilador de uma linguagem de
programacao € um procedimento que analisa a corretude de uma seqiiéncia de simbolos e
determina se ela constitui um programa valido ou nao.

Neste capitulo estudaremos alguns aspectos basicos do que se conhece como “teoria
de linguagens formais”. A palavra “formal” diz respeito a que todas as regras para a
linguagem sao explicitamente declaradas em termos das cadeias de simbolos que podem
ocorrer nela. Nenhuma liberdade é tolerada e nenhum “entendimento profundo” é preciso.
Sentencas serao consideradas como meros simbolos e nao como expressoes de idéias na
mente humana. Neste modelo bésico, Linguagens (formais) ndo é uma comunicagao entre
intelectos, mas um jogo de simbolos com regras formais. O termo “formal” aqui usado
enfatiza que é a forma da cadeia de simbolos que nos interessa e nao seu significado.

15



Bedregal e Acidly

2.1 Linguagens Formais

Toda linguagem é constituida de dois elementos basicos, um alfabeto que especifica um
conjunto contavel de simbolos usados na linguagem e uma gramatica que caracteriza
sua sintaxe, isto é, que especifica como estes simbolos podem ser agrupado formando as
expressoes admissiveis da linguagem. O que diferencia uma linguagem formal de uma
linguagem natural é que na linguagem formal a gramatica é especificada precisamente,
enquanto na linguagem natural quase sempre isso nao é possivel.

Seja > um conjunto contavel, isto é, que esteja em correspondéncia biunivoca com
um subconjunto dos nimeros naturais. Denotaremos por ¥* o conjunto de todas as
cadeias finitas em 3, incluindo a cadeia vazia. Por exemplo, se ¥ = {a,b} entdo ¥* =
{\,a,b,aa,ab, bb, ba, aaa, aab, ...}, onde A simboliza a cadeia vazia.

Definiremos como uma linguagem L, sobre ¥, qualquer subconjunto de ¥*. Observe
que, segundo essa definicao, o préprio X* e o conjunto vazio sao linguagens sobre Y. Em
geral, estaremos interessados em obter L de forma algoritmica. Por isso, de ora em diante
daremos, também, a seguinte definicao de linguagem formal.

Defini¢ao 2.1.1 Uma Linguagem formal é um par £ = (X, G), onde ¥ € um conjunto
contavel, denominado alfabeto, e G € um conjunto finito de regras de derivacao, denom-
inado gramatica,cujo fim € dizer como os simbolos do alfabeto podem ser agrupados de
modo a formar as expressoes admissiveis da linguagem.

Descreveremos as regras de derivagao em G por

L1y.eooyIp

onde, os objetos do numerador e do denominador podem conter metavariaveis, que po-
dem ser instanciadas por qualquer termo da linguagem. Se entende que os objetos do
numerador dao origem ao do denominador. No caso em que n = 0 estaremos gerando
um elemento = a partir do conjunto vazio, o qual denotaremos por ——. Chamaremos
a estes z’s de axiomas da linguagem formal £. As variaveis, x1,...,x, usadas nas
regras de derivagao representam qualquer cadeia em ¥* e x é uma expressao constituida

das variaveis z;’s com elementos de X.

Exemplo 2.1.2 Seja o alfabeto ¥ = {a,b} e o conjunto de regras G = {g1,82,83}
definidas a sequir:

— t t

gliT g2 o g3:7

onde at € a cadeia resultante de concatenar o simbolo a com a cadeia t. Isto €, set = bba
entao at = abba.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagdo (versao 3.1)
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Podemos ver as regras de derivagao de G como um calculo ou algoritmo para gerar os
elementos da linguagem L. No exemplo 2.1.2 o célculo G = {g1, g2, g3} gera um conjunto
de cadeias a partir da constante a.

Assim, uma cadeia w € X* é gerada pela linguagem formal £ = (X, G), se existem
cadeias wy, ..., w, geradas por L e uma regra de derivacao

tal que g € G e substituindo cada ocorréncia x; por w; em g, obtemos um x igual a w.
Observe que para esta recursao na definicao de cadeias geradas por uma linguagem formal
parar, devemos ter pelo menos uma regra de deriva¢do sem numerador (n = 0).

Definigao 2.1.3 Seja £ = (X, G) uma linguagem formal. Um elemento x € 3* € gerado
por L se existe uma sequéncia finita de elementos de ¥, x1,2o,...,x, tal que x, = x
e cada xp, 1 < k < n, € o resultado da aplicacdo de uma regra de derivacao de G aos
elementos x;, 1 < k. A seqiiéncia x4, ...,x,, anterior, € chamada uma prova ou deduc¢ao
dex em L e x € chamado de férmula bem formada (fbf) de LL.

Exemplo 2.1.4 No caso da linguagem formal do exemplo 2.1.2 a cadeia baa pode ser
gerada, pois ela é obtida aplicando a regra gz a cadeia ba a qual, por sua vez também é
gerada pela linguagem formal L, pois ela pode ser obtida aplicando a regra g, a cadeia a,
a qual por sua vez também faz parte da linguagem, pois ela pode ser obtida diretamente
aplicando a regra g1. Ou seja, uma prova de que a cadeia baa faz parte da linguagem
descrita pela linguagem formal L € a sequinte seqiiéncia de cadeias:

Usaremos a notacao |z w, ou simplesmente F w, se o contexto tornar claro o célculo,
para indicar que w foi derivado, usando uma prova.

Exemplo 2.1.5 Considere a linguagem formal L = (X, G), onde X = {zero, suc, soma, ( ,)}
e a gramdtica G € constituida das sequintes regras de derivacdo:

- ot _ ti,lo
zero " suc(t) & 4 somats

g1:

Nas regras g1 € go, t,t1 ety sao variaveis as quais podem tomar como valor qualquer ele-
mento jd conhecido da linguagem. Assim, L = (3,G), onde G = {g1, g2, 83} especifica uma
linguagem L C 3* que contém os sequintes elementos: zero, suc(zero), zero soma zero,
suc(zero) soma zero, zero soma suc(zero), zero soma zero soma zero, . ..

Introdugao a Légica Classica
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Nesta linguagem formal pode ser gerada a cadeia zero soma suc(suc(zero)), isto é
Iz zero soma suc(suc(zero)). Uma prova disto € a sequinte

(1) zero (91)

(2) suc(zero) (1, 92)
(3) suc(suc(zero)) (2, g2)
(4) zero soma suc(suc(zero)) (1,3,93)

Diremos, também, que esta prova é uma construcao do elemento

zero soma suc(suc(zero)).

Assim, toda linguagem formal £ = (3], G) especifica uma linguagem que consiste em
todas as cadeias geradas pela linguagem formal £. Especificar uma linguagem L C »*
através de uma linguagem formal, significa fornecer um algoritmo para obter L. é claro
que nem sempre é possivel dar um algoritmo para descrever uma linguagem, nesse caso
dizemos que a linguagem ¢é uma linguagem natural.

A linguagem gerada ou especificada por uma linguagem formal £ = (X, G),
denotado por Ling(L), é definida pelo seguinte conjunto de cadeias:

Ling(L)={zx e X"/ ka}
Exemplo 2.1.6 No exemplo 2.1.2, o conjunto de todas as possiveis cadeias que podem
ser geradas pela linguagem formal L, isto é Ling(L), € a sequinte:
Ling(L) = {a, aa, ba, aaa, baa, aba, bba, aaaa, baaa, abaa, bbaa, aaba, baba, abba, bbba, . . .}
ou intencionalmente o conjunto

Ling(L) = {w € ¥* | w = va para algum v € ¥}

ou seja a linguagem composta de todas as cadeias no alfabeto {a,b} cujo ultimo simbolo
seja a.

Exemplo 2.1.7 Considere a linguagem de todos os palindromos' no alfabeto {a,b}. Uma
linguagem formal que especifica (ou gera) esta linguagem seria a sequinte: L = (X,G),
onde ¥ = {a,b} ¢ G = {g1,82,83,84,85} definidas como segue:

IPalindromos sao cadeias que quando lidas de esquerda a direita é a mesma que quando lidas de
direita a esquerda. Mais formalmente, uma cadeia w = ajas...a, é um palindromo se,e somente se,
wW = anlnp—-1...0a7

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagdo (versao 3.1)
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g1 T g2 a g3: T
. t . t
8a ata 8 btb

Naturalmente, duas linguagens formais sao equivalentes se elas geram a mesma lin-
guagem. Por exemplo, se a linguagem formal do exemplo 2.1.5 adicionarmos a regra

t

&4 t somat

nao vai ser gerada nenhuma cadeia nova, uma vez que ela pode ser obtida aplicando a
regra gz ao mesmo termo, isto é, fazendo t; = t5 = t. Assim, a linguagem gerada por
esta “nova” linguagem formal vai ser exatamente a mesma que a gerada pela linguagem
formal do exemplo 2.1.5. Entao, generalizando, duas linguagens formais £ = (31,G;) e
Lo = (X9, Gs) sao equivalentes, se elas possuem o mesmo alfabeto, isto é X; = 3, e cada
regra de ¢ € G; pode ser derivada em L, e vice-versa, cada regra g € G, pode ser derivada
em L.

2.2 ).-algebras

Seja L um conjunto nao vazio. Diremos que (L,01,0,...,0,) é uma &algebra se
01,0s,...,0, sao operagoes sobre L. Lembre que O é uma operagao sobre L, de aridade
k, cuja notacao serd arid(O) = k, se O é uma funcao de L*? em L; O : L*¥ — L. As
constantes de L sao consideradas operacoes de aridade zero.

Uma linguagem L especificada por (X, G) pode ser vista como uma élgebra, onde cada
regra de derivagao

¢ interpretada como uma operacao O : L™ — L. Na realidade, podemos estudar as
linguagens formais de uma perspectiva exclusivamente algébrica como semantica ou
interpretacao da abordagem dedutiva. Na ciéncia da computacao a abordagem algébrica
de linguagens de programagao ¢ conhecida como semantica denotacional e a abordagem
dedutiva como semantica operacional. Como neste trabalho abordaremos, também, os

2A notacao L* denota k-vezes o produto cartesiano de L com ele mesmo, isto é,

I*=Lx...xL

k—vezes

Introdugao a Légica Classica
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aspectos de interpretagao, a seguir desenvolveremos os principios de Y-dlgebras necessarios
nas discussoes de semantica denotacional.

Uma assinatura é um conjunto contavel, >, de simbolos de func¢oes. Por exemplo,
os trés simbolos de fungdo, ¥ = {zero, suc, plus}, seria uma assinatura apropriada para
os numeros naturais. Cada simbolo de funcao tem associado uma aridade que fornece o
nimero de argumentos que qualquer funcao que interpreta este simbolo deve receber. No
caso a aridade de zero é 0, de succ é 1 e de plus é 2. zero é uma constante, vista como
uma funcao de aridade 0.

Definigao 2.2.1 Uma assinatura ¢ uma par (X, arid), onde ¥ é um conjunto contdvel
de simbolos de funcao e arid € uma funcdao, chamada aridade, arid : ¥ — N, tal que a
cada simbolo s € X, associa sua aridade arid(s) € N.

Quando for claro do contexto omitiremos a funcao arid, designando uma assinatura
simplesmente por X.

Definigao 2.2.2 Seja ¥ uma assinatura. Uma 3-algebra € um par A = (A, 3 4) onde:

1. A é um conjunto nao vazio, chamado conjunto basico.

2. ¥4 € um conjunto de operacoes sobre A, {fa /| f € ¥} tal que se arid(f) = n, entdo
fa € uma operagio de A" — A.

Assim, cada Y-algebra A é vista como uma interpretacao, no conjunto A, dos simbolos
de funcao por fungoes em A. Observe que aqui devemos distinguir entre o simbolo usado
para a func¢ao (o nome, por assim dizer) e a fun¢ao propriamente dita.

Exemplo 2.2.3 Considere a assinatura (3, arid) onde > = {zero, suc, soma} e arid(zero) =
0, arid(suc) =1 e arid(soma) = 2. Entao, (N, Xy) € uma X-dlgebra, onde:

1. N € o conjunto dos nimeros naturais {0,1,2,...}.

2. ¥ € dada por:

(a) zeroy é o nimero 0.
(b) sucy : N — N € definida por suc(n) =n +1

(c) somay : N> — N € definida por somay(m,n) =m +n

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagdo (versao 3.1)
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Aqui “+7 denota a adi¢ao da aritmética usual.

As unicas restrigoes para definir Y-dlgebras, € que as operagoes que interpretacao
0s simbolos de operacao tenham a mesma aridade. Desse modo, o simbolo de operacao
soma € um mero nome, e portanto, pode ser interpretado de diversas maneiras, desde
que sua interpretacdo seja uma operacao bindria. Assim, uma outra Y-dlgebra para esta
assinatura, pode ser (N, zeroy, sucy, multy), onde N, zeroy e sucy sdo como antes, mas
multy : N> — N € definido por multy(z,y) = x-y. Aqui, - denota a multiplicagdo da
aritmética.

(N, X) representa uma interpretacao “natural” dos simbolos de func¢ao de X, sobre
os numeros naturais. Por isso podemos dizer que uma >-dlgebra é simplesmente uma
interpretacao de uma assinatura . Ela consiste de um conjunto A e uma interpretacao
sobre A, dos simbolos de funcao em . Uma Y-dlgebra pode ser vista como um conjunto
com estrutura. O conjunto A tem uma estrutura imposta pelas fun¢ées em ¥ 4, no sentido
de que os elementos de A s6 podem ser manipulados usando essas fungoes.

2.3 Relacao entre Linguagens Formais e >.-algebras

Dada uma assinatura (X, arid), se acrescentarmos a % os simbolos de parénteses e pon-
tuagao, teremos, automaticamente, uma linguagem Ling(L) especificada pelo algoritmo
L = (3,G), onde a gramética G seria obtida, simplesmente, considerando as aridades dos
simbolos de X, em (3, arid). Por exemplo, se s € ¥ é tal que arid(s) = 2, entao

t17t2
S(tl, tg)

seria uma regra de derivacao de G. Em muitos casos poderiamos agir no sentido contrario,
isto é, dado o alfabeto >, despoja-lo dos simbolos de parénteses e pontuacao, obtendo
assim, uma assinatura Y, onde a funcao aridade seria obtida, simplesmente, observando
as regras de derivagao. Por exemplo, a uma regra como

lhe seria associada um simbolo de funcao de aridade n. Portanto, existe uma relagao es-
treita entre linguagens formais, isto é, linguagens obtidas pela especificacao do algoritmo
(3,G) e assinaturas, no sentido de que sempre que uma linguagem é obtida dedutiva-
mente é possivel, usando as regras de derivacao, obté-la algebricamente, isto é como uma
Y-dlgebra. Nesse sentido, podemos considerar a linguagem gerada por (X,G) como o
conjunto basico da X-algebra que tem como operagoes os proprios simbolos funcionais.
A Y-algebra assim obtida, serd chamada Y-algebra dos termos e serd denotada por
(Ts, X1y). Assim, T seria a prépria linguagem gerada pela linguagem formal associada
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a assinatura Y. Formalmente, podemos definir a Y-dlgebras dos termos indutivamente,
como segue

1. Sea € ¥ e arid(a) = 0 entao a € Ty

2. Se feX, arid(f)=nety,...,t, € Ts entao f(ty,...,t,) € Ty

Assim T% é um conjunto, o conjunto de todas as fbf da linguagem gerada pela lin-
guagem formal associada a assinatura (X, arid). Por outro lado, se f € ¥ tem aridade n
entao fp, : Ty — T%, é definido por

Froltns o otn) = [l ),
Seja X, = {fr. / f € £}. O par (T, ¥r.) é uma X-algebra.

Esta Y-algebra é particularmente importante no estudo da sintaxe abstrata de lingua-
gens.

Exemplo 2.3.1 Seja a assinatura do exemplo 2.2.3. O conjunto dos termos dessa -
dalgebra € dado pelo sequinte conjunto:

Ty, = {zero, suc(zero), zero soma zero, suc(suc(zero)), zero soma suc(zero), ...}

Observe, que Ts, € igual a linguagem gerada pela linguagem formal do exemplo 2.1.5.

As operagoes sobre Ty, isto € X, sao as sequintes:

® zerop, = zero
o sucy, : Ty, — Ty definida por sucp,(t) = suc(t).

e somar, : T X Ty, — Ty, € definida por somar, (t1,t2) = t; soma t.
Observe, que sucry(t) mapeia um termo (t) num outro termo (suc(t)).

As observagoes acima esclarecem a relacdo entre as perspectivas formal e algébrica
de uma linguagem. No caso de linguagens de programacao a sua sintaxe, geralmente, é
especificada por uma gramatica livre de contexto. Mas, muitas linguagens de programagao
podem ser construidas de tal modo que a sua sintaxe ¢ a X-algebra dos termos, para
algum Y. Definir uma semantica denotacional para uma linguagem £ = (3, G) consiste
em construir uma X-algebra particular satisfazendo certas exigéncias.

No sentido de explicar o significado matematico da Y-algebra dos termos introduzire-
mos o conceito de Y-homomorfismo, que sao, simplesmente, fungoes entre os conjuntos
bésicos das X-algebras que preservam as operacgoes.

Introdugao a Légica Classica
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Definigao 2.3.2 Sejam (A,X4) e (B,Xg) X-dlgebras. Uma fung¢io h : A — B diz-se
um Y-homomorfismo se para todo f € X, de aridade n,

h(fa(ay,...,a,)) = fe(h(ar),...,h(ay,)) (2.1)

Claramente, na definicao acima, se n = 0, isto é, se aplicamos o >-homomorfismo a
uma constante a4, se deve satisfazer

h(as) = ap
Exemplo 2.3.3

1. Seja ¥ = {zero, suc, soma}, como anteriormente. Entao (Z,%z), onde Z € o con-
Junto dos niimeros inteiros e as funcgoes de Xz sao definidas como no exemplo 2.2.3,
¢ uma 3-dlgebra. A fungdo em : N — Z tal que em(n) = n, € um X-homomorfismo
entre as Y-dlgebras (N, Xn) e (Z,%z).

2. Seja ¥ como acima e seja P ={0,2,4,6,...}. Defina Xp por:

(a) zerop =0
(b) sucp : P — P € definida por sucp(n) =n+ 2

(c) somap : P? — P € definida por somap(m,n) =m +n

Entao (P,3p) € uma X-dlgebra.

Seja dobro : N — P a fungao bijetiva dobro(n) = 2n, para todo n € N. Entao
dobro é um X-homomorfismo. Para mostrar isto precisamos mostrar que ( 2.1) se
verifica com “dobro” no lugar de h para toda funcao f € X.

(a)
dobro(zeroy) = dobro(0)
=2-0
=0
= zerop

(b)
dobro(sucy(n)) = dobro(n + 1)
=2(n+1)
=2n+2
= dobro(n) + 2
= sucp(dobro(n))
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(¢)
dobro(somay(m,n)) = dobro(m + n)
=2(m+n)
=2m +2n
= dobro(m) + in(n)
= somap(dobro(m), dobro(n))

3. Seja ¥ = {zero, soma} com aridade 0 e 2, respectivamente e sejam (97"(N), {0, ®})
e (N,{0,+}) duas X-dlgebras tais que

(a) 97™(N) = {X C N/ Xé um conjunto finito}
(b) @ : ©T(N) x ©I"(N) — ©7"(N) € definido por
X,)Y)={z+y/rzeXeyeY}UXUY

(c) 0,0 e + tem a interpreta¢ao usual.

Mostraremos que mazx : 97"(N) — N definido por “mazx(X) € o maior elemento
do congunto X U{0}” é um X-homomorfismo.

(a) maz(0) =0

(b) max(&(X,Y)) =max({zr+y/zeXeyecY}UXUY)
= maz(X) + max(Y)

Proposicao 2.3.4 Sejam (A,X4), (B,Xg) e (C,X¢) X-dlgebras.

1. Sehy : A — B e hy : B— C sao X-homomorfismo, entao hoohy : A — C ¢é
um %-homomorfismo.

2. 1:A— A tal quei(x) = x para todo x € A € um X-homomorfismo.

DEMONSTRAGAO: (exercicio). m

A mais importante propriedade da Y-dlgebra dos termos (T%,¥p.) é expressa no
seguinte teorema.

Teorema 2.3.5 Para toda X-dlgebra (A,¥4) existe um dnico X-homomorfismo
i4: Ty — A
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Quando existe um tnico »-homomorfismo de uma Y-algebra A a qualquer Y-dlgebra
de uma determinada classe C de >-dlgebras, dizemos que a >-dlgebra A é inicial na classe

C.

A definicao de Ty, é indutiva. T% é o menor conjunto de expressoes em X* que contém
os simbolos de constantes e é fechado com relacao as operacoes de X. A natureza indutiva
de Ty, prové um método de prova para derivar propriedades da linguagem especificada pela
assinatura Y. Para mostrar que uma propriedade P se verifica para todos os elementos
em Ty ¢é suficiente estabelecer:

1. P se verifica para todos os simbolos de constantes de X.
2. Assumindo que P se verifica para aq,...,a, € Ty, prove que P também se verifica

para f(ai,...,a,), para todo f € 3, arid(f) = n.

Isso é chamado inducao estrutural, pois a inducao é sobre a estrutura dos elementos
de Ty.. é possivel, também, usar inducao estrutural para se definir relagoes ou fungoes
sobre Ty,. Por exemplo, para definir uma fungao g sobre 7% ¢ suficiente:

1. Definir o resultado da aplicacao de g aos simbolos de constante.
2. Definir o resultado da aplicacdo de g a f(ay,...,a,) em termos de g(ay),...,g(a,),

para todo f € X, de aridade n.

De fato, ambas as condi¢oes serao resumidas em uma tnica:

Assumindo o resultado da aplicacao de g aos elementos aq, ..., a,, defina o resultado
da aplicacdo de g a f(ay,...,a,), para f € ¥, de aridade n > 0.

DEMONSTRAGAO: (teorema 2.3.5) Devemos mostrar que o X-homomorfismo existe e que
ele é unico.

1. Definiremos 74 por indugao estrutural sobre T%. Todo objeto em Ty é da forma

f(ai,...,a,) para algum f € X de aridade n. Assumiremos, por inducao, que
iala),...,ia(a,) estao definidos. Entao definamos ia(f(aq,...,a,)) como sendo
fa(ia(ay),...,ia(ay,)). Desse modo, definimos i4 para todo elemento em 7%;. Direto,

da definicao de 74, 14 € um X-homomorfismo.

2. Para provarmos que i 4 é inico provemos que ele coincide com todo Y-homomorfismo
de Ty, em A. Seja h um qualquer de tais >-homomorfismos. Mostremos, por inducao
estrutural, que is(a) = h(a) para todo a € Tx. Um elemento tipico de Ty, é da forma
f(ai,...,a,), onde f € ¥ tem aridade n. A hipdteses indutiva é que i4(a;) = h(a;),
para todo ¢ =1,...,n. Entao
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Z'A(f(alv s aa'n)) = f (ZA(a’l) 7Z.A(an)) por deﬁnigéo de Z.A
= fa(h(a1),...,h(a,)) por inducdo estrutural
= h(fr.(as,... ,an)) pois h é um >-homomorfismo
=h(f(ay,...,a,)) por defini¢ao de fr
Como todo elemento de Ty, é da forma f(ay,...,a,), para algum simbolo de funcao

f, segue que i coincide com h. =

Vendo Ty, como a sintaxe de uma linguagem e a X-dlgebra (A, ¥ 4) como um dominio
semantico ou interpretacao, este teorema nos diz que todo objeto da linguagem tem um
tnico significado em (A, ¥ ,4), isto é, sé existe uma maneira de interpretar a linguagem no
dominio semantico.

Um Y-homomorfismo f : A — B diz-se um X-isomorfismo se, e somente se, ele
é uma bijecao. Neste caso dizemos que as Y-dlgebras (A4,%,4) e (B, Xp) sao isomorfas.
Ou seja, sao essencialmente as mesmas, no sentido de que elas nao podem ser diferen-
ciadas usando Y. Embora, elas possam ser intrinsecamente diferentes, no sentido que a
natureza dos elementos de A e de B podem ser completamente diferentes, do ponto de
vista estrutural elas sao as mesmas.

Teorema 2.3.6 Sejam (A, X4) e (B, Xp) duas X-dlgebras isomorfas. Entdo existem dois
Y-homomorfismos, hy : A — B e hy : B — A tais que

1. h2 (¢] hl - 'idAg
2. hl o hg = ZdB

DEMONSTRAGAO: 1) Suponha que hy : B — A é um Y-isomorfismo. Defina a fungao
hi: A — B por hy = hy', isto é a funcdo inversa de hy. Isto é possivel, uma vez que hy
é uma funcao bijetiva. Portanto, hy o hy = id4. Assim, sé devemos mostrar que h; é um

Y-isomorfismo. Seja um f € ¥ arbitrario de aridade k, e ay,...,a; € A. Entao
hl(fA<a1, NN ,CLk;)) = hl(fA@dA(al)v ce 7ZdA(ak)))
= hi(fa(he o hy(ay),...,haohi(ag)))
= hl(fA(hg(hl(al)) h2<h1(ak))))
= hi(ha(f(hi(ar), . hl(ak>>))

= hy o ho(f5 (hl(al) - ha(ag)))
idp(fs(hi(a )~~>h1(@k)))
= fB(hl(al ,...,hl(ak))

3ida é a fungdo identidade no conjunto A. Formalmente. ids4 : A — A é definida por ida(a) = a
para todo a € A.
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Portanto, h; também é um X-homomorfismo bijetivo, isto é, um ¥-homomorfismo.

A outra parte desta proposicao é andloga a primeira. m

Como um coroléario imediato deste teorema de caracterizacao temos que as algebras
iniciais sao unicas a menos de isomorfismo.

Corolario 2.3.7 Sejam (A,X4) e (B,Xp) duas X-dlgebras iniciais. Entao elas sao iso-
morfas.

DEMONSTRAGAO: (Exercicio). m

Seja X um conjunto de varidveis. Usaremos as letras x,v, z, x1, T2, ... para designar
) ) Y ) )

qualquer elemento de X. as varidveis assim introduzidas, quando interpretadas numa
Y-algebra, lhe sao atribuidos valores no conjunto base dessa Y-algebra.

Definigao 2.3.8 Seja (A,X4) uma X-dlgebra e X um conjunto de varidveis. Uma A-
atribuigcao de walores para X € uma aplicacao py : X — A tal que associa a cada
variqvel x € X um elemento pa(zx) € A.

Seja X(X) = XUX. Podemos construir um tipo de ¥-dlgebra dos termos, (Tx(x), 2(X )1y (x))
que considere estas variaveis, da seguinte forma:

1. Ts(x) é o menor subconjunto de X(X)* satisfazendo as propriedades

(a) z € Ty (x) para cada r € X.
(b) Se a € ¥ earid(a) =0 entdo a € Ty(x).
(c) Se feX, arid(f) =nety,... t, € Tyx) entdo f(ti,...,tn) € Txix).

2. Para cada simbolo de fungao f € X, se f tem aridade n, defina a fun¢ao fryy, :
T x) — Ty(x) por

fTE(X)(tl’ [ 7tn) — f(tla e ,tn)

Esta Y-algebra é diferente da Y-algebra dos termos, pois ela contém novos elementos
(aqueles que contém varidveis). No entanto, ela é “inicial” em algum sentido.

Proposicao 2.3.9 Se (A, X,) é uma X-dlgebra e pay € uma A-atribuicio para X entdo
existe um tunico X-homomorfismo hy : Txxy — A, tal que ha(x) = pa(x) para todo
reX.
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DEMONSTRAGAO: Defina hs por inducao estrutural sobre Ty x). Se t € X, entdo seja
ha(t) = pa(t). Caso contrério t tem a forma f(tq,...,t,), para algum f € ¥. Neste
caso, seja ha(f(ti,...,tn)) = falha(t1),...,ha(ty)). Assim, hy é definida para todo
f < ETE(X)‘

A prova de que hy é um Y-homomorfismo é analoga a prova de que iy, é um -
homomorfismo, no teorema 2.3.5.

Seja h' : Ty w(x) — A um outro ¥-homomorfismo que coincide com p4 em X. Mostremos
por inducao estrutural sobre t € Txx) que h(t) = h'(t), para todo t.

1. Se t é uma varidvel. Entao ambas h(t) e h/(t) coincidem com py4(t).

2. Se t tem a forma f(t,...,t,) para algum f € ¥. Entdo

h(f(ti,...,tn)) = fa(h(t1),...,h(t,)) pois h é um 3-homomorfismo
= fa(W(t1),...,h'(t,)) por indugdo estrutural
=h(f(t1,...,tn)) pois A’ é um X-homomorfismo.

Portanto h é Gnico. m

Observe que esta proposicao pode ser vista como uma generalizacao do teorema 2.3.5.
Fazendo X = (), nesta proposicao, obtemos o teorema 2.3.5. O que importa, na proposicao
acima, € que todo objeto com variavel em Ty x) pode ser interpretado de modo tinico numa
Y-dlgebra (A, ¥ 4), uma vez que as varidveis de X sejam associadas a elementos de A.

2.4 Classes Equacionais

Muitas vezes, é desejavel obrigar que as interpretagoes de certos simbolos de funcao sat-
isfagam determinadas propriedades. Isto é, queremos obrigar que as Y-algebras possuam
certas caracteristicas. Podemos descartar colecoes de Y-algebras usando equacgoes. Por ex-
emplo, se na assinatura ¥ = {zero, suc, soma} do exemplo 2.2.3 obrigamos as X-algebras
satisfazer a equacao

soma(x, zero) = x

A Y-dlgebra (N, zeroy, sucy, somay), do exemplo 2.2.3, sobre o conjunto dos nimeros
naturais satisfaz essa equagao. Mas a X-dlgebra (N, zeroy, sucy, multy) nao.

Uma equagao ¢é determinada por dois termos os quais podem conter varidveis. A
avaliacao desses termos numa X-algebra é com respeito a uma atribuicao de valores a
essas variaveis.
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Definicao 2.4.1 Uma X-dlgebra satisfaz uma equagao se para cada possivel atribuicao
de valores as varidveis no conjunto base, a avaliacao destes dois termos coincide.

Para determinar a classe de »-algebras que satisfazem um sistema de equacoes deve-
mos introduzir um tipo de relacao de equivaléncia, chamada de Y-congruéncia, entre os
membros basicos das Y-adlgebras de tal modo que a relagao de equivaléncia preserve a es-
trutura. Posteriormente veremos como um sistema de equagoes gera estas Y-congruéncias.

Relagoes de equivaléncias sao estendidas de modo natural para X-algebras. Uma -
congruéncia é uma relacao de equivaléncia que preserva a estrutura induzida por .

Definigao 2.4.2 Seja (A,¥4) uma X-dlgebra. Uma relagao de equivaléncia® C' sobre
A ¢ uma Y-congruéncia se para cada f € ¥ de aridade k, a = (ay,...,a;) € A* ¢
b= (by,...,by) € A%, temos que

se (a;,b;) € C para cada i =1,...,k entao, (fa(a), fa(b)) € C.

Para qualquer X-algebra A existem duas Y-congruéncias canonicas, ditas triviais,
estas sao a igualdade ((x,y) € C se, e somente se, x = y) e aquela onde todos os elementos
sao equivalentes ((z,y) € C para todo x,y € A).

Seja A uma >-algebra e C' uma relagdo de congruéncia. Entao, para cada a € A,
existe o conjunto, [a]c, dos elementos de A que sao equivalentes a a, isto é,

lalc ={be A/ (a,b) € C}.
Chamaremos este conjunto de classe de equivaléncia de a.

Exemplo 2.4.3 Seja (N, zeroy, sucy, somay) a X-dlgebra do exemplo 2.2.3. A relagao
C C N x N definida definida por

(z,y) € C se, e somente se, x tem a mesma paridade de y

¢ trivialmente uma relacao de equivaléncia sobre N. Para demonstrar que é uma -
congruéncia devemos mostrar que preserva as operagoes.

1. Sex ey tem a mesma paridade, digamos “impar”, entdo x+1 e y+1 tém a mesma
paridade, neste caso “par”. Assim,

e (x,y) € C entao (sucx(z), sucy(y)) € C.

4Uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto qualquer é uma relacdo binaria que é reflexiva,
simétrica e transitiva.
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2. Se x1 tem a mesma paridade de y; e xo tém a mesma paridade de ys, entao, triv-
talmente, x1 + x9 tem a mesma paridade de y; + ys. Assim,

se (z1,y1), (x2,y2) € C entao (x1 somay xs,y; somay y2) € C.
Teriamos as sequintes classes de equivaléncias:

o [0]c ={0,2,4,6,...} = {22 / z € N}
e [1c={1,3,57,..} ={2¢+1/z € N}
o [2]c ={0,2,4,6,...} = {22 / z € N}
o Blc={1,3,57,..)={20+1 /2 €N}

Observe que neste caso, [0lc = [2]c = [4]c = ... e [l]c = [3lc = [Blc = .... Assim,
podemos dizer que a relagao de congruéncia C' determina, basicamente, duas classes de
equivaléncia: a dos numeros pares e a dos numeros impares. Portanto, tanto faz rep-
resentar a classe dos pares, por exemplo, por [0]c ou por [2|c, pois 0 e 2 sdo meros
representantes da classe dos niumeros pares.

Exemplo 2.4.4 Seja a X-dlgebra (97"(N), 0, ®) do exemplo 2.3.3. Podemos definir a
sequinte >-congruéncia C':
(X,Y) € C se, e somente se, max(X U{0}) = maz(Y U{0}).

Teriamos as sequintes classes de equivaléncia:

o {0}c = {0.{0}}
o [{1}e = {{1},{0,1}}
o [{2}e ={{2},{2,1},{2,0},{2,1,0}}

Para demonstrar que a relacao de equivaléncia C' é realmente uma Y-congruéncia,
devemos mostrar que preserva as operacgoes. Se (X1, Xs) € C e (Y1,Y,) € C entdo

mazr(H(X1,Y1)) = max(Xy) + maz(Y7)
= max(Xz) + maz(Y3)
= maz(B(Xs, Y2))
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Denotaremos por A/C o conjunto de classes de equivaléncias em A induzidas por
C, isto é

AJC ={ldlc | a € A}.

Analogamente, para cada f € X de aridade k, podemos definir a funcao f4,c de
aridade k sobre A/C por

fajc(lailes . lakle) = [falar, ..., ap)]c.

Denotaremos por ¥ 4/¢ ao conjunto das funcoes fa,c, isto é

Yaje ={fac ) f e}
Lema 2.4.5 Seja (A,X4) uma X-dlgebra.

1. (A/C,Ya/c) € uma L-dlgebra

2. em: A— A/C definido por em(a) = [a]c € um X-homomorfismo.

DEMONSTRACAO:

1. Como A/C é um conjunto e X,,c tem uma “fungao” fa,c para cada f € ¥ com
a mesma aridade, poderfamos concluir que (A/C,X4,¢) é uma 3-dlgebra. Porém,
para isto devemos estar certos que cada f4,c € realmente uma funcao bem definida.
Logo, devemos mostrar que o resultado de fa/c([ai]c,. .., [an]c) ndo depende do
representante escolhido nos [a;]c. Seja a) em [a;]c, com 1 < i < n. Portanto,
(a;,a;) € C para cada 1 < i < n. Como C é uma Y-congruéncia, segue que
(falar,...,a,), fald),... al)) € C e portanto fa(dl,...,a),) € [fa(ai,...,a,)lc.
Logo,

fajelladle, - lale) = [falar, .. ai)lo = [faldl, ..., a))]e

2. A prova de que em : A — A/C' é um Y-homomorfismo segue imediatamente da
definicao de fa/c. ®

Y-congruéncias sao definidas sobre uma Y-algebra especifica e nao sobre uma classe de
Y-algebras, o qual va encontra a idéia de caracterizar uma subclasse das Y-dlgebras. No
entanto, se definirmos a ¥-congruéncia sobre a ¥-dlgebra dos termos, (1%, Y1), podemos,
usando a inicialidade da Y-dlgebra dos termos, estender a Y-congruéncia para outras -
algebras.
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Definigao 2.4.6 Seja C' uma X-congruéncia sobre Tx.. Dizemos que uma Y-algebra A
satisfaz C se ia(t) = ia(s) quando (t,s) € C.

Teorema 2.4.7 Seja C' uma X-congruéncia sobre Ty, e seja C(C) a classe de todas as
Y-dlgebras satisfazendo C. (Tx/C, Xqyc) € inicial em C(C').

DEMONSTRAGAO: Primeiro devemos mostrar que 7% /C' esté de fato em C(C'), depois de-
vemos descrever um Y-homomorfismo hy de Ty /C em qualquer Y-dlgebra A satisfazendo
C'. Finalmente devemos mostrar que h4 é tinico.

32

1. A injegao natural de Ty, em Ty /C é um Y-homomorfismo e como (7%, ¥p,) ¢ inicial

na classe de todas as 3-dlgebras este deve coincidir com i7y /c. Logo, seja (¢,t') € C,
entao

irg/c(t) =[te
t']c
=iy o(t).

Logo, (T%,/C, Y1, /c) satisfaz C' e portanto (Tx/C, X1y ,0) € C(C).

. Seja (A, X4) € C(C). Defina hy : Ty /C — A por

ha([tle) = ia(t).

Esta funcao estd bem definida, pois se t’ € [t]¢, entao (¢,t') € C' e como A satisfaz
C,ia(t) = ia(t). Por outro lado, para todo f € ¥ de aridade k e t € T& temos que

ha(fryc([tle)) = ha([f(t)]c)
=1ia(f(1))

Assim, h4 é um X-homomorfismo.

. Seja by um outro 3-homomorfismo de 7%/C em A. Defina iy, : Ty, — A por

i14(t) = Wy([t)c)- Entao,

Ia(frs() =

Logo, i’y é um 3-homomorfismo. Como, T% ¢ inicial na classe das -algebras, ¢4 e

14 coincidem. Portanto,
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Logo, ha e h/; sdo os mesmos Y-homomorfismos e portanto h4 é tinico. m

Observe que temos duas Y-dlgebras iniciais diferentes. Uma, (%, Y1), ¢ inicial com
respeito a classe de todas as X-dlgebras enquanto que a outra, (1%/C, Xq,/c), € inicial
com respeito a um subconjunto delas, a classe de todas as Y-dlgebras satisfazendo a
Y-congruéncia C.

Estamos interessados num tipo especial de Y-congruéncia, aquelas obtidas a partir
de um conjunto ou sistema de equagoes. Para definir formalmente como equagoes geram
Y-congruéncias, necessitamos introduzir variaveis a assinatura como no final da segao 1.3.

Uma Y-equagao é uma par (t,s) € Txx) X Tx(x). Usualmente escritas por ¢ = s.

Definigao 2.4.8 Seja (A, ¥ 4) uma X-dlgebra e E um conjunto de X-equagoes com varidveis
em X. A X-dlgebra (A,34) satisfaz E se, para cada Y-equagao (t,s) em E e cada A-
atribuicdo pa, ha(t) = ha(s), onde hy € o tinico X-homomorfismo de Txxy em A tal que
ha(z) = pa(z) para todo x € X (proposicao 2.3.9).

Exemplo 2.4.9 Seja a assinatura (3, arid), onde ¥ = {soma, menos, zero} e arid(soma) =
2, arid(menos) = 1 e arid(zero) = 0. Considere X = {z,y,z} e o sequinte conjunto E

de Y -equacoes com varidaveis em X :

1. soma(x, somal(y, z)) = soma(soma(z,y), z)

soma(zero, z) = soma(z, zero)

soma(z, menos(x)) = soma(menos(x), x)

(
(
soma(z, zero) = x
(
(

soma(x, menos(x)) = zero
Note que toda Y-dlgebra satisfazendo este conjunto E de ¥-equacoes € um grupo.

Teorema 2.4.10 Seja E um conjunto de ¥-equagoes e C(E) a classe de X-dlgebras sat-
isfazendo E. C(E) tem uma X-dlgebra inicial.

DEMONSTRAGAO: Aqui s6 daremos o esboco da demonstracao. A Y-dlgebra inicial de
C(E) é Ts/C, onde C é a Y-congruéncia definida por

(t,s) € C' se e somente se para alguma Y-equagao (t',s") € E existe uma Tyx)-
atribuicao tal que hpy(t') = t e hpy(s') = s, onde hy, : Tyxy — Tx ¢é o tnico -
homomorfismo tal que hp,(x) = pry) para cadaz € X. m
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2.5 Y-Dominios

Podemos estender a nogao de assinatura por considerar além de simbolos funcionais,
simbolos relacionais, isto é, simbolos cujas interpretacoes sejam relagoes sobre o conjunto
base.

Definigao 2.5.1 Uma assinatura relacional é uma tripla (X, Xg,arid), tal que Xp
e Yg sao conjuntos contaveis de simbolos funcionais e de predicados, respectivamente e
arid é uma funcao de aridade, arid : XpUYXr — N, tal que a cada simbolo s € XpUXg
associa sua aridade.

Definigao 2.5.2 Um Y-dominio ¢ um par (D,¥p), onde

e D ¢ um conjunto nao vazio, chamado conjunto base.

o Xp={fP, fP,...,RP RD ...} éum conjunto de funcdes e relagées que interpre-
tam os simbolos correspondentes em X e Y, respectivamente, de tal modo que se
arid(f;) = n, em Sp, entio fP : D" — D é uma fung¢io de D™ em D, ou seja,
¢ uma operagdo n-dria em D (as fungoes de aridade zero sio as constantes). Se
arid(R;) = n, em Xg, entdo RP € uma relagao n-dria em D, isto é RP C D™, que
interpreta R;.

Exemplo 2.5.3 Considere a assinatura relacional (X4 = Xp U X, arid), onde Yp =
{zero,um, soma, div}, ¥g = {igual} e arid(zero) = 0, arid(um) = 0, arid(soma) = 2,
arid(div) = 2 e arid(igual) = 2. Seja =y a igualdade usual sobre os nimeros naturais,
N e Oy, 1y, +n € /N, 0 nimero zero, o nimero um, a soma e a divisao sobre os nimeros
naturais, respectivamente.

Entao, (N, 4+, Oy, Iy, /N, =n) € um X4-dominio que interpreta 4 em N.

A teoria dos YX-dominios pode ser desenvolvida do mesmo modo que a teoria das Y-
algebras, com as modificacoes 6bvias, que consistem em considerar, os simbolos de relacao
na assinatura X, os quais sao interpretados, em D, como relacoes. Por exemplo, um X-
dominio homomorfismo é um Y¥-homomorfismo que preserva a estrutura extra de relacoes.
Sejam (D1, %) e (Dy,35) Y-dominios. Uma fungao h : D; — Dy é um Y-dominio
homomorfismo se:

1. Para cada f € ¥, h(fp,(d1,...,dn)) = fp,(R(d1),...,h(d,)), onde dy,...,d, € Dy
e arid(f) = n.

2. Se (dy,...,d,) € RP', entdo (h(dy),...,h(d,)) € RP? onde arid(R;) = ne RP*, RP>
denotam relagoes n-arias sobre D; e Dy, respectivamente.
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Um Y-dominio homomorfismo h : D; — Dy diz-se um isomorfismo, mais precisa-
mente um Y-isomorfismo, se h, além de ser um Y-dominio homomorfismo, for bijetiva.
Neste caso dizemos que D; e D5 sao isomorfos.

Analogamente a Y-algebras, também temos um Y-dominio dos termos com variaveis
em X, (Tyx), ETz<x>>- Como as relacoes tomam, quando interpretadas num »-dominio,
valores verdade e nao elementos do dominio béasico, elas nao constituem um termo. Assim,
termos de uma assinatura >, sao compostos de variaveis em X e fungoes em > p. Logo,
Ts(X) é definido da seguinte maneira:

1. se x € X entao x € Ty (x).

2.se f€Xp, arid(f) =net,... t, € Ty entao f(t,...,t,) € Txx).
Por outro lado, Xr,, ., ¢ definido da seguinte maneira:

1. se f € Xp, arid(f) =nety,..., t, € Txx) entao Tro Tg(x) — Ty (x) ¢ definida
por:

fTE(X)(th .o 7tn) — f(th PP ,tn)

2. se R € ¥p e arid(R) = n entao Rry(x) = Ty y)-

Proposicao 2.5.4 Seja (D,¥Xp) um X-dominio e pp uma D-atribui¢ao para X, em .
Entao existe um tnico X-dominio homomorfismo hp : Txxy — D tal que hp(x) =
pp(z), para todo x € X.

DEMONSTRAGAO: A prova ¢ virtualmente idéntica aquela do teorema 2.3.5. Seja hp
como definido naquele teorema. Neste teorema foi mostrado que hp é um >-homomorfismo.
Com a tinica relagao sobre Ty (x) ¢ a relagao trivial, isto ¢, a igualdade sintatica, onde dois
termos sao iguais se e somente se sao idénticos, hp, trivialmente, preserva essa relagao
sobre D. Seja b, um outro ¥-dominio homomorfismo de T%x) em D, que coincide com
pp sobre X. Entao h}, é, também, um ¥-dominio homomorfismo da ¥-algebra Ty x) em
D. Logo pelo teorema 2.3.5 h’, coincide com hp. m

O X-dominio homomorfismo hp, nesta proposicao coincide com aquele do teorema
2.3.5, quando o X-dominio (D, Y.p) é apenas uma Y-dlgebra. Se X = (), existe um tnico
Y-dominio homomorfismo de Ty, em D. Caso X # (), existe uma infinidade de tais X-
dominio homomorfismos, um para cada pp : X — D.
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2.6 Exercicios

10.

11.

36

. Defina uma linguagem formal (X, G) para os nimeros binarios. Considere somente

aquelas cadeias de 1’s e 0’s que comecem com 1.

. Defina uma linguagem formal que gere a linguagem de todas as cadeias, no alfabeto

{a,b,c}, que nao sao palindromos.

Defina uma linguagem formal (X, G) que gere a linguagem de todas expressoes sobre
o alfabeto 3 = {(,)} que estejam corretas com a convengao do uso de parénteses.

Dé uma prova de que (()())(()(())) faz parte da linguagem do exemplo anterior.

Defina uma linguagem formal (3, G) para a linguagem de todas as expressoes ar-
itméticas, construidas a partir do simbolo E, os operadores bindrios +,-,* e /. Con-
sidere o uso de todos os parénteses.

Dé uma prova de que ((E + (F 4+ E)) * ((F + E) x E)) faz parte da linguagem do
exemplo anterior.

Descreva as linguagens dos exercicios 1,2 e 5 como assinaturas e dé duas X-algebras
para cada uma delas.

Dé uma outra Y-dlgebra que tenha como conjunto base o conjunto dos niimeros
naturais e operacgoes usuais sobre ele.

Dé um Y-homomorfismo entre as duas Y-algebras do exercicio 6.

Sejam (977(N), {0, ®}) e (N, {0, +}) as duas X-dlgebras do exemplo 2.3.3.3.

Mostre que z : ?f "(N) — N definido por z(z) = 0 é um Y-homomorfismo. A
funcao Som : 9/"(N) — N definida por

0 se X =10
Som(X) = { z+ Som(Y) se X ={z}UY
¢ um X-homomorfismo?
Sejam (P, ¥p), (Z,%7) e (N, Xy) as X-dlgebras do exemplo 2.3.3. Demonstre que:

(a) a fungao p; : P — N definida por p;(z) = § ¢ um X-homomorfismo.

(b) a fungao p, : Z — N, definidas por

2]z -1 ,sex <O
pa(z) = 2x ,sex >0

nao é um X-homomorfismo.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Que poderia ser mudado na Y-dlgebra (N, Xy) para que p,, do exercicio anterior,
seja um >-homomorfismo.

Dé um exemplo de duas Y-dlgebras para as quais exista mais de um >-homomorfismo.

Dé a Y-algebra dos termos da seguinte assinatura (descreva pelo menos 10 termos

de TE)

o ¥ = {zero, suc,pred, plus, prod}

e arid(zero) = 0, arid(suc) = 1, arid(pred) = 1, arid(soma) = 2 ¢
arid(prod) = 2

Seja (Z, ¥z) onde

zerog = 0

sucy, : 7 — 7, é definida por sucz(z) =z + 1

predy : Z. — 7 é definida por predy(z) =z — 1

somag, : 7 X 7. — 7. é definida por somaz(z,y) =z +vy

prody, : 7. X 7. — Z é definida por prodz(x,y) = xy.
Dé o tnico ¥-homomorfismo de (Tx, Xr,) em (Z, Xz).
Demonstre que (1%, X1.) e (Z,37) do exercicio anterior sao isomorfas.

Seja (N, {zeroy, sucy, somay}) a 3-algebra do exemplo 2.2.3. Mostre que a relagdo
Mod5 C N x N definida por

(xz,y) € Mod5 se, e somente se, x mod 5 = y mod 5,

onde x mod 5 é o resto da divisao de x por 5, é uma relagao de congruéncia.

Seja (97(N), ), ®) a L-dlgebra do exemplo 2.3.3. Mostre que a relacio

(X,Y) € C se, e somente se, Card(X) = Card(Y)

onde Card(X) é a cardinalidade do conjunto X, é uma relacao de equivaléncia,
porém nao é uma X-congruéncia.

Defina uma X-congruéncia nao trivial para a Y-algebra anterior.

Seja 3 = {+,*,1,0} com aridades 2, 2, 0 e 0 respectivamente. Defina um conjunto
de Y-equacoes E de tal modo que as Y-algebras satisfazendo E sejam a classe de
todos os anéis.
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21. Seja E o conjunto de ¥-equagoes do exercicio anterior. Descreva duas Y-dlgebras
em C(FE) e mostre um X-homomorfismo entre elas. Alguma delas é inicial em C(E)?

22. Seja a assinatura relacional ¥ = {0,1,+,%, <}, onde 0 e 1 sdo constantes, +, e *
sao simbolos de fungao de aridade 2, e < é um simbolo de relagao binario. Sejam
os seguintes Y-dominios:

(a) X-dominio dos pares ordenados onde o primeiro elemento é menor ou igual ao
segundo

i.

il.
iii.
iv.

V.

vi.

Conjunto base: I(R) = {(a,b) / a,b € R e a <g b}, onde R é o conjunto
dos niimeros reais e < ¢ a ordem usual sobre esse conjunto.

O]I(R) = (070)7
Liry = (1, 1),
(CL, b) +H(R) (67 d) = (CL +r G, b +r d),

(a,b) *yw) (¢, d) = (min(ac, ad, be, bd), max(ac, ad, be, bd)) e
(a,b) <ym) (c,d) se, e somente se, c <gp a e b <gd.

(b) ¥-dominio dos intervalos reais fechados. Um intervalo real fechado é um con-
junto [a,b] = {x € R / a <g x <g b}.

i.

il.
iii.
iv.

V.

vi.

Conjunto base: IR = {X C R / X = [a,b] para algum intervalo real
fechado [a, b]},

O = [0,0] = {0},

g =[1,1] = {1},

la,b] +r [c,d]| ={x+y [/ x €[a,b] ey € [c,d]},
[a,b] g [c,d] ={z*xy /x €[a,bl ey € [c,d]}, e
[a,b] <ir [c,d] se, e somente se, [a,b] C [c,d]

Mostre que estes dois »-dominios sao isomorfos.
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Capitulo 3

Loégica Proposicional: Linguagem e
Semantica

As linguagens sao expressoes simbdlicas de entidades significativas de um “fragmento da
realidade” a qual suas expressoes representam ou denotam. Desse modo, as linguagens sao
constituidas de dimensoes sintaticas e semanticas. Existe, ainda, uma terceira dimensao
nos sistemas lingiifsticos, qual seja, a dimensao pragmatica, que trata da questao do
uso das linguagens por uma comunidade de individuos. Do ponto de vista matematico as
duas primeiras dimensoes estao relativamente avancadas, enquanto a dimensao pragmatica
ainda se encontra num estagio primitivo de seu desenvolvimento. Ultimamente, com o
advento da ciéncia da computacao esta dimensao tem-se tornado uma area de intensa
pesquisa. Neste trabalho somente abordaremos os niveis sintaticos e semanticos das lin-
guagens. Mais precisamente, usaremos essas duas dimensoes para formalizar a teoria da
l6gica proposicional. Portanto, no capitulo que segue, a realidade para nés é constituida
de proposigoes, isto é afirmacoes que podem ser verdadeiras ou falsas.

Quando argumentamos, isto é, quando fazemos uma prova, o fazemos numa linguagem.
Se a linguagem esta formalizada os argumentos podem, também, ser formalizados, resul-
tando, assim, uma légica formal em contrapartida a uma légica especulativa ou informal.
O argumento, objeto de estudo da légica classica, ¢ uma entidade composta de entidades
mais simples chamadas proposigoes, isto é, frases que sao declarativas e conotam um
valor verdade, verdadeiro ou falso. De ora em diante s6 consideraremos frases que sao
proposicoes, portanto nao consideraremos como proposicoes frases interrogativas, excla-
mativas, etc.

Para entender melhor o que é uma proposicao considere a frase “1 mais 1 é igual a 107,
ou simbolicamente, “1+1 = 10”. Esta frase é uma proposicao no sentido de que ela é uma
assercao declarativa, ou seja, afirma ou nega um fato, e tem um valor verdade, que pode
ser verdadeiro ou falso. Neste caso, num sistema de numeracao de base 2 a proposicao
anterior seria verdadeira, enquanto que no sistema decimal seria falsa. Um outro exemplo
é a afirmacao “hoje é um dia quente”, cujo valor verdade vai depender de varios fatores:
o local sobre o qual implicitamente se esta falando (pois um dia quente em Natal é muito
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diferente de um dia quente em Punta Arenas-Chile), os instrumentos de medidas (esta
afirmagao foi baseada numa percepc¢ao natural ou numa medi¢do com um termoémetro)
e de comparagao (quais os dados estatisticos de temperatura dessa regidao), e principal-
mente de quem esta avaliando (Duas pessoas, mesmo considerando as mesmas condigdes
nos items anteriores, podem avaliar diferente). Ou seja, valor verdade de uma proposicao
nao é um conceito absoluto, mas depende de um contexto interpretativo. Inclusive h&
proposicoes, que mesmo num contexto interpretativo claro e nao ambiguo, para as quais
nao é possivel estabelecer de forma inquestionével sua veracidade ou falsidade (pelo menos
com o conhecimento atual da humanidade), por exemplo a conjectura de que a classe dos
problemas nao deterministicos polinomiais (NP) é igual a classe dos problemas deter-
ministicos polinomiais (P) é uma afirmac@o da qual nado conhecemos se é verdadeira ou
falsa. Mas, em légica o importante nao é o valor verdade que uma proposi¢ao possa tomar
num determinado contexto interpretativo, mas a possibilidade de que “em principio” seja
possivel atribuir um valor verdade, e que seja possivel raciocinar com estas proposicoes.

A légica proposicional estuda como raciocinar com afirmacoes que podem ser ver-
dadeiras ou falsas, isto é como deduzir de um certo conjunto de hipé6teses (proposigoes
verdadeiras num determinado contexto) uma prova de que uma determinada conclusao é
verdadeira no mesmo contexto. Assim, sao fundamentais as nogoes de proposi¢ao, ver-
dade, deducao e prova. A ldgica proposicional classica é um dos exemplos mais simples
de 16gica formal. Esta légica leva em conta, somente, os valores verdades (verdadeiro ou
falso) e a forma das proposi¢oes. O estudo detalhado dessa légica, é importante porque
ela contém quase todos os conceitos importantes necessarios para o estudo de légicas mais
complexas.

3.1 A Linguagem da Légica Proposicional

Uma proposicao é um sentenca declarativa sobre objetos a qual pode assumir valores
verdade Verdadeiro (1) ou Falso (0), dependendo da interpretagao. Assim, por exemplo,
as sentencas:

1. “Maria gosta de Joao e de Pedro”
2. “Todos os seres humanos tém uma mae”

3. “Cinco é maior que quatro”

sao, dependendo da interpretagao (quem é Maria?, quem é Joao?, que significa gosta?,
etc.), verdadeiras ou falsas.

Os objetos aos quais alude uma proposicao (Maria, Jodo, seres humanos, mae, cinco,
um filme, etc.) sdo chamados de termos.
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Conectivos

é possivel juntar ou conectar algumas proposi¢oes formando proposi¢oes mais complexas:
Por exemplo, a proposicao “Maria gosta de Joao e é irma de Pedro” é a juncao, mediante
o conectivo “e”, das proposicoes “Maria gosta de Joao” e “Maria é irmao de Pedro”.

Em légica proposicional distinguimos 5 conectivos ou juntores:

Negacao

Em portugueés, a palavra “Nao”, indica que algo (ao que se refer o “n@o”) nao ocorre ou
nao é verdade. Por exemplo, a proposicao “Maria nao gosta de Joao” esta dizendo que nao
é verdade que “Maria gosta de Joao”. Assim, a negagao de um proposicao é verdadeira se
a proposicao que esta sendo negada é falsa. Em légica proposicional, usaremos o simbolo
“="” para indicar este conectivo légico.

Conjuncao

Em portugués freqiientemente é usado um “e” como conectivo de duas proposigoes. Este
conectivo é conhecido como conjuncao. Por exemplo, a conjuncao das proposi¢oes “Maria
gosta de Joao” e “Joao gosta de Maria” é a proposicao “Maria gosta de Joao e Joao
gosta de Maria” o qual poderia ser abreviado para “Maria e Joao se gostam”. Em légica
proposicional, usaremos o simbolo A para indicar a conjuncao de proposi¢oes. Assim, a
partir de duas proposicoes, p; € ps, podemos obter uma terceira proposicao, p; Aps, a qual
serd verdadeira se, e somente se, as duas proposi¢oes (p; e p2) sdo em conjunto ambas
verdadeiras.

Disjuncgao

Em portugués também com freqiiéncia é usando um “ou” como conectivo de duas proposicoes.
Este conectivo é chamado de disjuncao. Por exemplo, a disjun¢ao das proposicoes “Maria
gosta de Joao” e “Joao gosta de Maria” é a proposicao “Maria gosta de Joao ou Joao
gosta de Maria”. Em ldgica proposicional, usaremos o simbolo V” para indicar a dis-
juncao de proposicoes. A partir de duas proposicgoes, p; e po, podemos obter uma terceira
proposicao, p; V po, a qual vai ser verdadeira se, e somente se, ao menos uma das duas
proposigdes p; ou py) for verdadeira.

Condicional ou implicacao
Em portugués a expressao “se ... entao ....” ou a palavra “implica” sao usadas para
conectar duas proposicoes. Este conectivo é chamado de condicional ou implicagao. Por
exemplo, a implicagao das proposicoes “Maria e Joao sao irmaos” e “Joao e Maria sao

7
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parentes” é a proposicao “Se Maria e Joao sao irmaos entao Joao e Maria sao parentes”.
Claramente, na vida real esta implicagdo é correta (verdadeira), mesmo sem sabermos
quem sao Maria e Joao. Assim, se de fato Maria e Joao forem irmaos entao necessaria-
mente eles serao parentes. Porém se Maria e Joao nao forem irmaos nada podemos afirmar
do parentesco deles. Outro exemplo, de implicagao de duas proposicoes é a seguinte: “ca-
chorro que late, nao morde” a qual pode ser re-escrita, de tal modo a salientar o conectivo
usado, como “Se o cachorro late, entao ele nao morde”. Em légica proposicional, usare-
mos o simbolo —” para indicar a implicacdo de proposi¢oes. Assim, a partir de duas
proposicoes, p; e po, podemos obter uma terceira proposicao, p; — ps2, a qual vai ser
verdadeira se, e somente se, a proposicao p; é falsa ou py é verdadeira. Ela é chamada de
condicional, pois para ela tomar o valor verdade verdadeiro, o valor verdade verdadeiro
de po deve estar condicionado ao valor verdade verdadeiro de p;. Ou seja, toda vez que
a proposicao p; for verdadeira a proposicao p, também deve ser verdadeira, ja quando p;
for falsa, py pode tomar qualquer valor verdade.

A proposicao a esquerda do conectivo — é denominada de premissa ou antecedente ,
e a proposicao a direita do conectivo — é denominada de conclusao ou conseqiiente .
Observe, que nada impede que o conseqiiente de uma implicacao nao tenha relagao

com o antecedente. Por exemplo, a proposicao “Se Maria gosta de Joao entao 1+1=2" é
uma implicacao desta natureza.

Bi-condicional ou bi-implicacao

Em portugues, a expressao “se, e somente se,” ¢ usada também para conectar duas
proposicoes. Este conectivo é conhecido como bi-implicacao. Por exemplo, a frase “Josué
vai se formar se, e somente se, defender sua monografia” pode ser encarada como a bi-
implicagao de “Josué vai se formar” com “Josué vai defender sua monografia”. Em légica
proposicional, usaremos o simbolo «” para indicar a bi-implicacao de proposicoes.

Assim, a partir de duas proposicoes, p; e ps, podemos obter uma terceira proposicao,
p1 < P2, a qual vai ser verdadeira se, e somente se, ambas proposigoes (p; € p2) tiverem o
mesmo valor verdade. Ela é chamada de bi-implicacao pois ela é equivalente a implicagao
de p; com py e de py com p;.

Proposicoes atomicas

Proposicoes atomicas sao proposigoes, como a palavra diz, indivisiveis, isto é, proposicoes
que nao podem ser quebradas em proposi¢oes mais simples. Portanto, uma proposicao é
atomica se ela nao possui nenhum conectivo légico. Por exemplo, as proposicoes “Rosa
gosta de estudar logica”, “todos os corvos sao pretos” e “Ronaldo gosta de jogar bola”
sao proposicoes atomicas, ja as proposicoes “Rosa gosta de estudar légica e teoria da com-
putacao”, “Maria gosta de Joao ou de Pedro”, “Ele nao gosta de fumar”, “Se Roberto nao
estuda para a prova de logica, tirara uma nota baixa”, etc. sao proposicoes nao atomicas
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ou proposicoes compostas, pois elas envolvem algum conectivo logico sobre proposicoes
menores.

Uma maneira semi-formal de escrever proposicoes atomicas é colocar o verbo da
proposicao, seguido de uma lista de sujeitos entre parénteses. Por exemplo, as proposi¢oes
“Joao é pai de Ana” e “Ana, maria e Rosa sao irmas” podem ser colocadas como:
Pai(Joao,Ana) e Irmas(Ana,Maria,Rosa), respectivamente. Usando esta convengao, pode-
mos descrever afirmagoes do dia a dia numa nomenclatura mais facilmente compreensivel.
Por exemplo a afirmacao “Se Joao e Gabriela sao os pais de Ana e Ana é irma de Maria,
entao Joao é pai de Maria ou Gabriela é mae de Maria”, pode ser re-escrita numa lin-
guagem mais légica da seguinte forma:

(Pais(Joao,Gabriela,Ana) Alrmao(Ana,Maria))—
(Pai(Joao,Maria)vMae(Gabriela,Maria)),

ou ainda

(Pai(Joao,Ana)AMae(Gabriela,Ana) AlIrmao(Ana,Maria))—
(Pai(Joao,Maria)VvMae(Gabriela,Maria)),

Esta forma de escrever afirmacoes é a base para usar légica como uma forma de rep-
resentar o conhecimento em sistemas inteligentes, para especificar sistemas, para escrever
programas baseados no paradigma de programacao em légica que veremos sucintamente
no capitulo 9 deste texto, etc. No entanto, como por enquanto estamos preocupados em
lidar com as caracteristicas e propriedades da linguagem proposicional independente de
como sao interpretadas as sentencas num contexto real, daremos a seguir a linguagem
l6gica desde uma perspectiva formal.

3.1.1 Sutilezas com o uso de conectivos em linguagem natural

Existem alguns termos que claramente sao o oposto de outro, e que por isso podem ser
considerados como sua negacgao: por exemplo, a proposicao “José esta desocupado” pode
ser interpretada claramente como “José nao esta ocupado”. Porém, a proposicao “Pedro
esta em desvantagem” nao é o mesmo que dizer que “Pedro nao esta em vantagem”, pois
a segunda admite a possibilidade de Pedro estar empatado.

Como nao é possivel trabalhar e descansar ao mesmo tempo, a proposicao “Maria esta
trabalhando ou descansando”, caso seja verdadeira, significa que ou Maria esté trabal-
hando ou Maria esta descansando, porém nao ambos. Ja em outras situagoes o “ou” pode
deixar aberta a possibilidade de ambos serem verdadeiras ao mesmo tempo, por exem-
plo a proposicao “Maria esta correndo ou escutando musica”, caso verdadeira, significa
que Maria estda correndo ou Maria estd escutando musica ou ambos. O primeiro caso,
é chamado de ou exclusivo e o segundo é a disjuncao como vista aqui. O ou exclusivo,
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usualmente denotado pelo simbolo @, pode ser obtido a partir da disjuncao, negacao e
conjuncgao como segue: p @d q o pVagA-(pAq).

Devemos ter certos cuidados no uso corriqueiro do conectivo “e” quando tentemos ver
ele como um conectivo légico. Por exemplo, as proposigoes “ABC perdeu para ao América
e desceu para a segunda divisao” e “ABC desceu para a segunda divisao e perdeu para o
America” sao diferentes, pois se indagarmos: ABC quando jogou com América ja tinha
sido rebaixado? na primeira proposicao fica implicito que ele desceu por causa da derrota
com América, enquanto que pela segunda proposicao fica implicito que ao momento de
jogar com a América, o ABC ja estava descendido. Isto se deve a que em linguagem
corriqueira (natural) as vezes o “e” traz consigo uma certa ordem temporal Neste casos,
seria aconselhdvel ver a primeira como uma implicacao enquanto que a segunda deve ser
acrescido o carater temporal da afirmacao.

E como interpretar a locugao: “Joao gosta de Maria mesmo que ela goste de Pedro”?.

Esta locucao pode implicar que Joao gosta de Maria independente de Maria gostar de
Pedro ou nao, e portanto seria equivalente a sentenca: “Joao gosta de Maria”, mas isto
deixaria de lado a informagao que “Maria gosta de Pedro”.

Por outro lado, esta sentenca esta afirmando que Maria gosta de Pedro e que mesmo
assim, Joao gosta dela, e portanto poderia ser equivalente a sentenca: “Joao gosta de
Maria e Maria gosta de Pedro”, mas isto desconsideraria o fato implicito na sentenca de
que Joao gosta de Maria mesmo que lhe doa o fato de Maria gostar de Pedro, ou seja retira
a dependéncia dada pelo palavra “mesmo que ” existente entre as proposicoes atomicas
“Joao gosta de Maria” e “Maria gosta de Pedro”.

Esta sentenca também poderia ser entendida como equivalente a “Se Maria gosta de
Pedro, entao Joao gosta de Maria”, e portanto neste caso se for falso que Maria goste
de Pedro, nada poderemos dizer sobre se Joao gosta de Maria ou nao, o que parece nao
ser a intencao desta sentenga, pois nas entrelinhas a sentenca original estaria dizendo que
Joao gosta de Maria, gostando ou nao Maria de Pedro. Portanto, uma re-formulacao mais
razoavel parece ser “Joao gosta de Maria e nao é o caso que se Maria gosta de Pedro,
entao Joao nao gosta de Maria”.

O problema que este tipo de sentenca tem varias conotagoes que podem ser associadas e
que portanto qualquer forma de tratar via conectivos légicos s6 conseguiria capturar sé um
de tais aspectos. Assim a Logica Cléssica nao consegue refletir em todas as suas dimensoes
locugoes carregadas com certos aspectos implicitos nela, como tempo ou modalidades, as
quais seriam melhor tratadas se usando logicas temporais e modais. Assim, a légica
classica nao é capaz de refletir todos os argumentos validos na linguagem usual, mas
certamente ela é capaz de representar adequadamente diversas instancias freqiientes nos
raciocinios.
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3.2 A Linguagem Formal da Légica Proposicional

De ora em diante usaremos as letras minusculas indexadas, pi, ps, ..., para representar
proposicoes atomicas e usaremos letras gregas minusculas, talvez indexadas, tais como
a, B, ai, etc., como meta-variaveis proposicionais, isto é sao usadas para representar
qualquer proposi¢ao (atomica ou composta).

O alfabeto da linguagem da légica proposicional Y é constituido de trés con-
juntos disjuntos.

1. O conjunto enumeravel ¥y das varidveis proposicionais, Xy = {p1, ..., Pn, .-}
2. O conjunto ¥ dos conectivos proposicionais, Yo = {—, A, V, —, < }.

3. O conjunto ¥Xp dos parénteses Xp = {(,)}.

Portanto ¥ = ¥y U Xc U Xp, o qual denotaremos, simplesmente, por

E:{p17"'7pn7'"7_'7/\7\/7_)7H7<7>}'

A linguagem proposicional, Lp, é a linguagem gerada pela linguagem formal Lp =
(3,G), onde X é o alfabeto proposicional acima e G é a gramdtica constituida pelas
seguintes regras.

g1 : 5—2 , i € Xy g. (_‘aa)
N o8

B QA D) B (o )
a8 a8

R e

Observacoes:

2. As variaveis proposicionais sao chamadas férmulas atémicas, pois elas denotam
proposicoes atomicas.

3. Os elementos da linguagem proposicional sao chamados de proposigoes, férmulas ou
féormulas bem formadas.

4. A regra g; é na verdade um conjunto de regras (uma para cada simbolo proposi-
cional).
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5. B usual, nos textos classicos de légica, denominar-se de linguagem proposicional ao
conjunto das formulas bem formadas (fbf) do célculo proposicional.

s

ef . . . . ~
Exemplo 3.2.1 Al ¢ usado com o sentido “¢ definido por”. «q, as e as, abairo, sao
exemplos de proposicoes em Lp.

def def def
a1 = p, ax = ((prVpe) = p3), a3 = ((p Apa) < (p1 — p2))

pois, elas podem ser geradas pela linguagem formal da logica proposicional. No caso de ag
temos a sequinte prova (junto com o arqumento a cada passo da prova) de que az € Lp:

w, = P Direto da regra gq

wo def Do Direto da regra g,

wy (p1 A p2) Aplicando g3 a wy e ws

w, < (p1 — p2) Aplicando g5 a wy e wsy
de (

(p1 Ap2) < (p1 — p2))  Aplicando gs a w3 € wy

O conceito de subféormula é intuitivo e natural. Basicamente, uma férmula o é uma
subférmula de uma férmula (G se ela ocorre em (3, no sentido que ela foi usada como
premissa de uma das regras gramaticais na geracao de (3. Mas, para tornar este conceito
mais preciso, daremos uma defini¢ao indutiva.

Definicao 3.2.2 Uma formula o é uma subférmula de uma formula 3 se

1. « € o proprio (3,

2. B € () e o € uma subformula de 7, ou

3. B € (B ® PBa) para algum @ € {V,\,—, <} e a é uma subformula de 31 ou de (.
Exemplo 3.2.3 Seja as a formula descrita no exemplo 3.2.1. Entdo, az tem as sequintes
subformulas:

1. ;m

2. D2

3. (p1 A p2)

4- (1 — p2)

5. ((p1 Ap2) < (p1 — p2))
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O escopo de um conectivo de X é a proposicao ou proposicoes as quais o conectivo
se aplica quando visto como uma operacao sobre Lp. Aqui o conectivo = é uma operacao
undria, isto é, pede apenas um argumento, enquanto os demais sao binarios, requerem,
portanto, dois argumentos.

Para que as expressoes complicadas se tornem mais legiveis, adotaremos algumas con-
vencoes para eliminacao de parénteses. Primeiro omitiremos os pares de parénteses mais
externos. Assim, (o — (3) pode ser escrito como o — (3 e (—a) como —a.

Segundo, quando uma férmula contém repetidas aplicacoes de um conectivo binario, os
parénteses serdao omitidos usando associa¢ao a esquerda. Por exemplo, a féormula (((a —
(BAa)) — a) — ) setornaa — (BAa) = a— v

Por 1ltimo, os conectivos sao ordenados do maior ao menor escopo, ou da mais baixa
precedéncia para a mais alta como segue:

—, —, V., A, &

Assim, parénteses sao eliminados seguindo a regra de que < tem o maior escopo e
- tem o menor, ou dito de outro modo, — tem a mais alta precedéncia e < a menor.
Ou seja, — se aplica a menor proposicao que a segue, em seguida A, e assim até <. Por
exemplo, a féormula

() V(=(B V7)) = (a = (BV ((ma) Aa)))).

pode ser simplificada, eliminando parénteses de acordo com a convencao acima adotada,
resultando na férmula

—aV(fVy) « Voo

Claramente, quando eliminamos parénteses de uma férmula nao atomica, o resultado
nao serd uma férmula bem formada. Porém, devemos encarar estas formulas sem todos
os paréntese, como abreviagoes ou simplificagoes, das respectivas formula com todos seus
parénteses. De aqui para frente, as fbf’s serdo escritas sem considerar, provavelmente,
todos seus parénteses. No entanto, com o intuito de preservar o entendimento da formula
nao usaremos, necessariamente, a convencao para tirar paréntese de modo exaustivo.

Uma linguagem L, sobre um alfabeto I, é decidivel se existe um algoritmo tal que
tendo como entrada uma expressao a € ¥* ele fornece como saida “sim” se « € L e “nao”
se a« €L. Embora nao entraremos em detalhes, observaremos que a linguagem Lp, das
proposicoes sobre o alfabeto Y, acima especificada, é decidivel.
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3.3 Algebras Boolenas

Em &algebra abstrata, dlgebra booleana ¢é uma estrutura algébrica, (A, +, -, ~,0, 1), onde
A um conjunto nao vazio, + e - sao operagoes binarias sobre A, ~ uma operacao undria
sobre A e 0 e 1 constantes, satisfazendo as propriedades:

1. Comutatividade: r+y=y+x e z-y=y-x

2. Associatividade: x + (y+2)=(x+y)+z e x-(y-2)=(x-y) -2

3. Distributividade: - (y+z2)=x-y+z-z e x+(y-2)=(r+vy)- (v + 2)

4. Complemento: v-~x =0 e x+~x =1

5. Absor¢io: v+ (x-y) =z e z-(x+y) ==z

Este nome foi dado em homenagem ao matematico inglés George Boole (1815-1864)
quem introduziu estd estrutura para estudar algebricamente a teoria dos conjuntos e a

16gica proposicional. Observe que para qualquer conjunto A, (#(A),U,N,—, 0, A) é uma
algebra booleana.

As propriedades de associatividade, comutatividade e absor¢ao, mostram que (A, +, )
é um reticulado e portanto dlgebras booleanas podem ser também definidas como sendo
reticulados algébricos com complemento.

Existem outras propriedades que se desprendem das anteriores:

1. Idempoténcia: x +r =2 e v -z =2

2. Elemento neutro: xt +0=x e -1 ==

3. Involucao: ~~x ==

4. Lei De Morgan: ~ (z+y) =~z-~yen~ (x-y) =~a+~y

Considere o conjunto B = {0, 1}, no qual 0 serd pensado como o valor verdade “falso”

e 1 como o valor verdade “verdadeiro”. Defina sobre B as seguintes operagoes: ~, 4+, e -
especificadas pelas seguintes tabelas, denominadas tabelas verdade:

—
@)
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T|ly|x-y Ty |lrt+y
11| 1 I11] 1
110] 0 1o 1
01| 0 01| 1
00| 0 00| 0

é facil ver que, de fato, ~, +, e - s@o operagoes sobre B, com ~ sendo uma operagao
undria e + e - bindrias. Além disso, é facil demonstrar que B = (B, +,-,~,0,1) é uma
algebra booleana. Por exemplo, se v =l entdox + (z-y) =1+ (1-y) =1esexz =0,
entdo z -y = 0 e portanto, z+ (z---y) =0+ (0-y) =0+ 0 = 0. Logo, podemos afirmar
que para todo x e y em B, x + (x - y) = x.

Claramente, se pensarmos em termo de 3-dlgebras (onde X = {+,-,~,0,1}), a dlgebra
booleana (B, +, -, ~, 0, 1) é inicial na classe de todas Y-dlgebras satisfazendo as Y-equagoes
anteriores com variaveis em X = {x,y, z}. Assim por exemplo, o tinico >-homomorfismo
da algebra booleana B em #(N} é a fungao

h(1)=Ne h(0) =0

Note que existem infinitos ¥-homomorfismos de ¥N em B.

A partir das operagoes em uma dlgebra boolena (A, +, -, ~, 0, 1) podem-se obter fungoes
f A" — A mais complexas.

No caso especifico da algebra booleana B, é possivel perceber melhor o comportamento
desta funcao através de sua tabela verdade, isto é uma tabela que fornega o valor de
saida para todos os valores possiveis que possa receber como entrada a funcao (ao todo 2"
combinagoes possiveis). Este valor de saida pode ser obtido, em caso de funges complexas,
passo a passo.

Por exemplo a tabela verdade a seguir fornece os valores intermediarios necessarios
para se especificar a funcao f : B> — B definida por

f(x,y,z):(x—i—wz)'(wx—i—wy

rlylz|~z|zt~z|~z|~vy | vt~y | (e+~2) - (ot ~y)
11|11} 0 1 0 0 0 0
1{1/0] 1 1 0 0 0 0
1/0(1] O 1 0 1 1 1
11010] 1 1 0 1 1 1
O(1(1} 0O 0 1 0 1 0
01110 1 1 1 0 1 1
0101} O 0 1 1 1 0
01010 1 1 1 1 1 1
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Duas funcoes sdo particularmente interessantes: =: B> — B e <: B> — B definidas
por = (o, ) =~a+fes (a,0) == (o, ) = (6,a). De ora em diante nos usaremos
para esta funcoes a notacao infixa. Essas fungoes tém o seguinte comportamento:

Tly|lr=y T|ylrzey
171 1 111 1
110 0 110 0
011 1 011 0
010 1 010 1

Assim, nés podemos pensar em r = y e r < Yy COmMO nNovas operagdes ou Como
abreviagoes de ~x +y e (~x+7y) - (~y+x).

3.4 Valoracao de formulas proposicionais

De posse da algebra booleana B é possivel definir uma interpretagao para a linguagem
proposicional Lp. Antes porém, daremos a seguinte definigao.

Definicao 3.4.1 Seja V' o subconjunto das varidveis proposicionais do alfabeto da lin-

guagem proposicional Lp. Uma atribuigao de valores verdade é uma fung¢ao p : V —
B.

Como Lp é definida indutivamente a partir de V', usando a proposi¢ao 2.3.9, é possivel
estender a atribuicao de valores verdade p para uma funcao V, : Lp — B. Esta fungao
¢ chamada fungao de valoragao associada a atribuicao p, ou simplesmente, valoragao.
V,, também, conhecida como fungao semantica. Observe que uma vez que V' é um con-
junto infinito de variaveis proposicionais é possivel definir infinitas atribuicoes de valores
verdade p de V' em B, e cada valoragao V, depende da atribuicao p. Assim, V, é definida
recursivamente tendo como base da recursao a funcao p, como mostrado abaixo:

1. V,(p) = p(p) para todo p € V
2. V,(ma) =~ V,(a)

3. V,(aV @) =V,(a)+V,(3)
4. V(A B) =V, (a)-V,(6)

5. Vy(a— B)=V,(a) = V,(3)
6. Vo(a = B) =Vy(a) & V,(6)
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Um caso particularmente interessante de atribuicao se da no seguinte caso. Seja a

proposicao « o (p1 V p2) — p3. Neste caso dizemos que « é constituida das proposigoes
atomicas pi,ps e p3. Em geral, se a é uma proposi¢ao cujo conjunto de proposigoes
atomicas é {pi, ..., p,}, entao para determinar o valor verdade de «, os valores que tomem
as variaveis proposicionais p;, com i > n, é absolutamente irrelevante. Assim, podemos
dizer que uma atribuigao de valores verdade para « é uma fungao p : {p1,...,pn} — Be
portanto s6 teriamos uma quantidade finita (2") de possiveis atribuigdes. Analogamente,
V, ¢ uma valoracao para «, isto €, V, associa o valor 0 ou 1 a a dependendo da atribuicao

p-

Exemplo 3.4.2 Seja « o (p1 V p2) — p3. Achar V,(«) para o sequinte p: p(p1) = 0,
p(p2) =1 e p(ps) = 0. Entdo,

=V,(p1 Vp2) = V,(p3)
= (Vo(p1) + Vp(p2)) = V,(ps)
(P(p1)+p(p2)) = p(p )
=0+1)=0

0

Vo((p1V p2) — p3)

1=
0.

Em alguns casos é desejavel se saber o comportamento da férmula em todas as possiveis
interpretacoes, isto é considerar cada possivel funcao de atribuicao de valores verdade para
as variaveis proposicionais.

Exemplo 3.4.3 Seja a mesma formula do exemplo anterior, isto € « o (p1 V p2) — ps.
As possiveis funcgoes de atribuicao de valores verdade para as varidveis proposicionais

P1,D2 € Pp3 Sao:

I
=
s
3
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Para cada funcao de atribuicao p; temos uma funcao semantica que da o valor verdade
que toma a formula o para a atribuicao p;. Esta fungao semantica se comporta da sequinte
manera:

Vo ((p1 V p2) = p3) = V,(p1Vp2) = V,.(ps)
= (Vi (p1) + Vp(p2)) = Vy,(p3)
= (pi(p1) + pi(p2)) = pi(ps)

Por tanto, as possiveis interpretacoes de a sao:

)+ p1(p2)) = p1(p3)

i)
[
—
3
i

L.V, ((p1 Vp2) = p3) =

—_

¢+
4

I
— =

2. V,,((p1 Vp2) = p3)

prs
+ =
Or—tEﬁ
SN—
_I_
)
[\
=
=
¥
)
[\
=
S

3. Vo ((p1 Vp2) — p3)

—_—
W
—~
S
—
~—

-

e
9
-
3
N
~
~—
e
w
—~
3
W
~

J +
NS

) + pa(p2)) = pa(p3)
)=10

4. V,,((p1V p2) — p3)

)
Ny
o
i~
iy

[
¢

I
O R RSN O SN S

)+ p5(p2)) = ps(ps)

5. Vo ((p1V p2) — ps)

SR
s
=

I

— =
S~—
—_

Y

6. Vye((p1Vp2) — p3)

Il
b5
+ 2=
O)—t:§
N~—
_I_
s
[«
=
s
5
s
(=)
3
£

7. Vo ((p1 Vp2) = p3)

>3
s
= O~
J +
-3
—
3
N
s
-
3
Nl

!

) + ps(p2)) = ps(p3)

8. Vyu((p1Vp2) — p3)

o
b+ &
oo

4

_ o " R O/ QO RFR "k k=
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E usual nos livros textos de calculo proposicional apresentar os calculos acima através
da seguinte tabela:

P1 | P2 | P3| P1VD2 | P1VDpP2— s
1 |1 |1 1 1
1 |1 |0 1 0
1 10 |1 1 1
1 10 [0 1 0
01 |1 1 1
01110 1 0
0 (0 |1 0 1
0]0 1|0 0 1

Este tipo de tabelas sao conhecidas como tabelas verdade. A tultima coluna contém
os valores verdade da expressao em todas as possiveis interpretacoes. Assim, na tabela ha
uma mistura de contextos, por um lado uma expressao que é de natureza sintatica e por
outro valores verdade obtidos como avaliacoes na algebra booleana que sao de natureza
semantica. Porém embora ~, +, -, = e < sejam interpretagoes (dimensao semantica) de
-, V, A, — e < (dimensao sintética), respectivamente, é comum usar em ambos 0s casos
os mesmos simbolos para a dimensao sintatica e semantica. Por isso, de ora em diante
usaremos —, V, A, — e « em ambas dimensoes, e a distincao sera inferida do contexto.

Exemplo 3.4.4 A tabela verdade da proposi¢io py — (p2 A =(p3s — p1)) € dada abaizo:

p1 | D2 | P3| ps— o1 | (ps = p1) | D2 A(ps — p1) | D1 — (P2 A (p3 — p1))
1|11 1 0 0 0
11110 1 0 0 0
11071 1 0 0 0
11010 1 0 0 0
0111 0 1 1 1
01110 1 0 0 1
01011 0 1 0 1
0]01O0 1 0 0 1

Tabelas verdades de proposicoes complexas sao muito longas, pois devemos ir es-
crevendo os resultados parciais de cada subférmula até chegar a férmula toda. Uma
maneira de fazer isto ocupando menos espaco € ir colocando os resultados parciais abaixo
de cada conectivo légico. Para visualizar melhor o resultado final da tabela, usaremos
barras duplas para a coluna do conectivo principal da férmula.

Exemplo 3.4.5 A tabela verdade compactada da proposicao py — (pa A =(ps — p1)) €
dada abaixo:
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p|—= | A~ || — | p))
1 0 1 100 1 1 1
1 0 1 10]0| O 1 1
1 0 0 |00 1 1 1
1 0 0 |0|0] O 1 1
0 1 1 |11 1 0 0
01 1 1 70[0 0 |1 0
0 1 0O |01 1] 1 0 0
0 1 0 [0]0] O 1 0

Em algumas férmulas usaremos meta-varidveis proposicionais («, (3, etc.) em vez de
variaveis proposicionais (py, ps, etc.). Nestes casos chamaremos estas formulas de meta-
proposicoes. A idéia que uma meta proposicao representa um conjunto de proposicoes,
pois as meta-variaveis proposicionais podem ser substituidas por qualquer proposi¢ao. Por
exemplo, as proposicoes pi A pa, (p1 — p1) A ~(p1 V p3) e (p1 A p2) A ps sdo instancias da
meta-proposicao a A 3. Tabelas verdades de meta-proposigoes sao feitas de modo similar
as tabelas verdades das proposigoes, isto é, como nao se sabe qual a possivel instancia de
uma meta-variavel proposicional, se considera todas as possiveis combinagoes de valores
verdade que possam ter as meta-variaveis.

Exemplo 3.4.6 A tabela verdade (compactada) para a meta-proposi¢io o — (8 — —y)
¢ dada a sequir:

~~

SDOR N DD~~~

TN DD~ D>
N I T I S S |
SN _N D NS~

SO DD o |2
NNNNQQNQl

3.5 Logica Proposicional

Nesta sec¢ao, a partir da linguagem proposicional Lp, destacaremos um subconjunto proprio
dela, o qual chamaremos légica proposicional. Observaremos em seguida que, de fato, a
légica proposicional nao se reduz a toda a linguagem Lp.

Definicao 3.5.1 Seja a uma proposicao de Lp. « diz-se uma tautologia se qualquer que
seja a atribuicao de valores verdade para as proposi¢oes atomicas que constituem o, o valor
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verdade de o € sempre 1. Em outras palavras, se para cada atribuicao de valores verdade
p:Ap1,-..,pnt — B, onde p1,...,p, SGO as varidveis proposicionais que ocorrem em c,

Vo(a) =1.

Assim, tautologias sao féormulas que tomam o valor verdade verdadeiro independente
do valor que atribuamos as proposicoes atomicas que a compoem. Isto é, numa tautologia
o importante é a forma e nao sua interpretacao. Por exemplo, a conhecida frase de Shake-
speare em Hamlet, “ser ou nao ser”, é uma tautologia, pois ela é verdadeira independente
do que se queira dizer com “ser” (ser homem, ser alto!, ser vitima, etc.), o importante nela,
é a forma da frase, p; V —p;. Assim, tautologias sao formulas que sempre sao verdadeiras,
independente da interpretacao, do avaliador e do contexto.

Exemplo 3.5.2 As sequintes proposicoes e meta-proposicoes sao tautologias.

~

. p1— (P2 — p1)

2. (pl - (p2 - p3)) - ((pl —>p2) - (pl —>p3))
8. (=p2 — —p1) = ((=p2 = p1) = p2)

4. (p2 = —p1) = (P — p2)

5 aNfp — «

6. a N — [

7. a —

8. o — «

9. a—aVp

10. aN—a— (3

Para verificar que estas formulas proposicionais sao realmente tautologias basta fazer
suas tabelas verdades (compactadas).

INeste tipo de conjuntos, a propriedade que satisfazem seus elementos ndo é bem definida, por ex-
emplo para alguém uma pessoa alta poderia ser qualquer pessoa que mede acima de um metro e oitenta
centimetros, mas nesta visdo uma pessoa que mede um metro e setenta nove centimetros e 9 milimetros
nao seria considerada alta enquanto que uma que mede um milimetro a mais sim seria. Uma légica que
consegue modelar melhor este tipo de proposicoes é a 1égica fuzzy [Zad65, BB95, Kas96, Ngu99], onde
um proposi¢ao nao é simplesmente verdadeira ou falsa, mas possui um grau de verdade que varia entre
falso (0) e verdadeiro (1).
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- « — (8}
1lol1] 111

110l 110
al—=|a|V|p
1177111
11 ]z1]z110
ol 11011
ol 110lolo
alN|-|al|ll—|p3
1lolol1] 11
11olol1] 10
olol1]lo| 1|1
olol1lo| 10

Uma proposi¢do a de Lp é um contradicao se V,(a) = 0 para toda atribuigao de

valores verdades p para as proposi¢oes atomicas de . Um exemplo de contradigao é
def

a = p A —p. Observe que, a é uma tautologia se, e somente se, —a é uma contradi¢ao
e, inversamente, a é uma contradicao se, e somente se, =« é uma tautologia. As fbf’s
que nao sao nem tautologia nem contradi¢ao, por exemplo p; — ps, sao chamadas de
contingentes, pois o seu valor verdade delas varia de acordo com a interpretacao de
seus simbolos proposicionais, ou seja, € falsa em alguma interpretacao e verdadeira em
outra. Uma proposicao a de Lp é dita satisfativel se existe uma atribuicao de valores
verdades p para as proposigoes atomicas de «, tal que V,(a) = 1, ou seja se existe uma
interpretacao onde a férmula for verdadeira. Inversamente, Uma proposicao a de Lp é
dita insatisfativel se nao for satisfativel, ou seja se for uma contradicao.

Observe que a proposicao p; — (p2 A= (ps — p1)) do exemplo 3.4.5 é uma instancia da
meta-proposicao a@ — ( — —y) do exemplo 3.4.6. Observe também que as respectivas
tabelas verdades sao diferentes. Isto acontece porque a meta-proposicao é contingente.
Se fosse uma tautologia ou contradi¢ao, entao qualquer instancia dela continuaria sendo

uma tautologia ou contradicao. De hora em diante, chamaremos meta-proposicoes de
proposicoes.

Proposicao 3.5.3 Seja Taut(Lp) o conjunto de todas as tautologias na linguagem proposi-
cional Lp. Entdo, Taut(Lp) é um subconjunto proprio de Lp.

DEMONSTRAGAO: Basta exibir uma proposicao a de Lp que nao é uma tautologia. Isto

¢, uma proposicao « e uma atribuicao de valores verdade p para as proposi¢oes atomicas
que constituem « tal que V,(a) = 0.

Seja, portanto, « o p1 — p2 e tome p(p1) =1 e p(p2) = 0. entdo

Vo(pr = p2) =Vo(p1) = Vo(p2) =1=0=0.m
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Definicao 3.5.4 Chamaremos légica proposicional sobre a linguagem Lp ao conjunto
Taut(Lp), de todas as tautologias em Lp.

Definicao 3.5.5 Como Taut(Lp) # Lp dizemos que a logica proposicional € consistente.
Ou seja, em geral dizemos, que uma logica sobre uma linguagem L € consistente se ela
nao se reduz a linguagem.

A primeira vista a nossa definicao de légica proposicional como o conjunto de tau-
tologias Taut(Lp) ndo corresponde a nossa intuigdo de que “légica é um instrumento
para descobrir que uma proposi¢ao, a qual chamamos de tese, decorre de um conjunto
de proposigoes, chamadas hipéteses”. Em outras palavras, que “logica é usada como um
aparato dedutivo”. Entretanto, veremos que é possivel construir esse “aparato dedutivo”
a partir de T'aut(Lp).

Seja P(Lp) o conjunto das partes de Lp e =C P(Lp) x Lp uma relacdo sobre Lp que
associa a um subconjunto I' C Lp uma proposi¢ao de Lp. Usaremos as letras gregas
maiusculas, talvez indexadas, para denotar conjuntos de proposicoes.

Definicao 3.5.6 Sejaa € Lp eI’ C Lp. Dizemos que o € uma conseqiiéncia semantica
ou conseqiiéncia légica de I', denotado por I' |= «, se para toda atribuicdo de valores
verdade p tal que V,(3) =1 para toda proposicao 3 € I', entdo V,(a) = 1.

Assim, quando dizemos que I' = « estamos dizendo que podemos concluir que a
proposicao « ¢é verdadeira desde que todas as hipdteses em I' o sejam. Assim, a nogao
de conseqiiéncia semantica possui essa caracteristica de deducao desejada para a logica
proposicional.

Notagao: Quando o conjunto I' é finito, isto é, I' = {a, ..., a,}, usaremos a notagao
mais usual, a1, ..., q, E «a em vez de {aq,...,a,} E a.

Exemplo 3.5.7

1. a,a— BEP

De fato, V,(a — ) = 0 se, e somente se, V,(a) =1 e V,(5) = 0. Portanto, se
Vo(a — 3) =1 e V,(a) =1, entio necessariamente V,(3) = 1.

2. a— f,a— fE

Um modo simples de mostrar isso € usar a tabela verdade
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alfla—=0|a— 0|«
111 1 0 0
110 0 1 0
011 1 1 1
010 1 1 1

Observando a tabela constatamos que sempre que as premissas o — 3 e a — =3
sao verdadeiras (isto é, tém valor 1) a conclusao —a também € verdadeira.

Exemplo 3.5.8 Considere a sequinte postura de Socrates:

“Socrates estd em tal situagao que ele estaria disposto a wvisitar Platao, so se Platao
estivesse disposto a visitd-lo.”

e de Platao:

“Platdo esta em tal situagcao que ele nao estaria disposto a visitar Socrates, se Socrates
estivesse disposto a wvisitd-lo, mas estaria disposto a visitar Socrates, se Socrates nao
estivesse disposto a visitd-lo.”

Agora respondamos a sequinte pergunta: “Socrates estd disposto a visitar Platdo?”

Como a Decisio de Socrates depende da postura de Platao, esta pergunta terd como
resposta “sim”, somente se a afirmacao “Socrates estd disposto visitar Platao” for con-
sequéncia logica das posturas de ambos. Mas para ver isso teremos que descrever ambas
posicoes na linguagem proposicional. Para isso, primeiro devemos distinguir quais as
proposicoes atomicas. Distinguimos duas:

o p = “Socrates esta disposto a visitar Platao”

e g = “Platao esta disposto a visitar Socrates”

Assim, a postura de Socrates e Platao podem ser re-escritas na linguagem proposicional
como:

e Socrates: ¢ — p

e Platio: (p — —q) A (=p — q)
Logo, para responder a pergunta devemos determinar se

la—=p =9 N(p—=q}EP

ou nao. Vejamos isto usando tabelas verdades:
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plalg—p|p——q|p—=q|(p— -9 A(-p—q)
(1] 1 0 1 0
1lo] 1 1 1 1
0/1] 0 1 1 1
olo| 1 1 0 0

Assim, colocando lado a lado os valores de cada formula

plp— 29 A(p—q

A
0
1
1
0

»—tOr—\}—tl

(e i en QST L ]

e identificando as situagoes em que as posturas de Socrates e de Platdo sao satisfeitas
(verdadeiras), temos que a inica situagdo em que isso ocorre é na sequnda linha, mas nesse
caso o valor de p é 1. Logo, podemos concluir que {qg — p,(p — —q) A(—p — q)} Ep, e
portanto a resposta a pergunta € “Sim”.

Na definicao 3.5.6 se I' = (), a primeira parte da definicao ¢ satisfeita, isto é, como nao
existe proposigao em I', entao para qualquer que seja a atribuicao p, temos que V,(3) =1
para todo € T'. Portanto, para « ser um modelo do conjunto vazio, isto é § E «
ou simplesmente = «, deve-se satisfazer a seguinte condi¢ao: para qualquer que seja a
atribuicao p (ou seja, independente dos valores verdade das proposi¢oes atomicas que
compoem «) o valor verdade de a deve ser 1 (isto é V,(a) = 1). Portanto o deve ser
uma tautologia. Assim, a légica proposicional T'aut(Lp) pode, entdo, ser re-definida como
segue.

Taut(Lp) ={a e lp/ [ a}.

Podemos concluir dos exemplos acima que a tabela verdade é um algoritmo para provar
que I' = «, no caso de T ser finito. Em particular tabelas verdade também nos permitem
decidir se uma proposigao é uma tautologia ou nao. Isto significa que o conjunto T'aut(Lp)
¢ decidivel.

Se I" for infinito ainda assim a tabela verdade é um algoritmo para decidir se I' = «
ou nao. Mas para isso usaremos o conhecido teorema da compacidade da logica
proposicional cujo enunciado é o seguinte.

Teorema 3.5.9 (Compacidade) Se I' = «, entdo existe um subconjunto finito Ty C T
tal que 'y = a.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (verséo 3.1)

60



CAPITULO 3. LOGICA PROPOSICIONAL: LINGUAGEM E
SEMANTICA

DEMONSTRAGAO: (Veja [End72] pagina 60). m

A seguir enunciaremos um dos teoremas fundamentais da légica cléssica, conhecido
como o teorema da deducao.

Teorema 3.5.10 (Dedugao) Sejam « e 3 proposi¢oes em Lp. Entao

a = se, e somente se, =a — [

DEMONSTRACAO: Basta observar a tabela verdade abaixo e a defini¢ao de conseqiiéncia
légica.

al|lfla—p
111 1
110 0
011 1
010 1

Pois, se a = [ entao, necessariamente, o segundo caso (V,(a) =1 e V,(f) = 0) nao
pode ocorrer. Logo, V,(o« — ) sempre serd 1, e portanto o — [ é uma tautologia.
Inversamente, se a — [ é uma tautologia, entao, necessariamente, o segundo caso e nao
pode ocorrer. Logo, quando V,(«) = 1, necessariamente, V,(#) = 1 (primeiro caso).
Portanto, a = 3. m

Corolario 3.5.11 Sejam aq, ..., «q,, a proposicoes. Entao

ag,...,ap E a se, e somente se, ay,...,q, 1 E a, — .

DEMONSTRACAO: Usaremos o mesmo argumento da prova do teorema da dedugao: a
tabela verdade da implicacao.

Suponha que a,...,qa, F a. Logo por definicao de conseqiiéncia légica, para cada
interpretacao dos simbolos proposicionais que fagam com que todos os «;, com 1 < i <
n, tomem o valor verdade verdadeiro, a também tomara o valor verdade verdadeiro.
Consideremos, agora, o conjunto de interpretagoes nas quais todos os «;, com 1 <1 < n,
sejam verdadeiro, entao se numa dessas interpretacoes a,, toma o valor verdade verdadeiro,
a também tomard o valor verdade verdadeiro, pois por hipdtese aq, . .., a, = a. Por outro
lado se numa dessas interpretagoes «a,, toma o valor verdade falso, entao ,aq, ..., @, 1 =
a, — «, pois pela tabela verdade da implicacao «, — « é verdadeiro cada vez que «,, é
falso. A reversa desta prova, sai imediatamente usando o raciocinio inverso. m
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Vinculando o conceito de tautologia com a nocao de conseqiiéncia légica, é possivel
justificar a definicao de légica proposicional como o conjunto de todas as tautologias, sem
perder, no entanto, a nocao de aparato dedutivo. Para isso, devemos observar que se
I' = a, isto é, se a é uma fbf que resulta como conseqiiéncia de um conjunto de fbf’s T
(nocao de aparato dedutivo), entao usando o teorema da compacidade podemos obter um
subconjunto finito I'y = {ay,...,a,} C T, tal que

ag, ..., 0, Ea

Usando, o teorema da deducao repetidamente, podemos concluir que,

Fa — (e—(...(, m)...)

E portanto ay — (ag — (---(a, — «)---) é uma tautologia. Ou seja, demonstrar
que é possivel deduzir uma férmula « a partir de um conjunto de férmulas I', se reduz a
provar que uma certa formula é uma tautologia.

Esclarecido a relagao entre tautologia e conseqiiéncia logica poderemos definir quando
duas proposigoes sao logicamente equivalentes.

Definicao 3.5.12 Sejam « e 8 proposicoes. Dizemos que « e 3 sao logicamente equiv-
alentes ou simplesmente equivalentes, cuja notagio é « = 3, se a = e f E « ou,
equivalentemente, pelo teorema da deducdo, se = o« — [ e = [ — « ou ainda, se

Ea« g

Proposicao 3.5.13 A relacdo de equivaléncia l6gica sobre Lp € uma relagao de equivaléncia
sobre Lp.

DEMONSTRAGAO:

1. a = a para todo « € Lp, isto é, = a — a. Basta observar a tabela verdade.

2. Suponha que a = (. Entao, trivialmente pela definicao de equivaléncia logica,

0= a.

3. Suponha que @ = e f = 7. Mostraremos que o = 7. Por hipétese = a < [
e = [ < 7. Observando a tabela verdade do conectivo légico «, verifica-se que
Faw— oy istoé, a=~. m

Exemplo 3.5.14

1.a—pB=-aVp

2. a— f==(aN-p)
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3. a—f=(a—p)AN(B— a)

4. Se a e 3 sao tautologias entao o = 3.

O exemplo acima mostra que os conectivos — e «» podem ser escritos em termos de
-, A e V. Neste sentido para estudar a légica proposicional basta considerar —, A e V
como conectivos primitivos e obter os outros dois como definigao.

Sejam as seguintes operacoes =, A e VY sobre Lp /52:

1. =:Lp)= — Lp,= é definida por =(a) = -«
2. A:lp/= X Lpj= — Lp ¢ definida por A(a, ) = a A 3

3. ¥:lp/= X Lp)= — Lp,= ¢ definida por ¥(a,3) = a Vv 3

e as constantes: [pV —pl= e [p A —pl=. B facil ver que (Lp/=, =, Y, A, [pV —pl=, [p A —pl=)
constitui uma algebra booleana. Mais ainda, essa algebra booleana é isomorfa a algebra
booleana (B, ~,+,-,0,1). Isto justifica interpretar = como ~, V como + e A como -.

Observagao: Tendo em vista que a A f = =(—aV =f8) e aV 3 = =(-a A =f) é
possivel usar {—, V} ou {—, A} como conectivos bésicos, tendo os demais como conectivos
derivados.

3.6 Exercicios

1. Mostre que a lista selecionada de proposicoes a seguir sao tautologias. Pense no
simbolo = como <.

(a) Leis Distributivas:
iLaV(BAy)=(aVE)A(aVy)
. aAN(BVy)=(aAp)V(aAy)
(b) Leis da Negagao:
i —(-a) =«
i. "(a—=p)=an-p
iii. =(a < f)=(aA-08)V(-aAp)
(c) Leis de Morgan:

2Seja = uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto A e a € A. A classe de equivaléncia de a é
definida por [a]z ={b€ A/ a=b}. E A/ = é o conjunto de todas as classes de equivaléncia em A, isto

é: A= = {la]= / a € A}.
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iii. aV(BVy)=(aVp)Vy
iv. aN(BAY)=(aNP)Ay
v. 2(aAf) = (ma) Vv (=p)
vi. ~(aV ) = (ma) A (=0)

(d) Outras:

i. Lei do Terceiro Excluido: a V —«
ii. Lei da Contradigdo: =(a A —«)
iii. Lei da Contraposigao: (a — ) = ((=f) — (—«))
iv. Lei da Exportagao: ((a AfB) — ) =(a— (68— 7))
2. Identifique as proposi¢oes atomicas presentes nas seguintes afirmacgoes, atribua um

simbolo proposicional a elas, reescreva a frase agora como uma férmula proposicional
e diga em que circunstancias (interpretagoes) elas seriam verdadeiras.

(a) Joao nao joga futebol nem volei, mas joga ténis.

(b) Se Rosa é mae de Joao e irma de Pedro, entao Ivan, que é filho de Pedro, é
primo de Joao.

(c) Maria e Ana gostam de Joao, mas Jodo nao gosta delas.

(d) Leticia e Natdlia sao irmas de Rafael e de Pablo, mas Rafael nao é irmao de
Pablo.

(e) Sempre que Jodo v& a praia, encontra com amigos, e sempre que Joao se
encontra com amigos bebe umas cervejas.

3. Suponha que Rosa, Margarida e Violeta sao irmas e nenhuma delas tem outras
irmas. Rosa diz que s6 ird na festa se uma de suas irmas for. Margarida diz que
iria a festa se nenhuma de suas irmas for, ja Violeta diz que nao ird a festa se suas
duas irmas forem. Se no dia da festa:

(a) Margarida nao foi, enquanto Rosa e Violeta foram, podemos concluir que as
trés falaram a verdade?

(b) Rosa nao foi enquanto as outras duas foram. Quem nao fez o que falou?

(¢) Se nenhuma foi, quem falou a verdade?
4. Seja (A, +,-,~,0,1) uma élgebra booleana. Mostre que para todo x,y,z € A

(a) v+ (y+2)=(z+2) +y.
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(b) —x - (z+y)=0.
(c) Sex+y==xentao xz-y=y.
(d) Se x +y =1 entao y =~ z.
(e) Sex---y =0 entao y =~ z.
(f) Sex+y=0entaox=0ey=0.
(g) Sex-y=1lentaozr=1ey=1.

5. Seja (A, +,-,~,0,1) uma algebra booleana. Mostre que para todo z,y € A

Idempoténcia: r+xr =2 e v-x =1

Elemento neutro: t +0=2 e z-1==x

Involugao: ~~x =x

Lei De Morgan: ~ (x +y) =~z ~yen~ (x-y)=~ax+~Yy
6. Mostre que (v — ) — a é conseqiiéncia l6gica de =(—a V 3).

7. Mostre que (o — ) — a nao é conseqiiéncia légica de —a V —f3.

8. Mostre que nenhuma das duas proposigoes abaixo é conseqiiéncia logica da outra.

e o (f<7)
o (an(BAY))V (=) A((=8) A (7))

9. Mostre que toda tautologia é conseqiiéncia logica de qualquer férmula.
10. Mostre que toda formula é conseqiiéncia logica de uma contradigao.
11. Mostre que uma contradicao sé é conseqiiéncia légica de uma contradicao.

12. Quais das seguintes proposicoes sao tautologias? Justifique sua resposta.

13. Mostre que

(a) SeI'CO el = aentao O [ a.
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(b) Se I',a, B |= 7y se, e somente se, ', a A 3 = 7.

(c) Sel'EFaentao ' Ea Vv

(d) a = f e = ase, esomente se, = a <« [.

(e) SeI' = a paracadaa € © e © = entao I' = .

14. Prove ou refute cada uma das seguintes assercoes

15. Verifique se as seguintes proposigoes sao satisfativeis ou insatisfativeis:

(a) =((a = ) — a)

)
(b) (@ = (8 —7)) < (an(BAy))
(c) ((aV=B)A(BVY)A (Vv y)) =
(d) (0= ) = ) = a)
(€) (= (=) < ((arnp)—7)
(f) (@ =) = ((aAB)V(aVP))
(8) (= B)A(yV=p)) = (aAh—)

16. Dar uma interpretacao que satisfaca cada um dos seguintes conjuntos de proposigoes.
Em outras palavras, dé uma atribuicao de valores verdade que tornem todas as
proposicoes do conjunto verdadeira.

(a) I't ={a — =8,8Av,—~yV 3}
(b) Ty ={aV (8 —=17),8A¢,a— ¢, =(1) — (YA @)}
(c) Ts={an(oV—),8— =p,~(yANa),yV (maV ()}

17. Mostre que a proposi¢ao (o A y) — ¢ nao é uma conseqiiéncia légica do conjunto

I'={a—=p~y—0¢—7}

18. Mostre que a proposigao(a V v) — ¢ é uma conseqiiéncia légica do conjunto I' =

{a— B,v— 3,8 — ¢}.
19. Sejam as seguintes fbf da linguagem proposicional:
a=(pA(qgV-r))—-(pAr)
B=-(pAr)— —p)
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y=(=gAr)

Diga, justificando sua resposta, se

ou nao.

20. Considere a seguinte afirmagcao

“Suponha que Maria nao gosta de Joao e que Maria sé gosta de Pedro se Pedro nao
for amigo de Joao. Por outro lado, Pedro nao é amigo de Joao se Maria nao gostar
de Joao. E Pedro sé gosta de Maria se Maria gostar dele.”

Responda as seguintes pergunta e justifique usando a nogao de conseqiiéncia logica.

(a) Maria gosta de Pedro?
(b) Pedro gosta de Maria?

(¢) Pedro é amigo de Joao?
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Capitulo 4

A Teoria Formal da Légica
Proposicional

Nos capitulos anteriores caracterizamos a légica proposicional como o conjunto das tau-
tologias sobre a linguagem proposicional. Em seguida desenvolvemos um aparato légico
introduzindo o conceito de conseqiiéncia logica. A definicao de conseqiiéncia logica pres-
supoe o conceito de tautologia, o qual, por sua vez é definida a partir da nocao de in-
terpretacao, um conceito extrinseco a linguagem. A pesar da importancia do conceito
semantico de interpretacao, principalmente como base para contra-exemplos de argumen-
tos nao “corretos”, ele nao prové uma ferramenta muito eficiente para achar conseqiiéncias
l6gicas de premissas ou provar que uma dada proposi¢ao é uma conseqiiéncia (légica) de
um conjunto de premissas. Por conseguinte, usualmente, é mais conveniente construir
provas (ou derivagdes) da prépria ldgica proposicional (também conhecida por célculo
proposicional ou célculo sentencial). A investigacdo geral de tais provas é o campo de
interesse da teoria da prova da logica proposicional, em contrapartida a sua teoria
semantica, através da funcao de interpretacao. A teoria da prova de uma linguagem for-
mal comeca com a caracterizacao da forma geral de uma prova e as regras (e as vezes
axiomas) para construir provas (também chamadas derivagoes).

4.1 Teorias Formais

Tabelas verdade nos fornecem algoritmos para responder questoes relativa aos conectivos
vistos como funcgoes booleanas, tais como se uma dada proposicao é uma tautologia,
contradigao ou contingente (proposi¢ao cujo valor verdade depende dos valores verdade
das proposigoes atomicas que a constitui), se uma proposigao é uma conseqiiéncia légica de
uma outra ou se é equivalente a uma outra. A parte mais complexa da logica que veremos
a seguir nao pode ser manuseada com tabelas verdade, a abordagem sera através de uma
teoria formal, ou método formal. Embora as tabelas verdade dé conta inteiramente da
teoria matematica da légica proposicional, este método nao se aplica a outras logicas,
como por exemplo, a légica de predicados vista mais adiante. Por conseguinte o método
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formal é, de fato, aquele possivel para estudar teorias formais. Na teoria formal da logica
proposicional ja é possivel perceber a utilidade e abrangéncia desse método. No entanto,
para a légica proposicional a teoria é bastante simples.

Uma Teoria formal T é definida quando:

1. E especificada uma linguagem formal £ = (X, G) para T, denominada a linguagem
de T'.

2. Da linguagem Ling(L) (a linguagem especificada por £) é destacada um conjunto
A de elementos, chamados axiomas de 7.

3. E especificado um conjunto R de regras, chamadas regras de inferéncia, da forma

A,y ...,0,

)
(6

tal que a férmula « é obtida das férmulas aq, ..., a,. Por isso dizemos que a é uma
conseqiiéncia direta de oy, ..., a,.

Observe que um axioma, também pode ser entendido como uma regra de inferéncia sem
antecedente. Por exemplo se o ¢ um axioma, entao ele representa a regra de inferéncia —.
Portanto poderiamos perfeitamente excluir da nogao de teoria formal esta componente.
No entanto, como axiomas tém um papel fundamental na teoria de provas, optamos por
destaca-los.

Definigao 4.1.1 Uma prova de o € Ling(L) na teoria formal T = (L, A,R), € uma
seqiiéncia oy, . . ., q, de elementos de Ling(L) tal que o, = v e para cada 1 < i < n, o
ou € um azioma de T, isto €, a; € A, ou € obtida como conseqiiéncia direta de alguns
elementos anteriores na sequéncia usando uma das regras de inferéncia.

Definicao 4.1.2 Um teorema de uma teoria formal T = (L, A, R) € um elemento o €
Ling(L) tal que eziste uma prova de o em T

O conjunto de teoremas de uma teoria formal T, denotado por 7 (T'), é denominado
légica apresentada pela teoria formal 7. Denominamos a esta forma de apresentar
logicas de “axiomdtica”. No capitulo 10 veremos outras maneiras de apresentar uma
légica.

Definigao 4.1.3 Um elemento a € Ling(L) diz-se uma conseqiiéncia na teoria formal
T = (L,A,R), de um conjunto I" de elementos de Ling(L), denotado por I' - «, se existe
uma seqiéncia oy, . .., oy, de formulas de Ling(L) tal que o, = « e cada o; , 1 < i < n,
ou € um azioma de T', ou o; € I', ou € uma conseqiiencia direta de a; anteriores, usando
uma das regras de inferéncia. Neste caso a sequéncia v, ..., ay, € dita uma prova de «
a partir das premissas I'.
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Observacoes:

1. Se I' F « dizemos, também, que existe, na teoria T, uma prova de a a partir
do conjunto de premissas, ou hipéteses, I'. « é também chamado de tese ou

conclusao.

2. Se aq,...,q, é uma prova de o a partir das premissas em I', entao, neste texto,
diremos simplesmente que aq, ..., a, ¢ uma prova de I' - a.

3. Se I' é finito, isto é, ' = {1, a9,...,a,} escrevemos ag,...,a, F «, em vez de
{ag,...,a,} Fa.

4. Segundo esta definicao, um teorema, «, de 7' é uma conseqiiéncia de um conjunto
vazio de premissas. Por isso um teorema o« em T serd denotado por ) - «, ou
simplesmente, F a.

5. Observe que a rigor a notagao deveria ser ['fz «, para destacar a teoria formal a qual
estamos nos referindo. Como nao vamos fazer um estudo de teorias formais, mas,
apenas, desenvolver algumas dessas teorias, nao explicitaremos o 7" na notacao, pois
ele estara, sempre, claro do contexto.

6. Da defini¢ao de conseqiiéncia sai diretamente as seguintes propriedades: Sejam I', ©
subconjuntos de Ling(L).

(a) Monotonicidade: Se I' C© e I' - a, entao © F «.

(b) Compacidade: I" F « se, e somente se, existe um subconjunto finito I'y de T’
tal que I'y F a.

(c) Lei do corte: Se © F «v e para cada 5 € ©, I' - 3, entao I' - a.

Defini¢ao 4.1.4 Seja T = (L, A,R) uma teoria formal. As formulas o € Ling(L)
B € Ling(L) sdo equivalentes na teoria formal T, denotado por o =7 [ se, a F 3
O F a.

(&
(&

Duas teorias formais sao ditas equivalente se ha uma maneira de “traduzir”” férmulas
de uma linguagem na outra, de tal modo que se uma férmula for traduzida para a outra
linguagem e depois retraduzida para a linguagem original, a férmula original e a resultante
deste processo sao equivalentes e teoremas de uma teoria quando traduzidos para outra
teoria resulta também num teorema. Formalmente,

Definigao 4.1.5 Sejam as teorias formais Ty = (L1, A1, 1) e Ty = (Lo, Ag, Ro). Ty
¢ equivalente a Ty, denotado por Ty = Ty, se, e somente se, existem fungoes ¢

Ling(L1) — Ling(Ls) e o 1 Ling(Ly) — Ling(Ly) tais que w2 0 01 = Idping(cy)
01009 = Idping(z,), se o € T(T1) then ¢1(o) € T (1) e sea € T(T5) then po(a) € T(T1).
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4.2 Teoria Formal da Loégica Proposicional

Estamos em condigoes, agora, de especificar uma teoria formal para a légica proposicional.

Seguindo a metodologia acima, de especificagdo de uma teoria formal, definimos a

teoria formal para a légica proposicional como Tp = (Lp_, A, R_.), onde:

1. Lp_: A linguagem proposicional, é a linguagem formal obtida de Lp, especificada

anteriormente (se¢ao 2.2.), usando como conectivos légicos somente — e —. Isto é,
Lp_, = Ling(Lp_),onde Lp =(X_,G ), parad_, =Xy UXpU{—,-}U{(,)} e
gﬂ = {917 g2, 95}

. A_,: Destacaremos o seguinte conjunto de axiomas, ou regras de inferéncia sem

antecedentes.

Ay) a— (B — a)
Az) (= (B—7)) = ((a = B) = (a = 7))
Az) (B — —a) = (=8 — a) — B)

3. R_: A tnica regra de inferéncia é o modus ponens, denotado por MP, qual seja,

a, a— (3

MP :
B

Observacoes:

72

1. Cada «, (8 e v usada na especificacao da teoria formal da légica proposicional é uma

meta-variavel proposicional, isto é, ela pode ser substituida por qualquer proposicao
em Lp_, = Ling(Lp..).

. Expressoes envolvendo meta-variaveis sao chamadas de meta-férmulas ou es-

quema de férmula se ao serem substituidas por simbolos proposicionais resul-
tam numa fbf. As meta-variaveis dentro de uma meta-férmula podem ser sub-
stituidas por férmulas ou por meta-férmulas e chamamos a elas de instancias ou
meta-instancias da meta-formula, respectivamente. Por exemplo, as férmulas
p1 — (p2 — —p1) e (p1 — pa) — (p3 — —(p1 — p2)) s@o ambas instancias da
meta-férmula « — (§ — —a). J4 a meta-férmula ~a — ((o — ) — ——a) é uma
meta-instancia.

. Assim, cada “axioma”’ é na verdade um esquema de axiomas ou um meta-

axioma, pois descreve um conjunto infinito de axiomas. No restante deste texto
usaremos o nome de axiomas tanto para esquemas de axiomas como para instancias
e meta-instancias de esquemas de axiomas.
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4. A rigor é possivel especificar a linguagem da légica proposicional usando apenas os
conectivos = e —, e definindo os demais como segue:

anB = (o)
aV déf—'oz—>ﬁ

f

a=f Ela=pAB—a)
Assim, o fato de usar a linguagem formal Lp_ em vez de Lp nao prejudica a gen-

eralidade da teoria formal da logica proposicional aqui proposta.

Proposicao 4.2.1 Para toda formula o € Lp_,, F a — a. Ou seja, o« — « € um teorema
da teoria formal da logica proposicional Tp.

DEMONSTRAGAO: Para demonstrar esta proposicao, deveremos exibir uma prova na
teoria formal Tp da logica proposicional. A seqiéncia ay, ..., as, onde

1. oy é a instancia (@« — ((a@ — @) — a)) — (o = (@ — @) — (@ — «)) de As.
Para ver isto, basta substituir § por @ — « e v por a em As,

2. ay é a instancia @ — ((a — a) — «) de A;. Para ver isto basta substituir 5 por
a— «aem Aj,

3. a3 é (¢ — (o — a)) — (@ — «), a qual resulta da aplicacao da regra de inferéncia
modus ponens (MP) a a; e as,

4. oy é ainstancia o — (o — «) de Ay, a qual resulta de substituir § por av em Ay,
5. a5 é a — «a, a qual resulta da aplicacao da regra de inferéncia modus ponens (MP)

a ag e ay,

¢ uma prova de @ — .. ®

Quando é provado que uma certa formula é um teorema, esse conhecimento pode ser
usado em outras provas da mesma forma como sao utilizados os axiomas da teoria.

Exemplo 4.2.2 A sequinte seqiiéncia de formulas

a;. (o — —a) = ((ha — a) — «) anstancia de A

Q. T — Q@ proposicao 4.2.1
asz. (~a—a) >« MP de as e oy
y. T — « hipdteses

as. o MP de a4 € as

poderia ser vista como uma abreviacao de
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a;. (ma— a) = ((ha— a) = a) instancia de As
Qe (ma = ((ma — —a) — —a)) = ((ha = (—a — —a)) — (o — —a)) instancia de Ag
agy. —a— ((a — —a) — —a) instancia de Ay
Age.  (m = (ma — —a)) — (—a — —a) MP de agp € ang
agg. a0 — (ma — a) instancia de Ay
(9e.  —OX — T(X MP de aoy € o,
az. (ha—a)—a MP de a9 € oy
Qq. T — hipoteses
5.« MP de a4 e as

que € uma prova de ~a — o+ a. Observe que o unico realizado foi substituir na prova de
Fa — « todas as ocorréncias de o por —«, para assim obter uma prova de F —a — -«
e em sequida substituir ay por esta prova.

4.3 Teorema da Dedugao (Sintatico)

Apesar de ser simples e intuitivo que a proposicao o — « é um teorema de Tp, a sua
demonstragao, isto é, a exibicao de uma prova em Tp, nao foi tao simples assim. E
de se prever que na medida em que as proposicoes em Lp_, se tornem mais complexas,
demonstrar que elas sao teoremas de Tp fique cada vez mais dificil. Por isso, a seguir
demonstraremos um teorema na nossa meta-teoria (a matematica usada para desenvolver
a teoria formal Tp) que facilitard a exibi¢ao de provas na teoria Tp. Queremos alertar o
leitor que estaremos usando o nome teorema tanto para um resultado da teoria objeto, no
caso a teoria formal T, como para um resultado da matematica (meta-teoria) que estamos
usando para fundamentar essa teoria formal. Esperamos que o leitor nao confunda uma
linguagem com uma meta-linguagem.

Teorema 4.3.1 (da Deducao sintatico) Sejam a,3 € Lp_, e ' C Lp_,. I'a F 3 se
e somente se I' = o — (3. Em particular, para T =0, a = 3 se e somente se - a — f3.

DEMONSTRAGAO: Suponha queI', a - 3. Isto é, suponha que existe uma prova oy, . .., a,
de (8 a partir do conjunto de premissas I' U {a}. Entao 3 = a,,. Usaremos indugao sobre
1 para mostrar que se for o caso de I', a F ¢, entao I' F a« — «, para todo i, 1 <1 < n.

Caso base: i = 1. Entao a; deve ser ou um axioma ou uma premissa.

e Se o é um axioma:

1. aq. Por definicao
2. a3 — (@ — 7). Uma instancia de A;, substituindo « por «a; e (3 por a.

3. @ — ay. De 1) e 2) por MP.
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Logo, ay, oy — (o — ay), @ — ;1 é uma prova de a — « a partir de T, isto é,
I'Fa — ay.

e Se o1 é uma premissa:

a) Se a; € I':
1. «q. Por definicao de prova
2. a; — (@ — 7). Uma instancia de A,
3. @ — ay. De 1) e 2) por MP.

Logo, ai, a; — (v — o), & — a1 é uma prova de o — o a partir de I, isto
é,I'a— a.

b) Se ay é o entdao @ — a3 é a — « que foi provado na proposicao 4.2.1. Logo,
F a — ap e pelo teorema da monotonicidade (observagao 6 da se¢ao 1 deste
capitulo) inerente a qualquer teoria formal, temos que I' - o — .

Etapa indutiva: Suponha que o teorema é verdadeiro para ¢ < k. Entao, por definicao de
prova.

e (y, é um axioma, ou
e (; é uma premissa

a) ap €', ou

b) ay é a, ou
e oy, segue por MP de o; e o, onde 7,5 < k, e a;j é a; — .

Os dois primeiros casos sao tratados exatamente como no caso base acima.

Consideremos o terceiro caso.

1. @ — (a; — «ay). Hipdtese da inducao

2. a — «;. Hipotese da inducao

3. (@ = (v — ) — ((a — ) — (@ — ay)) instancia de A,.
4. (o« = a;) = (¢ — ). De 1) e 3) por MP.

5. @ — ay. De 2) e 4) por MP.
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Logo, a — (o — ag), a — «, (o — (z — ag)) — (a0 = ;) — (@ — ),
(0 — ;) = (@ — ), @« — ap é uma prova de @ — oy, a partir de I, isto é ' F av — .

Portanto, I' - a — S3.

Por outro lado se I' = o — (3, entao existe uma prova ar,...,«, (com a, = a — ()
de a — f a partir de I'. Claramente a seqiiéncia ay, ..., a,,« (hip.), 5 (MP, «a,a,), é
uma prova de I',a - (5. =

Observe que a demonstracao da primeira parte do teorema da deducao nos da um
algoritmo para transformar qualquer prova de I', « = 3 numa prova de I' - o — (3.

Para mostrar o poder de simplificacao do teorema da deducao provaremos, usando
esse teorema, a proposicao 4.2.1, ou seja provaremos que - o — «, para cada o € Lp_,:

a1. «. hipdteses.

Logo, a; é uma prova de a a partir de «, e por tanto a = a. A demonstragao do
teorema da dedugao nos garante que existe uma prova de - oo — « (neste caso a prépria
prova da proposigao 4.2.1).

Proposicao 4.3.2

i)a—3,0—=vFa—y
i) o — (f—7),0Fa—~y
DEMONSTRACAO:
i)
a1. «a — (3 hipdteses
as. 3 — v hipoteses

az. « hipoteses
ay. 3 MP de a5 e as.
as. 7y MP de asy e ay4.

Mostramos, entao que a« — 3,3 — v, a F v. Usando o teorema da deducao, temos
que esta prova pode ser transformada numa prova de « — 3,3 — v F a — v, como
desejavamos.

ii)

a;. a— (B — ) hipdteses

ay. hipéteses
az. « hipoteses
ag. [—y MP de a; e ag
as. Y MP de ag e ay

Assim, provamos que o — (f — ), 3, a = 7. Logo, aplicando o teorema da dedugao
teremos uma prova para « — (8 — ),k a — . =
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Observe que na demonstracao da proposi¢ao 4.3.2.i e ii, usamos o teorema da deducao.
Ou seja apresentamos uma prova de « — 3, 3 — 7, a = v e argumentamos que por causa
do teorema da deducao é possivel transformar essa prova numa prova de o« — (3,3 — v F
a — . Mas como podemos fazer isso? utilizando o processo indutivo da demonstragao
deste teorema.

A seguir mostraremos qual seria o resultado de utilizar esta indugao a prova de o —
B,8—=ykFa—n.

1g. @ — 3 hipdteses

ap. (a—f) = (a— (a—F)) instancia de A;
are. o — (a— f) MP de aq, e agp
Qoq. B — 7y hipéteses

ag. (B—7) — (a—=(8—17)) instancia de A;
age. @ — (B — 7)MP de ay, € ag

aze. (= ((a—a)—a)) = ((a = (a — a)) = (o« — «)) instancia de Ay
ag. a— ((a—a) — a) instancia de A;
aze. (@ — (a—a)) — (@ — a) MP de agp, e ag,
azg. a— (@ — ) instancia de A;
N3e. O — MP de a3 e a3,
Age. (@ = (a—0)) = ((a = a) = (a — ) instancia de As
ag. (@ —a)— (a—p) MP de aq, e ay,
ge.  — 3 MP de a3, e gy
asq. (= (B—7)— (a—p) = (a—7)) instancia de A,
asp. (a— f) = (a—7) MP de ay, e as,
Ase. Q. — 7y MP de ay. e asp

Proposicao 4.3.3 Para todo o, 3,7 € Lp_, 0s sequintes sao teoremas de Tp.

a) "mo—« e) (@ —=0) = (6 — —a)

b) o — ——a f) a—= (28— (a—p))

¢) ~a—(a—f) 9) (@ — ) = ((~a— §) — B)

d) (=8 —-a) = (a—F) h) (a—f) = (=6—-a)
DEMONSTRAGAO:

a) F——a — «

aj. (—a — =ma) — ((na — —a) — «) instancia de Aj

Q. Q0 — proposicao 4.2.1

proposicao 4.3.2.ii de oy e as
instancia de A;

proposicao 4.3.2.i de az e ay

053_ (_|Oé — —|—|O[) —
(]{4, 1 — (_|Oé — _‘_‘CY)
Q5. 7@ — Q
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b) Fa— -«

aq. (—|—|—|a — —|05) — (<—|—|—|a — O() — _|_|Ct) inSténCia de Ag

Qy. T — item a)

az. (0oa — @) = MP de ay e ap

ay. o — (ooa — a) instancia de A;

Q5. @ — proposicao 4.3.2.i de a3 e ay

¢) F-a— (a—f)

Q. O hipotese

Qy. « hipétese

az. a— (- — «a) instancia de A;
ay. o — (4 — —a) instancia A,
as. f — « MP de a3 e a3
. f — MP de a; e ay
ar. (00— —a) — (- — a) — () instancia de A;
ag. (78— a)—f MP de ag e ay
ag. [ MP de a5 e ag

Assim, —a, a = (3. Portanto, aplicando o teorema da dedugao duas vezes obteremos
uma prova de - —a — (o — ).

d) F (=8 = —a) = (= f)

a;. 2 — o« hipotese

ay. (00— —a) — (- — «a) — () instancia Az

az. a— (=4 — a) instancia de A;

ay. (f—a)—p MP de a5 e ay

as. a— (3 Proposicao 4.3.2.i de a3 e ay

Assim, =0 — —a F o — (. Portanto, aplicando o teorema da deduc¢ao obtemos
uma prova de - (= — —a) — (a — ()

e) F(a—f) = (= = —a)

. a— (3 hipdtese

Q. OO — item a)

az. o — 3 4.3.21de a; e ay
ay. — ——f item b)

as. oo — 4.3.2.ide ageay
ag. (—a— —=p) — (= — —a) item d)

ar. ff — o« MP de a5 e ag

Assim, (o« — () F =3 — —a« e pelo teorema da dedugao segue que - (o — () —

(= = —a).
f)Fa— (26— -(a—p))
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Claramente, por MP, o, — [ F (. Assim, usando duas vezes o teorema da
deducao, temos - a — ((« — () — ). Pelo item e), temos + ((a — ) — ) —
(=0 — =(a — f3)). Portanto, usando a proposi¢ao 4.3.2.i, obtemos

Fa— (26— -(a—p) =

gk (a—p)— ((~a—p) —0)

ap. a— 3 hipétese

. T — 3 hipétese

asz. (a—f) — (=0 — -a) item e)

. 2 — a MP de a5 e ag
as. (ma— f) = (=8 = —a) item e)

ag. —f — -« MP de as e asj
ar. (7f — ) — (- — -a) — [) instancia As
ag. (=8 — —a)— MP de ag e az
ag. [ MP de a4 e ag

Assim, a — (#,-a — ([ F (. Duas aplicacoes do teorema da deducao levam a uma
prova de F (@ — 8) = ((~a — 8) — A).

h) F(a—=p) = (8 — —a)

a. a— hipétese

Q. OO — item a)

az. o — 4.3.21ide o e oy
ay. (—a— —f) = (f— —a) item d)

as. [ — MP de a3 e ay

Assim, (o« — =) F § — —a. Portanto, aplicando o teorema da deducao obtemos
uma prova de - (« — =) — (8 — —a).

As vezes é interessante demonstrar meta-teoremas da teoria, tipo o teorema da deducgao,
isto é onde a partir de uma ou mais conseqiiéncias sintaticas seja possivel provar uma outra
conseqiiéncia sintatica.

Exemplo 4.3.4 Seja o sequinte meta-teorema: se I',at G e '+ «a entao I' - (3.
Uma demonstracao para este meta-teorema seria a sequinte:

Se I''a - [ el' b «a entao existem provas aq,...,, € Bi,...,0, de B a partir
de I" e a e de o a partir de T', respectivamente. Se a hipdteses o, nao foi usada na
pProva o, . .., Q,,, entao, trivialmente, aq, ..., q,, também ¢ uma prova para I' = a. Se
a hipdteses « foi usada na prova, suponha que em «;, entao, trivialmente, a seqiéncia
1y ooy QG 1, 01, ooy By Qg1 - - -,y SETIQ uma prova de I' = 5.
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Exemplo 4.3.5 A sequir demonstraremos que se - a — ( e =3 entdo F —a.

Suponha que i, ...,q, € uma prova de = o — [ (portanto oy, é a« — () e que
B1,..., B0 € uma prova de = =0 e portanto (3, é (. FEntao a sequinte sequéncia de
formulas:

051

Qo a— [

Om+1 b1

Omtn—1 ﬂn—l

Omtn _‘ﬂ

Umint1 (@ — B) — (= — —a) Proposicio 4.3.3.h
Qmanta —fF — "« MP de oy, € pinit
Omints —Q MP de atpin € Qpinio

¢ uma prova de - —av.

Pode-se dizer que a légica cléssica é a ciéncia do argumento. Os sofistas, na Grécia
antigua, eram uma espécie de professores, que ensinavam a arte de argumentar a favor ou
em contra qualquer afirmacao, mesmo nao sendo necessariamente correta, dai que hoje
em dia se usa o termo “sofismo” de uma forma pejorativa. Essa arte que os sofistas
ensinavam era de suma importancia na época, pois se alguém fosse acusado de algum
delito, ele mesmo deveria apresentar sua defesa perante um tribunal, mesmo que outra
pessoa fizesse essa defesa. Considerando que os juices eram pessoas leigas escolhidos
aleatoriamente, eram facilmente influenciaveis por argumentos bem construidos, a arte
do sofismo era vital.

O mais famoso dos sofistas era Protagoras, quem nasceu em Abdera ao redor do ano
420 a.C. e morreu aproximadamente no ano 480 a.C. Um dos discipulos mais brilhante
de Protagoras nesta arte foi FEuathlus. Conta a historia que Protédgoras fez o seguinte
trato com Euathlus: ele lhe ensinaria a arte do sofismo por uma certa quantia, metade da
qual seria paga no inicio e a outra metade quando Euathlus ganhasse seu primeiro caso.
No entanto, Euathlus demorou a pagar a segunda metade a Protagoras, motivo pelo
qual Protagoras processou seu discipulo. Protagoras fez perante o tribunal o seguinte
argumento:

“Se Fuathlus ganhasse o caso, ganharia entao seu primeiro caso, logo deveria paga-lo.
Mas, se Euathlus perdesse o caso, também deveria paga-lo, pois era esse o motivo do
processo”

Vejamos se o argumento de Protagoras estd correto. Primeiro vejamos quais as
afirmagbes (proposigoes) atomicas:

e p = “Euathlus ganha o caso”
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e ¢ = “Fuathlus ganha seu primeiro caso”

e r = “Kuathlus deve pagar a Protagoras”
E o argumento de Protagoras propriamente foi o seguinte

p—q
qg—r
—\p—>7’
f

que pode ser entendido como: se p — qe g — r e =p — r entao r.

Assim, se o argumento de Protagoras esta correto entao é possivel provar que

p—=qq—rp =TT

Uma tal prova é a seguinte:

. p—q hipéteses

Q. q—T hipéteses

Q3. —p—T hipéteses

Q4. p—T proposicao 4.3.2.i de a1 e ay
as. (p—r)— ((-p—r)—r) proposicio 4.3.3.g

ag. (—-p—r)—T MP de ay e as

ay. T MP de a3 e ag

Portanto o argumento de Protagoras estd correto. Porém, mesmo sendo correto o
argumento de Protagoras, Euathlus conseguiu também dar um outro argumento correto:

“Se ele ganhasse o caso, nao deveria pagar, pois Protagoras perderia a causa. Mas
se ele perdesse o caso, entao ainda nao teria ganho o seu primeiro caso e, portanto, nao
deveria pagar a Protagoras”.

Numa linguagem légica usando as proposi¢oes atomicas acima, seria :

p—>—\7’
—|q—>—|’]”

-

Se o argumento de Euathlus esta correto entao é possivel provar que

p — —r,p — g, —p — —r b oar

Uma prova disto é a seguinte:
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Q. p— T hipéteses

Qy. P — Tq hipéteses

Q3. —q — - hipéteses

Q4. —p— T proposicao 4.3.2.i de as e a3
as. (p— —r)— ((-p — —-r) — —r) proposicao 4.3.3.g

ag. (—p— -r)—-r MP de aq e as

Q7. T MP de a4 e ag

Portanto, o argumento de Euathlus também estd correto. Logo, a légica proposicional
¢ inconclusiva, porém nao errada pois o que ela mostra é que o argumento dado esteja
logicamente correto, més nao verifica por exemplo a validade das premissas utilizadas.
Assim a pergunta sobre quem deveria ter ganho o caso permanece tao em suspenso quanto
naquela época.

Uma possivel maneira de sair deste impasse seria que Protdgoras processasse Euathlus
por um motivo qualquer (calunia, por exemplo) e se deixasse ganhar para depois entrar
novamente contra Euathlus, estd vez por nao pagamento e argumentando que Euathlus
ja tinha ganho um caso.

4.4 Outras Teorias Formais para a Légica Proposi-
cional

A teoria formal proposicional Tp, vista anteriormente, é s6 uma entre muitas possiveis
teorias formais para a légica proposicional. A seguir destacaremos outras teorias formais
para Lp.

4.4.1 Teoria Formal 1

Nesta teoria formal, denotada por Tp,., a linguagem proposicional é a mesma (baseada
nos conectivos - e —), os esquemas de axiomas os mesmos (A, Ay e A3), mas a regra de
inferéncia é o modus tollens denotado por MT, qual seja,

a—f,

mle%

MT :

A justificativa desta regra é o seguinte raciocinio: Se conhecemos que quando « é
verdadeiro 3 também é verdadeiro e se sabemos, também que 3 é falso, entao o nao pode
ser verdadeiro, e portanto podemos concluir que « é falso. Observe que a regra modus
tollens pode ser obtida a partir do préprio modus ponens e do teorema (o« — ) — (—§ —
—a) (proposi¢ao 4.3.3.h).
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4.4.2 Teoria Formal 2

Meridith em 1953 [Mer53], usou uma teoria formal alternativa para a teoria formal es-
tudada aqui. Esta teoria formal tem a mesma linguagem formal (baseada somente nos
conectivos primitivos = e —) e a mesma regra de inferéncia (modus ponens), mas somente
um unico esquema de axiomas:

Ay) (@=f—=(—=)=y—0—=(0—a—= ¥ —a)

4.4.3 Teoria Formal 3

No livro [HA50], os matematicos David Hilbert (1862-1943) e Wilhelm Ackermann (1896-
1962) desenvolveram a teoria formal T, a qual usa como conectivos primitivos os conec-
tivos légicos V e —. Assim, a linguagem formal, esquemas de axiomas e regras de in-
feréncias da teoria formal Tp, sdo:

1. Linguagem Proposicional: Ling({(¥y,Gy)) C Lp onde ¥, = Xy U{V, -} UXp e
g\/ = {91792794}'

2. Axiomas:

Ay,) =(aVa)Va

Ay,) ~aV (aV ()

Ayy) ~(aV BV (BV )

Av,) 2(=8V )V (=(aVv B) vV (aV9))

)

)

3. Regras de Inferéncia: A tnica regra de inferéncia é um tipo de modus ponens,
denotado por MP,,, qual seja,

a, ~aV

MP\/: 6

Observe que usando a &« — [ como uma abreviacao de —~aV 3 os esquemas de axiomas
podem ser re-escritos como aVa — a,a — aV g, aVp—BVa, (8—7v) — (aV[—
a 'V ), respectivamente, e a regra de inferéncia MP,, seria o préprio modus ponens.
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4.4.4 Teoria Formal 4

No livro [Ros53], John Barkley Rosser (1907-1989) introduz uma teoria formal, T, para
a légica proposicional tendo como conectivos primitivos os conectivos logicos A e =. A
linguagem formal, o conjunto de esquemas de axiomas e o conjunto de regras de inferéncia
da teoria formal Tp, é a seguinte :

1. Linguagem Proposicional: Ling({¥3,,Gx)) € Lp onde ¥, = VU {A, -} UP e
g/\ = {91792793}'

2. Axiomas:
Ap,) (e A =(a N a))
Ap,) (@A B) A —a)
Apg) 2(m(@A=B) A=(=(=(BAY) A==(y Aa))))

3. Regras de Inferéncia: A tnica regra de inferéncia é um tipo de modus ponens,
denotado por MP,, qual seja,

a, —(aA=B)
g

MP, :

Observe que usando a o — 3 como uma abreviagdo de —(a A =3) os esquemas de
axiomas podem ser re-escritos como @« — A «a, a A — a, (¢ — () = (~(BAy) —
—(y A @)), respectivamente, e a regra de inferéncia MP, seria o préprio modus ponens.

4.4.5 Teoria Formal 5

Em [Kle52], Stephen Kleene (1909-1994), baseado nas teorias formais 7', Tpy e Tpp, dis-

cute uma teoria formal, Tp, para a légica de predicados que considera todos os conectivos
como primitivos. A linguagem formal, os esquemas de axiomas e o conjunto de regras de
inferéncias da teoria formal Tp sdo:

1. Linguagem Proposicional: Lp

2. Axiomas:

1) a—(8—a)

2) (= (B —7) = (e =) = (a—7))
3) (78 = —a) = (=8 — a) = )
Janp—p

Ay In) D)

=
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a—(f—(anp))

2 )

Sk Sy
@ 0
B

a—75)—=((B—=7) = (aVp—17)

a— f) = (o« = =) = ~a)

co

121\11) (@ B)— ((a—=B)A (B — a))
121\12) ((a—=B)N(B—a)) — (a=pB)

3. Regras de Inferéncia: modus ponens

4.5 Exercicios

1. Provar os seguintes resultados na teoria formal Tp.

(a
(b

) ok f— (o —7)

) ( —>Oé) (ha— B) — a)

(¢) a,BF =(a— —=p) (istoé, a,fF aApf)
(d) ﬂ(oz — B B (istoé, aNBFE ()

(e) 7(a— —f)Fa (istoé, aNfF a)

(f) F(ma— ) = (=8 — )

Q"I—Q

2. Mostre que:

(a) Se a, B F 7, entdo (o — =) v (isto é, a A B+ 7)
(b) aF ==(a— =f) — =f (isto é, a F =(a A B) — =)
(c) SeFa—pfela—y,entao - a— —(f— —y) (istoé, Fa— (BA7Y))
(d) SeI'+ aentao I' F —a — 3 (isto é, I' - =—a V 3)
() TFae®kFa— fentaoTUO I 5.
(f) Sel'Fa—fel'F—-a—~vyentao'FGoul v
(g) SeTFBoul'F~yentao T'F =5 — 1~
3. Enuncie os respectivos teoremas da dedugao para as teorias formais alternativas T

(S Tp/\.

4. Considere @ — 3 como uma abreviagao da féormula —a V 3 e prove os seguintes
resultados na teoria formal Tpy:
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(b) Frp, (= F) = ((y = @) = (v = 0))

Fr., @ — a ou equivalentemente 7, —a V «

Frp, a0V —a

Frp, o — (a0 — )

Frp, @V (BVY) = (BV (V) Va
Frp, (BV (@VA))Va— BV (aVy)
Frp, @V (BV ) — BV (V)

)
)
)
)
)
) Frp, a0 —
)
)
)
)

5. Considere @ — (3 como uma abreviacao da férmula =(a A =) e prove os seguintes
resultados na teoria formal Tpx:

)

) Fr,, (- na)
) b, =
) Frp, ~(@AB) = (8 — —a)

e) Frp, @ — 7«

) Fry = 6= (= =a)
)
)
)

ﬂ(}—)ﬁﬁl—Tp/\ﬁ—)a

6. Prove os seguintes resultados na teoria formal Tp,:

(a)

(b) I—TP a—

() a—=B,8—=7br, a—y
(d) = (B—=7),8Fr, o=y
(e) Frp, =m0 — «

(f)

()

(h) Frp, (8 = —a) = (@ — B)
(i) Frp, (@ = B) = (=8 — —a)

Frp, o — "o

I—TP —a — (a — )
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0) Frp, @ = (28 = =(a— )
(k) Frp, (@ = B) = ((ma — B) — 5)

7. Demonstre que o axioma Asz da teoria formal Tp pode ser substituido pelo axioma:

Ay) (o — =8) — (B — a)

sem alterar a classe de teoremas. Observe que o teorema da dedugao nesta nova
teoria formal, teria de ser provado para poder ser utilizado na demonstracao.

8. Considere a teoria formal Tp_, alternativa para a légica proposicional consistindo
da linguagem Lp_,, da regra de inferéncia modus ponens e dos seguintes axiomas:

(@) (ma —a) —a
(b) @ = (~ar — )
(€ (@—=p) = ((F—=7) = (@—=7)

Demonstre que T e Tp_, sao teorias equivalentes, no sentido que descrevem o mesmo
conjunto de teoremas. Observe que o teorema da dedugao nao esta disponivel em
Tp_. até que seja demonstrado.
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Capitulo 5

Resolucao na Loégica Proposicional

Tendo visto os conceitos de verdade e dedutibilidade (provabilidade), precisamos saber
como computar na légica proposicional. E claro que as tabelas de verdade poderiam ser
usadas como um algoritmo para provar se uma determinada sentenca da logica proposi-
cional é verdadeira ou nao. No entanto, tabelas de verdade sao computacionalmente
intrataveis, isto é, para sentencas compostas de n simbolos proposicionais, elas requerem
2™ verificagoes. Assim, o algoritmo tabelas de verdade tem uma complexidade computa-
cional nao polinomial, o qual é muito dispendioso para n relativamente grande. Além
disso, tabelas de verdade ¢ um método pouco geral em ldgica, isto é, na maioria das
logicas computacionalmente interessantes tabelas de verdade nao sao aplicaveis.

Neste capitulo, desenvolveremos um método computacional, o método de Eliminacgao
Literal Complementar, ELC para simplificar, também conhecido como resolucao
basica, o qual nos permitira decidir se uma determinada sentenga é ou nao um teorema, de
uma maneira mais eficiente que tabelas de verdade. Usaremos o conceito de computagao,
desenvolvidos aqui, para relacionar as nogoes de verdade e provabilidade.

Para desenvolver essas nogoes introduziremos dois novos simbolos, 7 e O (lido como “a
clausula vazia” ou “caixa”). A intencao ao usarmos esses simbolos é representar afirmagoes
que s@o sempre verdadeiras (tautologias) ou falsas (contradigdes), respectivamente. Por-
tanto, para relacionar nossos simbolos com verdade e dedutibilidade, como visto anterior-
mente, podemos considerar 7 e O como abreviacao de a V —a e a A =, respectivamente.

5.1 Forma Normal Conjuntiva

Definicao 5.1.1 Uma proposicio o € Lp, estd na forma normal conjuntiva, fnc,
para simplificar, se as sequintes condig¢oes sao satisfeitas:

1. « nao possui qualquer ocorréncia dos conectivos — € <.
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2. Nenhuma subformula de o cujo conectivo principal seja — contém uma outra ocorréncia
de =, ou uma ocorréncia de V, A\, T ou 0. Por ezemplo, =(=f3), =(aV ), =(aAf),
=7 e =0 nao estao na fnc.

3. Nenhuma subformula de o cujo principal conectivo seja V contém A, 7 ou O. Ou
seja, nem A, T ou O ocorrem dentro do escopo de qualquer V.

4. Nem T nem O ocorre dentro do escopo de qualquer A.

A seguir daremos um exemplo de uma tipica férmula na fnc.

(p1V =p2 V=p1) A (mps V —pa) A (p3 V —p1 V ps V po)

Intuitivamente, podemos dizer que uma férmula estd na fnc se ela é uma conjuncao
de subférmulas tais que cada uma das subférmulas é uma disjuncao de literais, onde um
literal é uma proposicao atomica ou a negacao de uma proposicao atomica. Para qualquer
proposicao atomica p, os literais p e =p sao chamados de literais complementares. Se
1 é um literal entao denotaremos por 1 seu literal complementar.

Definicao 5.1.2 Uma formula o € Lp estd na forma normal conjuntiva reduzida,
fner, para simplificar, se além de estda na fnc, satisfaz, ainda, a condi¢cdo abaixo

5. Nenhum literal aparece mais de uma vez no escopo de qualquer V.
Exemplo 5.1.3 Uma fner equivalente a fnc anterior é (—ps V —p2) A (ps V —p1 V pa).

Proposicao 5.1.4 Qualquer proposicao, o € Lp, pode ser reduzida a uma formula equiv-
alente 8 € Lp que estd na fncr.

DEMONSTRACAO: Usaremos a notacao o —— (3, para dizer que o se reduz a (3. De
fato, estamos usando o —— (3 se, e somente se, « = 3. A idéia que estd por traz a
nocao de redugao é transformar férmulas em formulas equivalentes, mas que estejam mais
“préoximas” da sua fner.

A seguir exibiremos um algoritmo para reduzir uma proposi¢ao « na sua fner equiv-
alente. Se « é uma subférmula de o e a; —— 9, por alguma das seguintes redugoes,
entao substitua em « as ocorréncias de a; por ap. O algoritmo parara quando nao se
puder aplicar mais nenhuma das redugoes, descritas abaixo, a qualquer subférmula de a.

1. Elimine na formula os conectivos — e <.

() a =3 —»—-aVji
(b) @ === (V) A(=FVa)
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2. Reducoes para obter uma férmula satisfazendo o critério 1. da definicao de fncr,
isto é, negacoes tendo como escopo somente proposicoes atomicas.

X —

(a
(

b) =(aV B) = -a A —p
(©) ~(a A B) = —aV -f
(d) =7 — O

~— ~— ~— ~— ~—

ﬂD—>—>T

(e

3. As seguintes regras eliminam ocorréncias de A, 7 ou O no escopo de qualquer V.

Como cada reducao acima transforma uma férmula numa outra equivalente, entao
usando-as de modo exaustivo (isto é, até nao se puder aplicar mais nenhuma) e inde-
pendente da ordem, necessariamente devemos obter uma férmula na forma normal
conjuntiva equivalente a original,

5. Para reduzir uma férmula na fnc a uma equivalente na fncr devemos eliminar
repetigoes dos mesmos simbolos proposicionais no escopo de qualquer V como segue:

Suponha que « estd na fnc. Seja a1 Vas V...V ay, onde cada «; é um literal, uma
subférmula de a.

(a) Sea; =a, entdo a; VagV...Va, = as V...V,

(b) Se ay = —ay, ou v, = mvy entdao a; Vag V...V, ——= T

Apds isto devemos observar se nao foram geradas subformulas do tipo a V7, 7V a,
a AT ourTAa. Se isso acontecer, entao devemos novamente aplicar as redugoes do
item 3 e/ou 4, dependendo do caso. m
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Exemplo 5.1.5 Reduzir o« = —=(p1 — (p2 — p3)) — ((;1 — p2) — (p1 — p3)) na sua
fner.

Primeiro eliminamos as implicagoes, através da reducdao 1.a.

a —= (=(pr — (p2 — p3))) V ((p1 = p2) = (p1 — p3))
—= (=(=p1 V (P2 = p3))) V (=(p1 — p2) V (p1 — p3))
—= =(=(=p1 V (mp2 V p3))) V (—(=p1 V p2) V (p1 V p3))

Agora colocamos a negacdao dentro do parénteses através da reducao 2.b.

—= (= p1 A (=p2 Vps)) V ((m—pr A =p2) V(—p1 Vops))

—= (=1 A (5p2 A =ps)) V ((m=pr A —p2) V (—p1 V ps))
—~ (=7mpr Vo (5mp2 A =ps)) V((mmpn A —pa) V(2 Vops))
—= (m=p1 V (mmmpe V =mps)) VA ((5mpn A —pa) V(2pn Vops))

Eliminamos a dupla negag¢ao via a reducao 2.a.

—= (=p1 V (=p2 V p3)) V ((p1 A =p2) V (=p1 V p3))

Realizamos distributividade do v sobre o A (redugdo 3.a com comutatividade implicita).

—= (=p1 V (=p2 V p3)) V ((p1 V (=p1 V p3)) A (=p2 V (=p1 V p3)))
—= ((=p1 V (mp2 Vp3)) V (p1 V (mp1 Vp3))) A ((mp1 V (mp2 Vp3)) V (mp2 V (—p1 V ps)))

Assim, obtivemos uma fnc equivalente a formula «. Para reduzir esta nova formula
a uma na fner devemos usar associatividade e comutatividade de modo a rearranjar a
formula e deizar as ocorréncias dos mesmos p;’s juntas. Desse modo, reduzimos a formula
anterior a sequinte formula:

—= ((=7p1 V(1 V =p1)) Vp2 V (p3 V p3)) A ((=p1 V =p1) V (=2 V =p2) V (p3 V ps3))

Agora, eliminamos as ocorréncias dos mesmos p; ‘s aplicando as redugoes em 5, acima,
obtemos

—= (((=p1 V1)V =p2) V p3) A ((—p1 V =p2) V p3)

Agora eliminamos 7, aplicando as reducoes em 3 e 4.

As reducgoes apresentadas na demonstracao da proposicao 5.1.4 sao suficientes para
transformar qualquer férmula de Lp numa fncr equivalente. No entanto, as vezes, a
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formula resultante deste processo é extensa, mas poderia ser simplificada usando outras
redugoes auxiliares. Por exemplo, vejamos o caso simples da férmula (p; Ap2) V (p1 A ps).
Usando somente as reducoes da proposicao 5.1.4, teriamos que

(1 Ap2) V (pr Aps) —= ((p1 Ap2) Vo) A ((pr Ap2) V ps)
—= (p1 Vp1) A (P2 Vp1) A(p1 Vps) A (p2V ps3)
—=p1 A (P2 V1) A (p1Vps) A (p2 V ps3)

Mas, observe que (p1 Ap2) V (p1 Ap3) = p1 A (p2V p3) e pr A (p2 V p3) estd na fncr.
Logo, poderiamos usar esta formula como reducao.

Ja na férmula (p; A p2) V (p1 A p2). Usando somente as redugdes da proposicao 5.1.4,
teriamos que

(P1AD2) V(01 A Po) —= ((p1 Ap2) V1) A((p1 Ap2) V pa)
== (p1 V1) A (p2V p1) A (p1Vp2) A (p2 V p2)
—= D1 A (P2 V1) A (p1V p2) A pa

Mas, trivialmente, (p1 A p2) V (p1 A P2) = p1 A pa. Assim poderfamos definir uma
redugao que nos permita atingir esta formula diretamente.

Reducgoes Auxiliares:

1. avp— fVa

2. aNf— BN«

3. (@AB)V(aAy) = an(BVY)
4. aVa— «

5. aNa —— «

6. aN(aVp) — «a

5.2 Notacgao Clausal: sintaxe

Para descrever o processo de eliminacgao de literais complementares ELC sobre férmulas
na forma normal conjuntiva reduzida (fncr) definiremos mais alguns termos. O nosso
estilo de especificagao da sintaxe é chamado gramatica livre de contexto. Cada linha
representa uma regra para transformar um simbolo nao terminal (simbolos auxiliares
que nao figurarao na cadeia resultado) numa cadeia de simbolos. Para isso usaremos as
seguintes convencgoes:
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Um simbolo terminal serd colocado entre aspas duplas.

O simbolo “=" sera lido como “é um”.

O simbolo “|” serd lido como “ou” (representando uma alternativa).

Justaposicao de x com y serd denotado por xy.

Exemplo 5.2.1

1. proposi¢do-atomica == “p| | ... | “pl

2. literal ==+literal | -literal

serd lido como “um literal é um literal positivo ou um literal negativo”.

3. +literal :=proposicao-atomica.

4. -literal == “ =" proposi¢ao-atomica.
5. clausula-nao-vazia =literal | literal “V’ cldusula-ndo-vazia
6. clausula-basica=“0" | clausula-nao-vazia

7. proposi¢ao-bdsica =cldusula-bdsica | cldusula-bdsica “N\” proposi¢ao-bdsica

Uma férmula na fner é uma proposicao-basica. O adjetivo “bésico” se refere ao fato
de que a clausula ou proposicao que ela procede nao contém varidveis. Como nao existem
variaveis na linguagem proposicional, todas as clausulas e proposicoes sao basicas. Essa
distingao somente sera apreciada quando estudarmos logica de predicados.

As vezes é conveniente pensar uma proposi¢ao basica como um conjunto de clausulas
bésicas, e uma clausula basica como um conjunto de literais. Isto nao causara confusao
uma vez que @ V o = a A a = « e sabemos que uma proposicao basica é sempre uma
conjungao (A) de seus elementos, uma cldusula basica é sempre uma disjungao (V) de seus
elementos (literais). Assim, podemos dar as seguintes defini¢oes na forma de gramatica
livre de contexto.

clausula-ndo-vazia:=literal | literal U clausula-nao-vazia.
proposigao-basica :=clausula-basica | clausula-bésica U proposi¢ao-bdsica.

O simbolo “U” indica uniao.
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5.3 Eliminacao de Literais Complementares

Apos essas convencoes podemos definir a eliminagao de literais complementares
(ELC) de uma férmula na fncr.

Definigao 5.3.1 Seja 1 um literal. Se o e 3 sao clausulas-bdsicas, tais quel € a e1 € [3,
entdo o resolvente basico de a e 3 com respeito a 1, é (a — {I}) U (8 —{1})'. O qual
¢ ilustrado pela figura 5.1.

a—~A— [

(o = {I}) U 3—

Figura 5.1: Resolvente bésico de duas clausulas

Dessa definicao podemos dizer que o resolvente basico é a uniao das clausulas originais
com excecao dos literais complementares, que foram eliminados. Na convencao de que O
¢ a clausula vazia, o resolvente basico de 1 e 1 é O.

Observacao: A resolucao basica ou ELC, pode ser considerada como uma variante do
modus ponens (MP), que estabelece que de aw e @« — 3, podemos deduzir (. Isto poderia
ser escrito por “de a e =« V 3 podemos deduzir 5”. Assim, quando « é um literal e (3
uma clausula, podemos deduzir § eliminando « e @, como mostrado na figura 5.2.

a—-~A—fa Vv f)

f—
Figura 5.2: ELC como uma variante do modus ponem

Exemplo 5.3.2 A sequir veremos algumas dedugoes usando ELC.

1. O resolvente bdsico de py V ps e p3 V —p1 € pa V p3 como ilustrado na figura 5.35.
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(p1V p—A—Ap3 V 1)

(P2 V pa}———

Figura 5.3: Resolvente basico de p; V ps e p3 V —p;

(p1V poy—At=p1 V —p2)

(=p1 V-pry——
Figura 5.4: Um resolvente basico de p; V ps € =p1 V —pso

2. Uma resolvente bdsico de p1 V py e =p1 V —pa € —p1 V p1, como ilustrado na figura

5.4,

3. O resolvente bdsico de py V pa € =p1 V —po € a formula —poy V pa, como ilustrado na
figura 5.11.

(p1V pry—At=p1 V —p2)

(—p2 V-pr)——

Figura 5.5: Outro resolvente béasico de p; V py € =p1 V —ps

Observacgao: Os itens 2. e 3. do exemplo 5.3.2 sao ambos legitimos. No entanto nao
seria possivel eliminar ambos os pares de literais complementares de uma vez.

Uma dedugao de —py a partir de —p1 V pa V —ps3, p3 e —ps usando o método de ELC, pode
ser vista na figura 5.6.

Observacao: E claro que poderiamos ter optado por eliminar primeiro py e —py. O
importante € que o resultado serd sempre o mesmo, independente da ordem de eliminacao
de literazis.

Lo — B indica o conjunto diferenga de a e 3, isto é, a — B ={l /1 € a e | ¢3}.
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(—p1 V p2 V=ps—~— p3

(—p1 V-prA—p2

B s a—
Figura 5.6: Deducao de —p; a partir de =p; V po V —p3, p3 € —po usando ELC

Neste ultimo exemplo realizamos duas resolucoes basicas consecutivas para deduzir
—p;. Esta idéia pode ser generalizada e formalizada.

Definicao 5.3.3 Uma dedugao por resolugao de uma clausula o a partir de um con-
junto de clausulas T", denotado por I' == «, é uma seqiiéncia finita de clausulas By, . .., B,
tal que

1. B, €«
2. para cada i, 1 <i<n, ou

(a) é um elemento de T', ou
(b) p,—p € B; para algum simbolo proposicional p, ou

(¢) € um resolvente bdsico de (3 e B, onde j, k < i.

Note que a seqiiéncia finita de clausulas f(,..., 3, de uma deducao por resolucao,
pode ser disposta na forma de uma &arvore invertida, como na figura 5.6 que ilustra a
seqiiéncia:

—p1 V p2 V 7p3, p3, 7p1 V P2, P2, TP1-
Exemplo 5.3.4 Do exemplo 5.3.2, podemos concluir que:

1. p1V pa,p3V py —— p2 V ps3,
p1V p2, 1V opa == —p1 V pi,

p1V p2,p1 VP2 == —pa V Do,

> e

—p1 V p2 V Tp3, p3, Tp2 —— TPy,
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Numa deducao por resolugao i, ..., 3, dizemos que 3; depende de 3;, com j < i, se
B; € o resolvente basico de B e (3,, e uma delas é 3; ou depende de (3;. Denotaremos por
Dep(a) o conjunto de todas as clausulas que dependem de o numa dedugao por resolucao.
Por exemplo, na deduc@o por resolucao descrito na arvore 5.6, Dedps = {—p; V pa, —p1}.
Assim, na arvore que descreve uma deducao por resolucao, os dependentes de uma clausula
sao os descendentes dela.

Analogamente como em provas em teorias formais, numa deducao por resolugao I' =
a, uma clausula de I' pode ser usada mais de uma vez ou inclusive nenhuma. A partir de
agora omitiremos o simbolo A das arvores.

Exemplo 5.3.5 Seja I' o seguinte conjunto de clausulas: {—ps,p1 V —pa, p1 V p3, 7 p1 V
p2 V p3}. Uma dedugdo por resolugio de I' == py V py € ilustrado na figura 5.7.

b \% Ps————————P3

pr——=prV P2 V p3

D2 Vp3—p3

PP -PorV-Py
P,V py

Figura 5.7: Dedugao por resolugao de {—ps, p1 V —pa, p1 V p3, = p1 VP2 V p3} == pa V py

Nesta deducao a cldusula —ps € usada duas vezes, enquanto a cldusula p; V —py nen-
huma. Note também que a cldusula —pyV pa NV py & U'. Isto é possivel porque esta clausula
contem dois literais complementares e portanto satisfaz o item 2.(b) da definicao 5.3.3.

Exemplo 5.3.6 Seja ' = {—p1,p1V P35, p2V=psVps, “p1VpsV—-py, “p1V-pa} e = paVps
entdo, como ilustrado na figura 5.8, I' %= «. Observe que nesta deducao a cldusula piV ps
foi usada duas vezes, jd a cldusula —py V —py nenhuma.

Proposicao 5.3.7 Seja I' um conjunto de clausulas bdsicas e a e 3 cldusulas bdsicas, e
1 um literal.

1. Monotonicidade a esquerda: Se I' = a eI’ C © entdo © == «
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p1Vpg—————— 1

P3—P2 V. p3V Py  p1 VPz—=pr¥p3 V TPy

P2 V-Pz p3V =pr———

P2 VP3

Figura 5.8: Deducao por resolucao de —py, p1V Ps, po V=3V ps, 7p1 V3V —ps, =p1V-py =
D2 V ps.

2. Monotonicidade a direita: Se o C f e ' 2> « entdo I' == (3
3. Compacidade: Se I' - « entao existe um conjunto finito g C ' tal que 'y == «

4. Teorema da dedugdo simples: T')1 =~ 3 se, e somente se, I' == 1V f3

DEMONSTRAGAO: Monotonicidade & esquerda e compacidade sao resultados diretos da
definicao de dedugao por resolucao.

Monotonicidade a direita: Se I' *— «, entao existe uma deducao por resolucao
aq,...,0, de o a partir de I'. Assim, a,, = a. Se a # O entao existe um literal v € «.
Entao, neste caso, aq,...,a,,7V =y V (6 — «a), é uma dedugao por resolucao de 3 a
partir de I'. Se a = O entao a,,_» € a,_1 sao literais complementares. Logo, a seqiiéncia
A1y 2, Oy 1V oV 3, oV 3, a1, f é uma deducao por resolucao de (3 a partir
de I’

Teorema da deducgao simples: Se [',1 - [ entao existe uma dedugao por resolucao
B1,...,0, de B apartir de T U{1}. Se 1 & {f1,...,0,} entao By,..., 5, é uma dedugao
por resolucao de (8 a partir de I', e portanto I' - . Logo, por monotonicidade a direita
=*-1Vg.

Se 1l =€ {f,...,0,} entdo 1 = (3 para algum i € {1,...,n}. Sem perda de gener-
alidade podemos considerar que a seqiiéncia satisfaz Dep(1) = {8i11,...,0.}. Logo, a
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seqiéncia fq,...,0i—1, Bix1 V1, ..., 3, V1 éuma deducao por resolucao de 3V 1 a partir
de I" e portanto I' = 1V (.

Por outro lado, se I' *— 1 V 3, entao existe uma deducao por resolucao f, ..., 3, de
1V 3 a partir de I'. Como 3, = 1V (3, a seqiiéncia f,..., B, 1,3 é uma deducao por
resolugao de (3 a partir de I' U {1}, e portanto I, 1 %= 5. m

O teorema da deducao simples pode ser generalizado para clausulas em vez de literais.

Teorema 5.3.8 (Teorema da Dedugao) Sejaa=1; V...Vl ea=1,V...V1.

I',a == § se, somente se, ' “>aV [. (5.1)
DEMONSTRAGAO: Demonstraremos por indu¢do no tamanho de | « |, isto é k, que a
equagao 5.1 é valida.
Caso base: Se k = 1 entao a equacao 5.1 sai direto do teorema da deducao simples.

Hipoéteses indutiva: Suponha que a equacao 5.1 é valida para todo conjunto de clausulas
I' e clausula o de tamanho menor ou igual a k. Seja a =13 V...V 1xyq. Se

Etapa indutiva: I',a *— [ entao existe uma dedugao por resolucao (31,...,3, de 3 a
partir de ' Ua. Se a & {f1,...,Pn_1} entdo fy,..., 3, é uma dedugao por resolucao de
0§ a partir de I' e portanto I' =— (3. Logo por monotonicidade a direita I' *— a V .
Se a = 3, para algum i € {1,...,n — 1} e a € Dep(f3;) para algum j € {1,...,n — 1},
entao etaq,..., 3, ¢ uma deducao por resolucao de 3 a partir de I' e portanto I' *— £.
Logo por monotonicidade a direita I' == @V (. Se a = 3;, para algum i € {1,...,n—1}
e o ¢ Dep(f;) para todo j € {1,...,n — 1}, entdo existe [; tal que (3; é o resolvente
basico de a e outra clausula. Seja 1 o literal em a que foi eliminado nessa resolugao
bésica. Por simplicidade, considera que j = i+ 1 e Dep(5;) = {Bj+1,...,0n}. Observe
que sempre ¢ possivel reorganizar a seqiiéncia f3i,..., 3, de tal modo que isto ocorra.
Assim, a sequiéncia 1, ..., Bi—1, Bix2 V1, ..., 3, V1 é uma deducao por resoluciao de 1V 3
a partir de I'U (o — {1}). Assim, I';a — {1} 2> 1V 3. Como | @ — 1 = k entdo pela
hipéteses indutiva, I' *— o — 1V 1V 8 e portanto I %= a V S3.

Inversamente, se I' *— @ V 3 entao existe uma dedugao por resolugao (,..., 3,
de @V § a partir de T'. Entao a seqiiéncia i, ..., 0, o, — {11} V 3, (a — {11),15} V
By...ya—A{ly,..., k11 V B é uma dedugao por resolucdo de [ a partir de I' U {a}, ou
sejal,a == (3. =

Definicao 5.3.9 Uma deducdo por resolugao de O a partir de um conjunto de cldusulas
basicas I', denotado por I' =— 0O, é chamada uma refutacao de resolugao ou simples-
mente uma refutagao, de I
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p1V pr——=p2 V p3

(p1 V psy——=p1 V p3)

Py————7P3

0
Figura 5.9: p1 V pa, =p2 V ps, =p1 V p3, =ps —— O

Exemplo 5.3.10 Uma refutacdo de I' = {p1 V pa, =p2 V p3, =p1 V ps, —ps} € ilustrada na
figura 5.9

Corolario 5.3.11 SeI',~a = O entao I' *— «

DEMONSTRACAO: Se o = 14 V...V 1, entao

:_‘llA/\ﬁlk
=1, A... A1

Assim, se I',—~a *— O entdo I',1y,...,1y *— O. Logo, pelo teorema da dedugao
538, ' 1y,..., 1k 2= 1, VO Isto é I'177, ... 177 %= 1,. Assim, aplicando k — 1
vezes o teorema da deducgao teremos que

Ouseja, ' 2> . =

Observe que este coroldrio pode simplificar bastante uma prova, pois a negagao de
uma clausula é uma conjuncao de literais.

Por exemplo se considerarmos o conjunto de clausulas I' e a clausula o do exemplo
5.3.6, podemos provar que I', o = O de forma bem mais simples, como mostra a figura
5.10.

Nosso método de computacao, o qual estamos chamando de ELC ou resolugao
basica, foi descrita como um meio de produzir refutagoes de conjuntos de clausulas.
O objetivo, aqui, em usando essa terminologia, é, ao refutar um conjunto de cldusulas,
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p1Vps————P1

Ps————— s

[ I

Figura 5.10: {negp:,p1 V P3,p2 V —p3 V pa, =p1 V p3 V —pg, =p1 V —a, P2, 7pg } =— O

mostrar que a conjuncao dessas clausulas é contraditéria ou impossivel de satisfazer.
Assim, quando relacionamos esse método de computacao com nosso entendimento de ver-
dade e prova, estamos tentando refutar a negagao do que sabemos ser verdadeiro e/ou
provavel. Se uma férmula é sempre verdadeira, entao sua negacao é sempre falsa e por-
tanto esperamos exibir sua refutacao. Igualmente, se podemos refutar a negacao de uma
formula o, entao esperamos poder provar v em nossa teoria formal.

Exemplo 5.3.12 Para mostrar que a formula o = (p1 A(p1 — —(p1Vp2))) — (mp1 A—p2)
¢ uma tautologia usando o método ELC, primeiro negamos a formula, depois reduzimos
a formula na sua fncr e, finalmente, mostramos uma refutacao da formula na fncr. Isto
¢, realizamos os sequintes passos.

Passo 1: Negagao da formula . —a = —((p1 A (p1 — —(p1 V p2))) — (—p1 A —p2))

Passo 2: Transformacao a fncr de —a.

—a = ((pr A (Fp1 V(1 Vpe))) = (5o A —p2))
—= 2(2(p1 A (=p1 V =(p1 V p2))) V (—p1 A —p2))
—= =(p1 A (—p1 V (p1r A p2))) A = (—pr A pa)
—= (p1 A (=p1 V (21 A =p2))) A (21 V —po)
—= (p1 A (7p1 V (=p1 A p2))) A (1 V p2)
—= (p1 A ((=p1 V =p1) A (=p1 V =p2))) A (p1V p2)
—= pr A1 A (2p1 V p2) A (pLV p2)

Passo 3: Aplicar método ELC as clausulas py, —pi, =p1 V —ps e p1 V pa. O qual se
simplifica ao resolvente basico das clausulas p1 e =py, como ilustrado na figura 5.11.

Assim, p1, —p1, 7 p1 V pe,p1 V py == O

E claro que o método de resolucao, a cada passo, pode ter muitos caminhos possiveis a
serem seguidos. Uma maneira de automatizar o processo ¢ considerar todos os caminhos
possiveis. Ou seja, em cada etapa gerar todos os possiveis resolventes do conjunto de
cldusulas correntes.
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pr——A——"p1

o0
Figura 5.11: Resolvente bésico de p; e —p;

Definicao 5.3.13 Dado um conjunto de cldusulas ', definimos R(I") como sendo a unido
de T' com o conjunto de todos os possiveis resolventes bdsicos de cldusulas em I'. Definimos
R™ como seque

RO =T
RMHT) = R(R™(I'))

Exemplo 5.3.14 Tomando a resolugdo do exemplo 7?7 temos que I' = {py,—p1, p1 V
—p2,p1 V D2}

Por definigio. R°(T) = T. Assim, como RY(T) = R(R%T)) entao RY(T) = R(T).
ER(T) € a unidao de I' com todos os resolventes bdsicos envolvendo cldusulas em I'. Ou
seja, R(I') = {0, =pa, pa, p2 V =02, p1 V —p1 } UL Por tanto,

RYT) = {0, =p2, p2, p2 V =2, p1 V =1, P1, ~P1, ~P1 V —Pa, p1 V pa}

R*(I') = R(RY(T)) e R(RY(T)) = {8, =p2, p2, p2 V=2, 1V p1, p1, =1, ~p1V —pa, p1 V
p2} URNT). Por tanto, como nao acrescentou novas cldusulas, R*(T') = RY(T). Clara-
mente, 0 mesmo vai ocorrer para os proximos R™ e portanto para todo n > 1, R™(I') =

RUT).

Proposicao 5.3.15 Seja I' um conjunto de cliusulas. o € R™(I') para algum n se, e
somente se, I' = a.

DEMONSTRAGAO: Mostraremos, por inducao em n que se o € R™(I") entao I' = a.

Caso base: Se n = 1 entao R™(I') = R(I'), ou seja a uniao de I' com todos seus resolventes
béasicos. Se a € R(I") entao ou a € T', em cujo caso, a seqiiéncia a é uma dedugao por
resolucao de o a partir de I'; isto é, ' == a. Se a é um resolvente basico de de clausulas
em I', digamos o, e o, entao a seqiiéncia, o, oj, @ ¢ uma dedugao por resolucao de o a
partir de I', isto é, I' == a.

Etapa indutiva: Assuma que para cada o/ € R¥(T") temos que I' %= /. Se a € R¥(T)
entdao a € R(R¥(T)). Logo, por definicio de R, ou a € R¥(I") ou é resolvente bésico de
algum «a;, o; € RF(I'). Em ambos os casos procedemos como no caso base.
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Por outro lado, se I' %= «, entao existe uma dedugao por resolucao, ay, ..., q,, de «
a partir de I'. Mostraremos por indugao em ¢, com 1 <i < m, que cada a; € R"(I") para
algum n.

Caso base: Se i = 1, entao necessariamente o; € I'. Logo, trivialmente, o;; € RT.

Etapa indutiva: Assuma que para cada i < k < m, «; € R™"(I') para algum n. Como
ap4+1 ou pertence a I' ou € o resolvente basico de a; e a;, com j,I < k. No primeiro
caso, trivialmente, a1 € R°(T). No segundo caso, pela hipdtese indutiva temos que
a; € R™(I") ey € R™(T"). Como, por defini¢ao de R"™, RP(T") C R%(T") sempre que p < g,
entio R™([') C Rmae(nln2)(T) ¢ R (T) C R™=™Ln2/(T). Logo, aj, a; € R™M®Ln2)(T).
Portanto, a1 € R(R™@m2)(T)), ou seja apyy € RMMIn2D+UT)

Corolario 5.3.16 Seja I' um conjunto de cldusulas. O € R™TI') para algum n se, e
somente se, I' = 0.

DEMONSTRAGAO: Direto do teorema anterior fazendo « a cldusula vazia (O). m

Por definigao, I' € R(I') C R*(T") C - --. Além disso, cada R"(T") C I'*, o conjunto de
todas as possiveis cldusulas usando literais contidos em I', pois nenhum literal novo pode
ser gerado numa resolucao basica. Logo, como I'* é finito, entao para algum inteiro m,
R™(T) = R*T) para todo k > m. Assim, a operagao de tomar resolventes encerra depois
de alguma quantidade finita de passos. Se O € R™(T"), entao existe uma refutacao de I’
(coroldrio 5.3.16), caso contrério nenhuma refutacao de I' existe. Assim, dado qualquer
conjunto I' de clausulas, quando ou nao I' - O é decidivel.

5.4 Resultados de Completude

Nesta se¢ao investigaremos as relagoes entre as trés maneiras de abordar a légica proposi-
cional vistas até o momento: conseqiiéncia légica, representado pelo simbolo |=; prov-
abilidade, representado por F; e refutabilidade através do método ELC, representado
pelo simbolo *—. O primeiro é o método matematico ou semantico, o segundo ¢é
o método formal ou dedutivo e o terceiro é o método computacional. Primeiramente,
mostraremos que todo teorema de Tp é logicamente valido, isto é, uma tautologia.
Para isso mostraremos, preliminarmente, o seguinte lema.

Lema 5.4.1 Se a € um axioma de Tp, entao o € uma tautologia.

DEMONSTRAGAO: Para mostrar isto usaremos as tabelas verdade.
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1. O axioma Ay, isto é:

ap — (042 - 041),

é uma tautologia, pois basta observar a sua tabela verdade

2

a1

(o
1
0
1
1

oo -
r—\»—t»—n»—tl
r—\O»—t»—tl
oo R QS

2. O axioma A,, isto é,

(1 = (2 — a3)) = ((a1 = a2) — (1 — a3))

é uma tautologia, pois basta observar a sua tabela verdade.

~—
~—
~—
~—

e
N

—
OO OO R KRR RFE R0
ay
H)—‘)—*)—*I—*HOHl
—~
OO R R OO R RO
no
YamS
OOOOHH}—‘}—‘@
=
oS
OO OO R R RFH RO
=

= o= o ]

— —_ O ) Rk Pk O Y

}_\}_\}_\)_lHH}_\}_\\l/

r—\r—t»—t»—t@@r—t»—tl

OO R P OO

»—)—lr—lr—tH»—Or—ll

+—w—x>—x>—no+—\©>—xl

O O R O RO RR|®

3. O axioma Aj, isto é,

é uma tautologia, pois basta observar a sua tabela verdade.

2
n
L
9
N

(_' %) %)

—_ o = o
O R O
>—l+—*©>—tl
— = O O
e Rl S
>—t»—»—>—ll
R e )
S = O =
OH}—‘}—‘l
S O = =
>—t»—©>—ll
O R O R

Teorema 5.4.2 (Tp é segura) Se - « entdo = a. Isto €, se a € provdvel, entio o é
uma tautologia.
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DEMONSTRAGAO: Se b «, entao existe uma derivacao ou prova de «, digamos aq, as, . . ., o,
onde o, = « e tal que para todo 7, 1 < ¢ <n, o; ¢ um axioma ou segue por MP de «; e
ag, onde a = a; — oy e J, k <.

Mostraremos, por indugao sobre ¢, que cada «; na derivagao é uma tautologia.

Caso base: © = 1. Por definicao de prova, a; deve ser um axioma, e portanto pelo lema
5.4.1, uma tautologia.

Etapa indutiva: Suponha que «; é uma tautologia para todo i, 1 < ¢ < k. Devemos
mostrar que 4 é uma tautologia.

1. Se aj é um axioma, pelo lema 5.4.1, é uma tautologia.

2. Se ay, segue por modus ponens de o; e o, onde i, j < k e a; = ; — ay, entao, como
a; e a; sao tautologias, pela hipétese indutiva, aj ¢ uma tautologia pela definicao
de —.

Portanto, a; é uma tautologia para todo i, 1 < i < n. Como a = a,, segue que « é
uma tautologia. m

Corolario 5.4.3 Se '+ a entio I' = «.

DEMONSTRAGAO: Se I' F «a entdo pela observagao 6.c do capitulo 4 (teorema da com-
pacidade) temos que I'g F « para algum I'y C I', finito. Suponha que I'g = {a1, ..., a,},
entdo, pelo teorema da dedugao, temos que - a3 — (g — (... (o, — «)...). Logo, pelo
teorema seguro temos que = a3 — (a2 — (... (@, — «)...). Aplicando o teorema da
dedugao (repetidas vezes) temos que I'y = . Como T’y C T, entdo pelo exercicio 9.a do
capitulo 3, temos que I' = a. =

Assim, dedutibilidade implica verdade, significando que a teoria formal Tp é segura e
o corolario nos diz que a nocao de conseqiiéncia na teoria formal Tp se corresponde com
a nocao de conseqiiéncia semantica ou logica. Vejamos, agora, verdade e computacao.
Pretendemos mostrar que se o é uma tautologia, entao podemos achar uma refutacao
para —~a. Se a é uma tautologia, entao —« é insatisfativel. Queremos mostrar que se -«
é insatisfativel, entao —~a =— 0O.

Assumiremos que a férmula -« estd na forma normal conjuntiva reduzida. Portanto,
= é um conjunto de clausulas, o qual entendemos como a conjunc¢ao dessas clausulas.

Definicao 5.4.4 Se I' € um conjunto de clausulas, a frase ‘I' com « substituido por
B7 denota o conjunto (I' — {a}) U{S}.

Ou seja, a clausula « é removida do conjunto de clausulas I' e entao a clausula G é
adicionada ao resultado.
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Lema 5.4.5 Se I' é um conjunto insatisfativel de cldusulas bdsicas com o € ', 3 C o? e
B#0, entao ', com a substituido por 3, € insatisfativel.

DEMONSTRACAO: Por definicao de cldusula, o é uma disjuncao de literais. Como 3 C «,
£ é uma disjuncao de literais. Se I', com « substituido por 3, é satisfativel, entao existe
uma interpretacao sob a qual I' com « substituido por  é verdadeira. Como I' é uma
conjuncao de clausulas, sabemos que (8 deve ser verdadeira sob esta interpretacao. Logo,
como 3 é uma disjuncao de literais, ela é verdadeira, somente se um dos literais em [
¢ verdadeiro. Como (3 C «, a mesma interpretagao torna « verdadeira e portanto I' é
satisfativel, contradizendo nossa suposi¢ao inicial. Portanto, I' com « substituido por (3
é insatisfativel. m

Este lema nos assegura que um conjunto de clausulas insatisfativel nao pode ser satis-
fativel eliminando alguns literais em suas clausulas. E eliminando a clausula toda? Como
uma cldusula é uma disjungao, eliminando elementos (literais) torna-a mais distante de
ser satisfativel. Mas, como uma férmula é uma conjuncao de clausulas, eliminar alguma
de suas clausulas, torna-a mais provavel de ser satisfativel. Por este motivo que colocamos
a restricao no lema anterior, de ( ser diferente de vazio.

Definicao 5.4.6 Um conjunto I" de cldusulas é wm conjunto minimal insatisfativel
se I' € insatisfativel, mas qualquer subconjunto proprio de I' ndo € insatisfativel.

Observacao: Pelo teorema da compacidade o conjunto minimal insatisfativel é finito.

Todo conjunto insatisfativel contém um subconjunto minimal insatisfativel. Mas, esse
conjunto nao ¢é necessariamente tnico.

Exemplo 5.4.7 {pi, ps, 7p1, "p2} tem dois subconjuntos minimal insatisfativel, quais se-
jam {py,=p1} e {p2, P2}

No sentido de simplificar a prova do proximo lema, introduziremos as nocoes de
clausula unitaria, multiunitaria e nao unitaria, assim como o conceito de excesso
de literais.

Definicao 5.4.8 Uma clausula que contém exatamente um literal é uma cldusula unitaria.
Uma clausula multiunitaria ¢ aquela que contém dois ou mais literais. Uma cldusula
nao unitaria ¢ ou a cldusula vazia ou uma clausula multiunitdria.

Definicao 5.4.9 Seja I' um conjunto finito de cldusulas. Denote por #I' o nimero de
clausulas no conjunto I', e ##1 0o ndmero de ocorréncia de literais em I'. O numero
de excesso de literais em I' € ##1" — #I', que € ndo negativo se O ¢ .

2Lembre-se que a é uma cldusula e portanto pode ser visto como um conjunto.
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Exemplo 5.4.10

o I'={p:1 Vp2,—p1 Vps,—p2Vps,ps}

o #I' =4 (o nimero de clausulas em T")

o ##I' =T (0o nimero de literais em I")

o H#H#HT' — #I' =3 (0 nimero de excesso de literais em T")

O é a unica cldusula sem literais. Logo se O ¢ ', I' tem no minimo um literal em cada
clausula, tornando ##I' > #I" e o nimero de excesso de literais nao negativo.

Lema 5.4.11 Se I € um conjunto, ndao vazio, minimal insatisfativel de clausulas bdsicas,
entao I' *— 0.

DEMONSTRAGAO: Se O € T', entao I' = {0} uma vez que I' é minimal, e {0} *— O.
Suponha, agora, que O ¢ I' e seja n o numero de excesso de literais em I, isto é, n =
##1" — #I'. Mostraremos, por inducao sobre n, que I' =— O.

Caso base: n = 0. Se o niumero n de excesso de literais é 0, entao, necessariamente, todas
as clausulas em I' sdo ndo unitarias. Logo, I' é da forma {p;,, =pi,, Piss “Dis, - - - » Pir> “Pis. }
onde cada p;;, com 1 < j < k, ¢ uma proposigao atomica. Neste caso, a resolugao bésica
sobre duas cldusulas unitarias complementares, p;, e —=p;, por exemplo, gera 0.

Etapa indutiva: Suponha que I' *— O para todo conjunto minimal insatisfativel de
clausulas basicas I' com k excessos de literais, para todo 0 < k < n. Devemos mostrar
que I' == O, onde I' é um conjunto minimal insatisfativel de cldusulas basicas, com n
excessos de literais.

Como n > 0, existe uma clausula multiunitaria «, em I'. Seja a1 € a e I'y igual
a I' com « substituido por a — {ay}. Pelo lema 5.4.5, I'; ¢ insatisfativel. Seja IV um
subconjunto minimal insatisfativel de I';. Agora I'; (e portanto I') tem menos que n

*

excessos de literais. Pela hipdtese indutiva, IV %+— O por alguma refutacao de solucao

B1, B2y -y Br—1, B, = O. Algum 5; é a — {a;}, caso contrario I' ndo seria minimal.
Tomamos f,..., 3 numa dedugao de T' substituindo « por a — {a;}, para gerar «,
e adicionando subseqiientes resolventes para incluir «, se necessario. Seja [, ..., 5,

denotando a dedugao de I', assim obtida. Se 3, = O entao tudo bem. Caso contrario,
By = {a}, e devemos obter uma refutacao de A U {a} para algum subconjunto A de I" e
juntar ele com 1, ..., [, para obter uma refutagao de I'.

Seja I'y igual a T' com « substituido por {«;}. T’y é insatisfativel novamente pelo lema
5.4.5. Seja I', um subconjunto minimal de I'y. Agora, I', é © — {a;} para algum © C T,
desde que {a;} deve estar em I'y (Caso contrario I', seria um subconjunto préprio de T,
contradizendo a hipétese de que I' é um subconjunto minimal insatisfativel).

aU{a1} tem menos elementos que n excessos de literais, portanto pela hipdtese de
indugdo existe uma refutacao vi,...,7 de © U {ay}. Entdo £i,...,0,7,.--, % ¢ a
pretendida refutacao de I'. =
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Teorema 5.4.12 = « implica ~o *— 0. Ou seja, se a é uma tautologia (logicamente
vdlida), entao existe uma refutacdo de —cv.

DEMONSTRAGAO: = « se e somente se -« ¢ insatisfativel. Se -« é insatisfativel entao
existe um subconjunto minimal insatisfativel I' de —«. Pelo lema 5.4.11, I' *— 0O.
Portanto, pela mesma refutacao, o = 0. m

Corolario 5.4.13 SeI' € um conjunto insatisfativel de cldusulas bdsicas, entao I' =— 0.

DEMONSTRAGAO: Se I' é um conjunto insatisfativel de clausulas bésicas, entao sua
negagao, isto é —I', é uma tautologia, isto é = —I'. Logo, pelo teorema anterior, temos
que -I' == 0. =

Assim, se uma férmula « é uma tautologia (valida) podemos computar uma refutagao
de —a. Isto significa que nosso esquema de computacao é completo. Agora generalizemos
este resultado, ligando a nocao de consequéncia logica com dedugao por resolugao.

Proposicao 5.4.14 Seja I' uma conjunto de cldusulas e o uma cliusula. Se I' = «
entdio I' == «. Ou seja, se a € consequéncia logica de ', entdo existe uma deducdo por
resolucao de o a partir de T'.

DEMONSTRAGAO: Se I' = « entdo, pelo teorema da compacidade, existe T'y C T finito
tal que 'y = a. Seja Iy = {ay,...,a,}. Pelo teorema da dedugao temos que: |=
a; — (.. (o, — @)...), isto é, = -y V...V -, V a. Logo, pelo teorema 5.4.12
—(—-a V...V -y, V) 2= 0. Suponha ainda que a cldusula o é 17 V...V 1;. Assim,
ag, ..., 0,197, .. 17 == 0. Aplicando o teorema da dedugao simples (proposicao 5.3.7)
k-vezes, temos que aq,...,q, = 11 V...V 1, ou seja, ' *— «. Aplicando o teorema
da compacidade (proposigao 5.3.7), temos que ' *— . m

Note que o fato desta proposicao requer que em I' = «, todos sejam somente clausulas,
nao tira a generalidade do mesmo, pois se I' é um conjunto de férmula quaisquer, entao
cada uma das formulas em I' pode ser transformada numa fncr equivalente, e portanto
geraria um conjunto de clausulas. Unindo todos esses conjuntos de clausulas teriamos um
conjunto de clausulas I equivalente ao conjunto de férmulas I". Analogamente, se « for
uma férmula qualquer ela pode ser transformada a fncr, suponha que a fner de « seja
oy AN...ANal,. Entdao em vez de I' |= o terfamos IV = o) e ... e IV = o, satisfazendo a
condicao da proposi¢ao acima.

Até aqui sabemos que dedutibilidade implica verdade, e verdade implica computacao.
Comparemos, agora, computagao e deducao.

Comecaremos estabelecendo que se 3 é um resolvente bésico de clausulas num conjunto
de clausulas «, podemos provar que - a — (3. A partir daqui generalizamos, considerando
o caso no qual existe uma dedugdo por resolucdo de (5 a partir de a (possivelmente
envolvendo vérias etapas de ELC).
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Lema 5.4.15 Seja o uma formula na fncr. Se B é um resolvente basico de duas clausulas

em «, entao F o — (. Isto é, se a *— (3 usando uma unica resolucao bdsica, entao
Fa— (.

DEMONSTRACAO: Se o« *— (3 usando uma tnica resolucao basica, entao a é da forma
(ay Vp) A (—p V ag) A g onde p é uma proposi¢ao atomica, oy e ag cldusulas, ag é uma
conjuncao de clausulas, e § = a7 V ay. Pretendemos mostrar que

(a1 Vp)A(—pVas) ANas F 5,

o qual, por definicao de V como uma abreviagao, podemos também escrever

(o = p) A (=7 p — az) Nag F (mag — az)

1. —a; —p hipétese

2. p— —p proposicao 4.3.3.b

3. "oy — 1,2, proposicao 4.3.2.a
4. —p — ay hipétese

5. T — Qg 3,4, proposicao 4.3.2.a

Assim, temos que - — p, 0 p — s F —ap — as. Logo,

6. (ma; —p)A (= p— a) F-a; — as Exercicio 5 do capitulo 4
7. (mag = p)A(—=p — ag),as F a3 — s propriedade 1 de dedutibilidade
8. (may = p)A(—p— az) Naz b —ap — ag

isto é, a - 3, e pelo teorema da deducao para Tp temos - a — 5. =

Lema 5.4.16 I' = 3 implica I' - (3.

DEMONSTRAGAO: I' == [ implica que uma dedugao por resolucao de 5 a partir de I'
existe. (Isto é, existe uma seqiiéncia, a, . .., a, tal que a,, = 5 e para todo i, 1 <i < n,
a; ou é uma cldusula de I' ou é um resolvente bésico de dois «;’s prévios na seqiiéncia).

Mostremos, por inducao sobre i, que para todo ¢, I' - «;.

Caso base: 1 = 1. «a; é uma clausula de I'. Entao, trivialmente, a seqiiéncia o; é uma
prova de I' F ;.

Etapa indutiva: Assuma que I' F «;, para cada ¢ < k. Devemos mostrar que I' F .

1. Se oy, é uma clausula de I', entao, como no caso para ¢ = 1, temos que trivialmente,
'+ Q.
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2. Se ay é um resolvente basico de duas clausulas anteriores na seqiiéncia, suponha que
de a; e a;, onde i,j < k, entao a = (o — 1) U (a; — 1) para algum literal 1°. Pela
hipGteses indutiva temos que I' - a; e I' - a;. Observe que 1V a =1 — a. Assim,
@ =1— (—1)ea; =1 — (o;—1). PortantoI' F 1 — (;—1) eI+ 1 — (a;—1).
Pelo exercicio 2.f. e 2.g. do capitulo 4, temos que I' F =(a; — 1) — (aj —1). Ou
seja I' F (a; — 1) U (a; — 1). Portanto, I' F ay,.

Para ¢ = n, temos I' + «a,,. Como «,, = (3, entao I' -+ 3. Portanto, I' =*— [ implica
'G5 m

Corolario 5.4.17 Se ~a = 3 entao F ~a — (3.

DEMONSTRAGAO: Se —av == [3, entdo pelo lema acima, fazendo I' = {—a}, temos que
=« F (. Aplicando o teorema da deducao temos que - —-a — 3. =

Teorema 5.4.18 Se existe uma refutagao de -« (por ELC), entdo podemos provar o
em Tp. Isto é, ~a—=— O implica - .

DEMONSTRACAO: Se —« —*— O, entao existe uma deducao por resolucao aq,...,q, = O
a partir de —a.

1. Se O € —a entdao —a = {0}, uma vez que —« estd na forma normal conjuntiva
reduzida. Mas, entdo o = —(—a) = -0 = 7. Lembre-se que 7 é uma abreviagao
para aV =, o qual, por definicao, é equivalente a : —a — —«. Portanto, o implica
- — —a, 0 qual é provavel pelo lema 77.

2. O deve ser resolvente basico de o e o, 7, j < n. Lembre-se que O é uma abreviagao
para a A —a. Logo pelo coroldrio 5.4.17, temos F = — (a1 A =)

1. F-a— (g — =) defini¢ao de A

2. Fa— —a proposicao 4.3.3.b
3. F(—a— (e = a1)) = (g — =—ay) — a) proposicao 4.3.3.d
4. F (g — ) — « MP 1,3

5. Fa MP 2.4. m

Teorema 5.4.19 (Teorema da Completude) Na ldgica proposicional

F a se e somente se |= a se e somente se ~a —— O

3Se 1 é a férmula atomica p entdo I é a férmula —p. Se 1 é a férmula —p entdo 1 é a férmula atomica
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DEMONSTRAGAO:
Fa implica = « teorema 5.4.2
= a implica —o—— O teorema 5.4.12
- == 0 implica F « teorema 5.4.18. m

Conseqiientemente, na légica proposicional uma férmula é provavel se e somente se
ela é logicamente valida (isto é, é uma tautologia) ou, equivalentemente, se e somente se
sua negacao se reduz a clausula vazia pela resolugao basica (ELC).

Corolario 5.4.20 (Teorema da Completude Forte) Na ldgica proposicional

['F « se e somente se T' = « se e somente se I' = «

DEMONSTRAGAO: Direto do coroldrio 5.4.3, da proposicao 5.4.14 e do lema 5.4.16. m

Observe que, entre outras coisas, o teorema da completude nos permite substituir a
tediosa e dificil tarefa de provar que uma féormula é um teorema na teoria formal Tp,
por simplesmente, mostrar que a férmula é uma tautologia, a qual é uma tarefa menos
tediosa e principalmente automatica, ou melhor ainda, por simplesmente mostrar que
existe uma refutacao de sua negacao, o qual pode também ser realizado automaticamente
e com um custo computacional menor que usando tabelas verdade. Assim, o teorema
da completude interliga as trés dimensoes da légica proposicional vistas aqui, e desta
maneira podemos passar, por exemplo, resultados obtidos na dimensao semantica, para
a dimensao sintatica ou computacional, isto é, todo o que pode ser demonstrado numa
dimensao, pode ser demonstrados nas outras. O corolario 5.4.20 estende este resultado
para ligar dedugao a partir de um conjunto de premissas com conseqiiéncia logica e com
deducao por resolucao de uma clausula a partir de um conjunto de clausulas.

5.5 Exercicios

1. Exibir uma refutacao da negagao de cada uma das seguintes proposigoes. (Observe
que isto requer que cada férmula seja negada e entao convertida para fncr antes de
comegar a resolucao).

a. pr—p1

b. p1 — ==y

- ((pr = p2) = p3) — ((p1 — p2) — (p1 — p3))
. (=1 = p2) = (Fp2 — p1)

- (72 = =p1) = (kw2 = p1) = p2)

o, o

@

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (verséo 3.1)

112



CAPITULO 5. RESOLUCAO NA LOGICA PROPOSICIONAL

f. (p1 — ==p1) A (==p1 — p1)

g —(p1 — —p2) = po

h. p1 Ap2 — pa

i. 2(p1 — —p2) =

J- P1ADP2 — >

k. p1 = (==(p1 — —p2) — p2)

L (pr — p2) A (pr — p3) — (p1 — p2 A p3)

m. (p1 — p2) — (p3 V1 — psV po)

n. (p1 — p2) — ((p3 = p1) — (p3 — p2))

0. (p1 — p2) A (p2 — p3) — (p1 — p3)

. mp1 — (p1 — p2)

-1V (p2Vps) = (p2V(p1Vps) Vi
(p2V (p1Vps)Vpr —p2V(p1Vps)

s. p1V (p2Vps) — p2V(p1Vps)

t. =(=p1 A1)

w. =(pyr Ap2) = (p2 — —p1)

v. (p1 — p2) — (=p2 — —p1)

w. (=p1 — —pa) — (p2 — p1)

X. (p1 — p2) — (p3 Ap1 — p2 A p3)

Y- P1Ap2 = pa A

z. (p1 — (p2 — p3)) Ap2 — (p1 — p3)

aa. ~p1 — (p1 — p2)

ab. (p1 — p2) — (—=p2 — —p1)

ac. p1 — (7p2 — =(p1 — p2))

(p1 — p2) — ((=p1 — p2) — p2)

ae. (—p1 — —p2) — (p2 — p1)

af. (=pr — p1) =

ag. p1 — (=p1 — p2)

(p1 — p2) = ((p2 = p3) — (p1 — p3))

o

=

o,

ad.

=

a.

2. Exibir uma refutacao por resolucao dos seguintes conjuntos de clausulas

(a) {p1Vp2V ps,—p1 VD2, 73V p1,p2}
(b) {=p1V pa2, =2V ps3, —p3 V —p1,p1}
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(c) {p1V p2,~p3, 72,02V p3V —p1 }
3. Mostre que I' - «,quando:
(a) I'={p1 Vpa Vps,—ps V ps, —p1, P2 V s} e @ =p3 V py

(b) I' ={=p1 Vo, ~pa V ps,—p3s V p1 V ps, 7 ps} € & = —pa Vp3 V py
() I'=A{paVps,—p1 V-psVps,—p3sVps}ea=-pVpy

4. Para os conjuntos de clausulas I' do exercicio anterior, determine I', #1" e ##1".

5. Demonstre que se ' *— «, para cada o € © e © 2 f entdo ' =— (. (Lei do
corte)
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Capitulo 6

Loégica de Predicados: Linguagem e
Semantica

A linguagem logica vista até aqui nao é suficientemente expressiva para analisar assercoes
como “todo estudante gosta de tirar boas notas” ou “nao existem corvos azuis”. Para
tal precisamos ter um mecanismo que nos permita percorrer o universo dos individuos
sobre os quais se esta afirmando alguma coisa (nas asser¢oes acima, o universo seria o
dos estudantes e o dos corvos, respectivamente). Considere agora a sentenga “o gato
é magro”, ou em notacao légica, magro(gato). Esta sentenca é verdadeira ou falsa?
Antes de responder essa questao precisamos definir a palavra gato de modo que saibamos
exatamente o que gato significa. Agora compare esta sentenca com “algo é magro”.
“Algo” aqui é bastante diferente de “gato”. Para testar a verdade dessa sentenca nao
precisamos conhecer de antemao exatamente o que “algo” é. Precisamos saber o conjunto
o qual “magro” percorre e entao observar cada elemento desse conjunto para verificar se
pelo menos um é magro. Caso sejamos bem sucedido entao “algo é magro” é verdadeira.
Por isso, em ldgica ndo escrevemos magro(algo), mas Jz.magro(z). Isto pode ser lido
literalmente como “para algum z, x é magro”, o qual é obviamente equivalente a “algo é
magro”.

O significado dessa sentenca é

existe um wvalor, o qual quando substituido por x em
magro(zx), gera uma proposi¢ao verdadeira.

Considere, por exemplo, a assercao “o gato é magro e faminto”, que na linguagem
) ) )

l6gica pode ser escrito por magro(gato) A faminto(gato). Como o significado de gato é
fixo de antemao ambas as ocorréncias de “o gato” se referem a mesma coisa. Por outro
lado, em “algo é magro” e “algo é faminto”, que em linguagem légica é Jx.magro(x) A
Jy. faminto(y), as duas coisas poderiam ser diferentes. é também possivel dizer “algo é
ambos magro e faminto”, isto é, Jx.(magro(x) A faminto(z)). Neste caso, o que quer que
seja 0 que estamos nos referindo é magro e faminto.
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Diferentemente de gato, que é uma constante, x tem o potencial para variar e por-
tanto é chamado variavel. O z em dz é uma varidvel e aplica-se a toda a férmula que
segue o ponto. Para formulas nao atomicas o uso de parénteses é necessario para delimitar
o escopo de z. Por exemplo, Jz.(P(z) vV Q(z)). A ocorréncia de 3z liga as ocorréncias de
xr naquela féormula.

Os simbolos 3 e V sao chamados de quantificadores, enquanto que dr e Vx sao
chamados de quantificagcoes. O quantificador 9 é chamado de quantificador existen-
cial, pois pode ser lido como “existe um” ou “para algum”. Ja o quantificador V é chamado
de quantificador universal, pois pode ser lido como “para todo” ou “para cada”. Por
exemplo, em “Pedro gosta de todo mundo”, nao escrevemos gosta(Pedro,todomundo),
mas Vz.gosta(Pedro, x). Para ver se esta sentenga é verdadeira (estamos usando o nome
sentenga como sinoénimo de afirmagao, embora sejam nogoes sutilmente diferentes) pre-
cisamos checar que Pedro gosta de todos os valores como especificados na abrangéncia.
O significado dessa sentenca é

Para todo valor substituido por x, gosta(Pedro, z) € uma
assercao verdadeira.

E importante ter consciéncia de que quando temos duas ocorréncias da mesma variavel,
ligada pela mesma quantificagao elas devem denotar o mesmo valor. Por exemplo, os x’s
em dz.(magro(x) A faminto(z)) deve denotar o mesmo valor. Para tornar a sentenca
verdadeira devemos achar um valor para x que seja ambos magro e faminto. Por outro
lado em Jx.magro(xz)AJzx. faminto(x) os dois z’s sdo ligados por diferentes quantificagoes
e precisamos achar algo que é magro e algo que é faminto. O mesmo ou diferente, nao im-
porta, para a sentenga ser verdadeira. No caso, Vx.gosta(x, Pedro) V Vz.gosta(x, Maria)
é verdadeira se Vx.gosta(x, Pedro) ou Vz.gosta(x, Maria) é verdadeira. Aqui os dois x’s
sao ligados por diferentes quantificacoes. Elas sao realmente variaveis diferentes.

Na sentenga “algo gosta de todo mundo”, o qual é Jz.Vy.gosta(z,y) as duas varidveis
dos quantificadores aninhados sao diferentes.

Quantificadores que sao da mesma espécie podem ser colocados em qualquer ordem.
Por exemplo,

Va.Yy.(mae(x,y) — parente(zx,y))

nao é diferente de

Yy Nx.(mae(x,y) — parente(x,y))

Eles significam que, para quaisquer = e y, se x é mae de y entao x é um parente de y.
Generalizando, Jx.3y.« significa 0 mesmo que Jy.dz.a.
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Para quantificadores de espécies diferentes a ordem é importante. Por exemplo,

Vy.3x.mae(z,y)

nao significa o mesmo que

dx.Vy.mae(z,y)

O primeiro diz que todo mundo tem uma mae, literalmente, para todo y existe algum
x tal que x é mae de y. Sabemos que isso é verdadeiro quando = e y variam entre seres
humanos. O segundo diz que existe uma pessoa que ¢ mae de todo mundo. Literalmente,
existe algum z tal que para todo y, x é mae de y. Isto nao é verdadeiro quando y e =
percorre o conjunto dos seres humanos.

6.1 Traducao do Portugués para a Légica

Traduzir do Portugués para logica, no caso da légica proposicional, basta ligar as sentencas
atomicas com os conectivos A (e), V (ou), — (se ... entdo), - (nao) e < (se e somente
se). O mesmo principio se aplica quando temos quantificadores e variaveis, mas existem
alguns problemas especificos que precisam ser considerados.

A seguir veremos algumas regras uteis para nos ajudar no processo de traducao.

Pronomes: Pronomes, palavras tais como “ele”, ou “nada” por si préprios nao se ref-
Y Y

erem a qualquer coisa especifica mas tém significado a partir do contexto. Ja tivemos a

oportunidade de ver como “algo” e “todo mundo” sao traduzidos usando quantificadores.

“Nada” ¢ similar. “Nada é magro” torna-se ~3z.magro(z).

Palavras tais como “ele”, “ela” sao usadas especificamente como referéncia a alguém
ou algo que ja foi mencionado, portanto inevitavelmente correspondem a duas ou mais
referéncias ao mesmo valor. Quando encontramos um pronome tal como este devemos
proceder como se estivéssemos manuseando com o que ele se refere. Se ele é uma constante,
entao substitui-lo pela constante. Por exemplo, “José gosta de Maria e ela o adora” torna-
se

gosta(José, Maria) N gosta(Maria,José)

Isso é facil, mas quando o pronome se refere a uma variavel devemos primeiro estabele-
cer uma quantificagao e assegurar que ele se aplica a ambos. Por exemplo, considere “algo
estd magro e ele esta faminto”. Nao é correto traduzir separadamente as duas frases “algo
estd magro” e “ele esta faminto”. Nao é correto porque o “algo” e “ele” sao ligados pelo
conectivo “e”. Neste caso devemos estabelecer uma variavel para lidar com esta ligacao.
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Jdx.(z estd magro e x esta faminto)

[P

e entao lidar com o “e”.

Jdx.(magro(z) A faminto(x))

Podemos estabelecer a seguinte regra: se pronomes estao ligados por um conectivo,
trate dos pronomes antes do conectivo.

6.2 Quantificadores e Tipos

Freqiientemente uma frase deve ser traduzida a linguagem légica usando uma quan-
tificagao universal sobre um certo tipo de coisas em vez de acerca de todas as coisas.
Assim, nesses casos, devemos qualificar o quantificador. No caso do quantificador univer-
sal isso ¢ feito usando uma implicagao. Por exemplo, “todos os seres racionais odeiam
violéncia” tem como traducao

V (racional) z.(z odeia violéncia)

onde racional diz-se um qualificativo. Isto se traduz para

Va.(racional(x) — odeia-violéncia(x))

Se a quantificagdo é existencial, entao é usada uma conjungao para ligar a parte
principal com a parte qualificada. Por exemplo, “Maria gosta de alguém que gosta de
logica”. Devemos escrever primeiro

3 (uma pessoa que gosta de 16gica)y.gosta(Maria,y)

e entao
Jy.(pessoa(y) A gosta(y, ldgica) A gosta(Maria,y))

Regra: Torne a estrutura da sentenca correta antes de manipular o qualificativo.

Qualificativos podem ser traduzidos usando — ou A apropriadamente. Por isso intro-
duziremos uma notacao para facilitar os seus usos. Escreva Vx : nome — do — tipo.[- - - |
ou 3z : nome — do — tipo.|- - -] e chamemo-lhes quantificadores tipados.

A notacao é principalmente usada para qualificativos padrao, as vezes referidos como
“tipos”. Sentencas usando tipos podem sempre ser reescritas com a propriedade do
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tipo explicitada. Qualificativos padrao incluem pessoas, nimeros (inteiros, reais, etc.)
caracteres, tempo, lista, conjuntos enumerados, etc. Por exemplo,

YV : tempo.Ny : tempo.(x >y — apds(z,y))

seria uma simplificacao para

V. Vy.(tempo(x) A tempo(y) Az >y — apds(z,y))

Tipos padrao sao muito usados quando se escreve especificacao de programas, os quais
correspondem as varias estruturas de dados, tais como lista, num, etc., usados em pro-
gramas.

Ja4 vimos que a sentenga Va.a(z) é verdadeira se e somente se cada sentenca aft/z]
obtida de a(x) ao substituirmos cada ocorréncia de x por um valor ¢, é verdadeira.

Por exemplo, “todos os programas que funcionam terminam”, cuja traducao légica é

Va.(programa(z) — (funciona(x) — termina(x)))

¢ verdadeira se cada sentenca obtida substituindo um valor de x é verdadeira. Se o valor
t substituido é um programa, entao programa(t) é verdadeiro e a sentenca resultante

programa(t) — (funciona(t) — termina(t))

é verdadeira se funciona(t) — termina(t) é verdadeira. Se o valor ¢ torna programa(t)
falsa (isto é, t ndo é um programa) entdo a sentenca resultante também é verdadeira.
Na prética, avaliamos o valor de uma sentenca numa situacao na qual os valores que
substituem z sao fixados de antemao. Por exemplo, eles poderiam ser {todos os programas
escritos por nds}.

Quando sao usados quantificadores qualificados eles sugerem a abrangéncia dos valores
que devem substituir de modo que se possa testar a verdade da sentenca.

A sentenca “todos os programas que funcionam terminam” serd escrita

Va : programas.( funciona(z) — termina(z)).

Nesse caso os tnicos valores que devemos considerar para x sao aqueles que nomeiam
programas. Esses sao exatamente os valores que sao tuteis para mostrar que a sentenca
é verdadeira. Analogamente, a sentenca “alguns programas que terminam funcionam”, o
que em logica é

Jdx.(programa(z) A funciona(z) A termina(x))
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¢ verdadeira se pelo menos uma das sentencas obtidas substituindo x por ¢ for verdadeira.
Nao é o caso de tentar valores de t que tornem programa(t) falsa pois eles ndo tornam a
sentenca verdadeira. Isto é sugerido pela versao do quantificador tipado

dx : programa.( funciona(x) A termina(z))

Podem aparecer dificuldades como no exemplo: “Todo inteiro é menor que algum
nimero natural”, o qual em logica se torna

Vz :inteiro.Ju : natural.xz < u

Agora existe uma infinidade de sentencas para considerar, uma para cada inteiro.
Como podemos checar todas? claro que nao podemos checar todas individualmente. Em
vez disso poderemos considerar diferentes casos.

Por exemplo, podemos ter dois casos. x < 0 ou x > 0. Assim, todos os inteiros
negativos sao considerados de uma vez, assim como todos os naturais. No primeiro caso
a sentenca é verdadeira tomando u = 0, pois 0 é um numero natural e maior do que
qualquer inteiro negativo. No segundo caso, x + 1 é um numero natural que pode ser
u. as vezes temos de usar uma prova para justificar a verdade de uma sentenca, como
veremos mais adiante.

6.3 Quantificadores como Conjuncoes e Disjuncoes
Infinitas

Agora, dado N, o conjunto dos ntiimeros naturais, seja P(x) a afirmacao “o niimero natural
x tem a propriedade P”. Essa propriedade pode ser, por exemplo, “x > 0”. Desse modo,
as proposicoes P(0), P(1), P(2) e P(3) estabelecem que os ntmeros 0,1,2 e 3 tem a
propriedade descrita por P. No exemplo “x > 07, as proposigoes P(1), P(2) e P(3) sao
verdadeiras, enquanto P(0) é falsa. Elas tem a forma, respectivamente, 0 > 0, 1 > 0,
2> 0e 3> 0. Se quisermos estabelecer numa tnica proposicao que 1 >0,2>0e 3 >0
tem a propriedade P, devemos combinar essas trés proposi¢oes com a conjungao: P(1) e
P(2) e P(3). Usando esse procedimento, para estabelecer que “todo nimero natural tem
a propriedade P”, terfamos de escrever a conjuncao infinita

P(0) e P(1) e P(2) e P(3) e -

Como nao é possivel representar uma conjuncao infinita temos de apelar para uma
representacgao finita. A saida é usar a proposicao “para todo x P(z)” ou simbolicamente
“Vo.P(x)”. A frase “para todo x ---” é chamado quantificador universal ligado a
variavel z. Assim,
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Vo.P(x) = P(0)e P(1)e P(2)e P(3) e ---

Um argumento analogo nos leva a conclusao que o quantificador existencial, isto é,
a frase “existe um x ---”7 é uma disjuncao infinita. De fato, suponha que quiséssemos
expressar a proposi¢ao “existe um nimero natural menor do que 5 que tem a propriedade
P”. Um modo de fazer isso é escrever “P(0) ou P(1) ou P(2) ou P(3) ou P(4)”. De
modo similar se quisermos expressar que “existe um ntmero natural com a propriedade
P7, teriamos de apelar para a disjuncao infinita,

P(0) ou P(1) ou P(2) ou P(3) ou ---
Portanto,
Jz.P(z) = P(0) ou P(1) ou P(2) ou P(3) ou ---

Considere o Y-dominio (D, fi, fa, -+, fu, R1,- -+, Ry). Como age f; sobre D? Ve-
jamos o exemplo N = (N, +, <).

A fungao binéria + : N x N — N recebe o par (3,5), por exemplo, e retorna 8 € N,
(3,5) — 8. Ou seja, se f; é uma fungao n-aria em D, o efeito de f; é associar n individuos
de D a um individuo de D. Podemos, entao, dizer que a acao de f; sobre D nao altera o
ambiente “D”, isto é , o resultado da acao de f; sobre D esta em D.

A relagao bindria “<” do dominio acima, associa (3,5), por exemplo, a “3 < 57,
Entretanto, “3 < 5”7 é uma propriedade de individuos de D, e como tal é verdadeira
ou falsa. Essa propriedade afirma que “3 é menor ou igual que 57, que acontece ser
verdadeira. Assim, uma relagao n-aria sobre D é uma fungao que associa n-individuos de
D a um dos valores verdade, verdadeiro ou falso. Isto é, R; : D™ — {0,1}. Portanto,
a acao de uma relacao sobre D altera o ambiente de D, pois o resultado nao é mais um
individuo de D.

6.4 Linguagem de 1 Ordem

A linguagem de 1* ordem é mais complicada porque expressamos idéias mais complicadas.
Queremos ser capazes de considerar a verdade ou falsidade de sentencas compostas con-
struidas a partir de sentencas atomicas que podem, as vezes, ser verdadeiras e as vezes
falsas sob uma unica interpretacao. Por exemplo, a sentenca “se x é par entao z + 1 é
fmpar”, ou traduzido para a légica Vz.(par(x) — impar(xz + 1)), é uma implicacao das
sentengas atomicas “par(z)” e “impar(z + 1)”. Essa sentenca é verdadeira no conjunto
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dos inteiros, mas como ja vimos anteriormente nao podemos dizer que “x é par” é ver-
dadeiro, ou que é falsa. Ela depende do valor de x. Portanto, estamos acrescentando a
nossa linguagem uma habilidade para fazer assercoes paramétricas. Essas assercoes sao
atomicas, mas em vez de ser simplesmente verdadeiras ou falsas (como acontecia com
proposigoes), elas estabelecem que alguma relagdo se dé entre seus argumentos. Essas
relagoes sao expressas com predicados. aplicados a argumentos.

Isso nos leva a considerar teorias de 1* ordem. Teorias de 1* ordem se distinguem de
teorias de ordem mais baixas (tais como a teoria da légica proposicional) no fato de que
os argumentos de predicados sao termos construidos de constantes, variaveis e aplicagoes
de funcoes. Somente sao permitidos quantificadores sobre varidaveis. Em teoria de ordens
mais altas, funcoes e predicados podem tomar funcgoes e predicados como argumentos.
Podemos também fazer afirmativas sobre todas as funcgoes e predicados quantificando
sobre simbolos de func¢ao e de predicados.

As linguagens de 1¢ ordem ou linguagens de predicados sao extensoes das lingua-
gens proposicionais. Na linguagem proposicional o alfabeto ¥ nao contém variaveis. Os
tnicos simbolos de fungoes que aparecem sao os simbolos 16gicos {—,V, A, —,«}. Por
isso uma interpretacao para essa linguagem é uma algebra de Boole. Nas linguagens de
1% ordem o alfabeto ¥ além de conter variaveis, simbolos de funcao, e operadores logicos,
contém, também, simbolos de predicados. Por isso as Y-estruturas correspondentes
(3-dominios), podem ser estruturas com relagoes que nao a igualdade, como por exemplo,
relacao de ordem. A légica correspondente a linguagem de predicado, é uma extensao da
légica proposicional, e conhecida como légica de predicados ou légica de 1* ordem.

Um tipico alfabeto de 1* ordem, ¥, tem a seguinte constituigao:

E:XUECUZFUERUELUZP, onde

1. X ={x,y,2,01,%2,...,Y1,Y2, - - -, 21, 22, . . .} € um conjunto contével de varidveis
2. Yo = {a,b,c,ar,a9,...,b1,ba,...,¢1,C9,...} é um conjunto contdavel de simbolos
constantes

3. Xr ={f1, f2,...} é um conjunto de simbolos de fung¢oes nao logicas

4. ¥ g ={Ry, Rs,...} é um conjunto de simbolos de rela¢ao ou predicado

5. %, ={—,V,A,—, <, V,3} é o conjunto de simbolos 16gicos

6. Xp=4(,),.,, } é o conjunto de simbolos de pontuacao.

Embora toda constante pode ser vista como um funcao sem argumentos, por questoes

didaticas decidimos separar os simbolos de funcao que representam funcoes com pelo
menos um argumento dos que representam constantes.
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Y1, ¢ fixo em todas as linguagens de 1* ordem, o que varia e caracteriza a linguagem,
como veremos nos exemplos mais adiante, é X3 = Yo U Xr U Xpg.

O alfabeto ¥4 junto com uma funcao arid : 35 — N que indica a aridade dos simbolos
de fun¢ao (incluindo constantes que tém por definigao aridade zero) e de predicados é
uma assinatura relacional, pois consiste de simbolos funcionais e simbolos relacionais,
cuja interpretacao em vez de ser uma -algebra de Boole é um Y;-dominio.

Definiremos, agora, as linguagens de 1* ordem. Mas, como na linguagem de predicados,
existem duas entidades de natureza diferente (os termos e as férmulas, propriamente
ditas), a linguagem de primeira ordem ou de predicados para o alfabeto de primeira ordem
serda construida em duas fases. Na primeira construimos uma linguagem para os termos
sobre os quais se vai predicar, chamamos esta linguagem de linguagem dos termos de
primeira ordem. Depois usando estes termos como parte do alfabeto, construimos a
linguagem de primeira ordem ou linguagem de predicados, onde seus termos sao
predicados sobre termos de primeira ordem. Assim, nao devemos confundir os termos de
primeira ordem com os termos da linguagem de primeira ordem. No primeiro caso estamos
nos referindo aos termos que denotam objetos de algum universo (joao, cadeira, gato, 5,
7, etc.). ja no segundo estamos nos referindo a férmulas bem formadas da linguagem,
isto é, formulas que denotam alguma afirmacao sobre objetos de algum universo (“Joao é
alto”, “todos os corvos sao pretos”, etc.)

Definicao 6.4.1 Seja > = X U XU X, UXp um alfabeto de primeira ordem e arid :
Yq — N uma funcdo que indica a aridade dos simbolos de funcao e de predicado. A
linguagem dos termos de primeira ordem ¢ a linguagem gerada pela linguagem

formal LT = (X UXcUXrU{(,),,},GT) onde G = {T1, T, T3} com:
T1 : — , T € X

T

T, g , a € Xgo

Ts: byeesln arid(f) = n.
f(ty,... ty)

A linguagem de primeira ordem € gerada pela linguagem formal de primeira
ordem L = (X, G) onde

1. E:Ling(ET)UERUZLUZP
2. G=A{F,...,Fs} onde

bt o o |
Fi: Rl6. ) arid(R) =n e t; € Ling(L") para todo 1 < j <n
F2 . _la/a
o, B
Fs (A B)
o, 8
Fa (Vv pB)
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F . O{, ﬁ
G
o p
" e )
.«
F7 CTra re X
.«
Fg " Vria re X
Observacoes:

1. LP = Ling(LT).

2. a e [ sao meta-variaveis, isto é podem ser substituidas, nas regras, por qualquer
férmula em L.

3. As formulas geradas por F; sao chamadas de férmulas atomicas, pois elas nao
contém nenhum operador légico.

4. O conjunto L¥ é chamado de conjunto das férmulas bem formadas (fbf), ou sim-
plesmente férmulas de £F.

5. De aqui em diante chamaremos de linguagem formal de 1* ordem as linguagens
formais que especificam uma linguagem de 1¢ ordem. Se nao houver confusao as
vezes omitiremos o termo “formal” em linguagens formais de 1 ordem.

Embora tendo colocado “3”7 e “V” entre os operadores légicos, nao é esse exatamente
o caso. Eles constituem excegoes em relagao a esses operadores. De certo modo, como ja
vimos na introducao deste capitulo, esses dois operadores caracterizam a diferenca entre
linguagem proposicional e uma linguagem de predicados. No que segue analisaremos, com
um pouco mais de profundidade, esses dois quantificadores.

Consideremos, sobre N, a seguinte relagao ternaria R(z,y, z) = {(z,y,2) € N*/ x+y =
z}, a qual indicamos por “z +y = z”. Nesta relagao x,y, e z sdo “varidveis livres”. Isto
é, nao estao ligados por nenhum quantificador. Podemos dizer, também, que elas sao
livres de assumir quaisquer valores naturais, dai o nome relacao ternédria. Apliquemos o
“operador” “Jdy” a relagdo “z +y = 2”. O resultado serd a relagdo Ry = Jy.(z +y = 2).
Nesta relacao y nao é mais livre, ele estd ligado ao operador dy. As variaveis = e z
continuam livres em R;. ¢ facil ver que R; é a relacao x < z sobre N. Em outras
palavras, o efeito do operador Jy foi transformar a relagao ternaria R = “x +y = 2" na
relacdo binaria Ry = “z < 2”.

Apliquemos, agora, o operador “Vz”, sobre a relagao R;. O resultado é a relacao unaria
Ry =Vz.3y.(x+y = 2), ou simplesmente, Ry = Vz.(z < z). Aqui z ndo é mais livre, mas
ligada ao quantificador V. = continua livre. A relacao Ry = Vz.z < z é um subconjunto
de N, mais precisamente o subconjunto {0}, que por defini¢cao é uma relagdo undria sobre
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N. Finalmente, apliquemos o operador “3z” a relacdo Rs. O resultado Jz.Vz.(z < z) é
uma “propriedade” dos elementos de N, qual seja “existe um natural menor que todos
os outros”, que acontece ser verdadeira. Observe que Jz.Vz.(r < z) ndo possui mais
variaveis livres, ela é uma assercao ou proposi¢ao sobre ntimeros naturais e portanto é
verdadeira ou falsa.

Podemos tirar varias conclusoes relativas a analise das quantificacoes aplicadas sobre
as relagoes acima. Primeiro, uma relagao sem variaveis livres ¢ uma proposicao sobre os
individuos do universo de discurso. No caso acima o universo de discurso é o conjunto
dos nuimeros naturais. Segundo, os quantificadores “V” e “3d” quando quantificados por
variaveis sao transformadores de relacoes. Essas transformacoes sao efetuadas do seguinte

modo. Se R(xq,--- ,x,) é uma relagdo n-dria, ou seja, uma rela¢do com n variaveis livres,
a quantificacao “Vz;” ou “Jz;” tem como efeito transformar a relagao n-aria R(xq,- -, x,)
na relacao (n — 1)-aria Ry(x1,- -+ ,%;_1,%ir1," - ,Tp), onde agora x; ndo é mais livre, mas

ligada ao quantificador correspondente. No caso particular de R(z) ser uma relacao unaria
o operador “Jx” ou “Vz” transforma R(x) na proposi¢ao “Jz.R(x)” ou “Vx.R(zx)”, cuja
denotacao é verdadeiro ou falsa.

Observe que se x nao é livre em R, os operadores Vo e 3z nao produzem nenhum efeito
sobre R. Em outras palavras, os operadores “V” e “d”, nao atuam sobre proposigoes,
mas sobre férmulas abertas (férmulas com alguma varidvel livre, a qual serd chamada,
simplesmente, de férmula). Portanto, uma proposigao pode ser vista como uma férmula
sem variaveis livres, conhecida, também, como uma férmula fechada. Uma sentenca
ou proposicao pode ser definida como uma férmulas sem varidveis livres. Se as variaveis
x1,...,T, s20 livres na férmula « indicaremos isso por a(zy, -+, x,).

Embora de ja termos apelado para a intuicao para entender o conceito de variavel livre
e ligada, devido a importancia desses conceitos daremos uma definicao precisa. Porém,
primeiro estudaremos isoladamente cada ocorréncia de uma varidvel numa férmula, e
determinaremos se essa ocorréncia em particular é livre ou ligada.

Definicao 6.4.2 Uma ocorréncia de uma varidvel x numa fbf € ligada se a ocorréncia
de x € a varidvel de uma quantificagcdo ou se estd dentro do escopo de uma quantificacao
cuja varidvel que estd sendo quantificada € x. De outro modo a ocorréncia da varidvel
¢ dita livre na fbf.

Cada ocorréncia de uma variavel ou € livre ou ligada, nunca ambas.

Exemplo 6.4.3 A férmulaVz.(P(x, f(a,y))AJy.P(y, x))V-3y.P(x,y) tem quatro ocorréncias
da variavel x e cinco da varidvel y. A sequir veremos quais dessas ocorréncias sdao livres
e quais ligadas:
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1. esta ocorréncia da varidvel x € ligada, pois é a variavel de uma quantifica¢ao.

2. esta ocorréncia da varidvel x € ligada, pois esta dentro do escopo de uma quan-
tificacdo 1. cuja varidvel que estd sendo quantificada € x.

3. esta ocorréncia da varidvel y € livre, pois nao € a varidvel de uma quantificagdo e
embora esteja dentro do escopo de uma quantificacao 1., a varidvel que estd sendo
quantificada nao € y.

4. esta ocorréncia da varidvel y € ligada, pois € a varidvel de uma quantificacdo.

5. esta ocorréncia da varidvel y € ligada, pois esta dentro do escopo de duas quan-
tificacoes (1. e 4.) e, no caso da quantificagio 2., a varidvel que estd sendo quan-
tificada € y.

6. esta ocorréncia da variavel x € ligada, pois esta dentro do escopo de duas quan-
tificacoes (1. e 4.) e, no caso da quantificagio 1., a varidvel que estd sendo quan-
tificada € x.

7. esta ocorréncia da varidvel y € ligada, pois é a varidvel de uma quantificacao.

8. esta ocorréncia da varidvel x € livre, pois nao € a varidvel de uma quantificagcao e
embora esteja dentro do escopo de uma quantificagcao 7., a varidvel que estd sendo
quantificada nao € x.

9. esta ocorréncia da varidvel y € ligada, pois esta dentro do escopo de uma quan-
tificacao 7. cuja varidvel que estd sendo quantificada € y.

Definicao 6.4.4 x ¢ uma variavel livre numa formula o se existe em o uma ocorréncia
livre de x. Analogamente, x € uma variavel ligada numa formula o se existe em o uma
ocorréncia ligada da varidvel x.

No caso do exemplo anterior, tanto x como y tém ocorréncias livres e ligadas na féormula
Va.(P(x, f(a,y)) A Jy.P(y,z)) V =3Jy.P(x,y), e portanto dizemos que essas varidveis sao
livres e ligadas ao mesmo tempo nessa formula. Assim, numa férmula «, qualquer, uma
variavel pode ser livre e ligada ao mesmo tempo. Observe que o conceito de varidvel
ligada é um conceito relativo a uma quantificacao, pois uma variavel x é ligada a uma
formula « se, e somente se, na formula « existe uma quantificacao Vo ou dz.

Se x é uma variavel livre numa férmula «, o nome x nas ocorréncias livres da variavel
nao é importante. Em outras palavras, podemos troca-la na férmula por uma nova
variavel, sem alterar o significado da férmula. Por exemplo, seja a férmula « &f Jy.z+1 =
y AVz.dy.x < y. Trocando as ocorréncias livres da varidavel  por z em «, indicado por
alz/x], a féormula resultante oz/x] © 3y 2+ 1 =y AVa.Ty.x < y ndo alterou seu signifi-
cado. Observe que x nao poderia ser trocado por y em «, sem alterar seu significado pois
a expressao aly/x] & Jy.y+1=yAVe.Jy.x <y é falsa no dominio N' = (N, +, <, =) dos
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nimeros naturais, enquanto na expressao original, por ser uma férmula nao fechada (com
varidveis livres), o seu valor verdade depende de uma interpretacao (é contingente). Ou
seja, aly/z| é fechada, e portanto, s6 pode tomar um valor verdade numa interpretagao.
Isto ocorreu porque quando substituimos as ocorréncias livres de x por y, essas novas
ocorréncias da variavel y tornaram-se ligada pela quantificacao dy. Neste caso dizemos
que z nao ¢ substituivel por y ou o termo t o y nao ¢ livre para x. Podemos generalizar
esta idéia e trocar todas as ocorréncias livres de uma variavel por algum termo, o qual
quando substituido nao ligue nenhuma das variaveis que compoem o termo.

Definigao 6.4.5 Seja a uma fof. Um termo t é dito livre para x em « se nenhuma
das ocorréncias livres de x em « estd dentro do escopo de uma quantificagao Yy ou Jy
onde y € uma varidvel em t. A substituicao de todas as ocorréncias livres de x pelo termo
t em «, € denotado por alt/x].

Exemplo 6.4.6

1. O termo y € livre para x em R(x), mas nao é livre para x em Vy.R(x).
2. O termo x € livre para y em R(z) e em Vy.R(y).

3. f(g(a,y)) € livre para z,y,z em Vo.R(f(x),y,2) — —R(z,z, f(y)), mas ele é livre
para y, mas ndo para x e z em Vz.R(z,y,z) AVy.S(f(z),z,y) A P(2).

4. Qualquer termot que nao contém varidaveis € livre para qualquer varidvel em qualquer
formula. Isto é, g(f(a),c) € livre para qualquer varidvel em qualquer férmula.

5. Um termo t € livre para qualquer varidvel em « se nenhuma das varidveis em t
¢ ligada em «. Por exemplo, h(a, f(g(b,y))) € livre para qualquer varidvel nas
formulas

(a) R(xz,y) — Vx.S(z)
(b) V. R(f(x),y,2) — —~R(z,z, f(y))
(c) Vz.R(x,y, z) A\Vx.S(f(z),z,y) A P(2)).

6. Qualquer varidvel € livre para ela propria em qualquer formula.

7. Se a varidvel x nao € livre em «, entao qualquer termo t € livre para x em «. Por
exemplo, f(x,y) € livre para z em Vx.P(x,y). Observe que se x nao ocorre em «,
entao ela nao € livre em «. Logo, se x mnao ocorre em «, entao qualquer termo t é
livre para x em «.
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6.5 Verdade

Na linguagem proposicional toda proposicao era composta de proposi¢oes atomicas, us-
ando os conectivos légicos =, A, V, — e «». Para fornecer uma interpretacao para uma
proposicao, tudo que precisdvamos saber era se as proposigoes atomicas eram verdadeiras
ou falsas. Podiamos listar todas as possiveis interpretagoes usando a tabela verdade.
Agora a situagao é mais complexa. Podemos expressar relagoes que sao verdadeiras para
certos individuos e nao para outros, em vez de simplesmente estabelecer que é verdadeira
ou falsa. Para determinar a veracidade ou falsidade de uma férmula em uma interpretagao
precisamos saber que valores as varidaveis podem tomar, que elementos as constantes in-
terpretam, e que funcgoes e relagoes irao representar os simbolos de funcao e de relagao,
respectivamente.

Definicao 6.5.1 Sejam ¥ = XUX3UX, U p um alfabeto de 1¢ ordem e LY a linguagem
de 1* ordem associada a este alfabeto. Uma interpretacao para LY é um X4-dominio.

Ou seja, uma interpretacao para LY é uma estrutura matematica, onde as varidveis e
constantes de > tomam valores e onde sao interpretados os simbolos de fungoes e relagoes.

Exemplo 6.5.2 Considere o alfabeto de 1* ordem
X = {I7y7." 7f7R17R27_'7/\7\/)_>7<_>7E|7V7(7)}7

onde arid(f) =1, arid(Ry) = 2 e arid(Ry) = 1. Observe que ¥4 = {f, Ri, Ry}. Seja L*
a linguagem de 1% ordem adjacente a este alfabeto e Z o conjunto dos nimeros inteiros.
O Y4-dominio (Z, fz, R1,, Ra,), onde fz : Z — 7Z tal que fz(x) =z + 1, Ry, (z,y) =
“v = y” e Ry (1) = “z > 17 € uma interpretacio de L¥. Uma outra interpretacio
pode ser dada pelo Yq-dominio (Z, f%, RZ, RL), onde f%: 7 — 7Z tal que f%(z) = x - x,
Ri(z,y)=“r-y=0"e RE(z) = “2=0".

Seja LT uma linguagem de 1% ordem, D = (D, ¥,,) uma interpretagio para L¥ e p:
X — D uma atribuicao de valores para as variaveis na interpretacao D. Analogamente,
como na definicao da linguagem de predicado, para determinar o valor verdade que toma
qualquer férmula o em Ling(L”) quando interpretada em D e as varidveis tomando os
valores atribuidos por p, devemos fazé-lo por parte. Assim, primeiro determinamos os
valores que tomam os termos de primeira ordem e depois interpretamos as féormulas. O
valor que tomam os termos de primeira ordem estao em estreita relagao com os valores
atribuidos as variaveis, e portanto, cada atribuicao p : X — D determina uma funcgao
de valoragao V, : Ling(Lr) — D, a qual é definida recursivamente como segue

V,(z) = p(x) para cada x € X
V,(a) = ap para cada a € X¢
Vo(f(t1,...,tn)) = fo(V,(t1), ..., V,(t,)) para cada f € X tal que arid(f) =n.
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Exemplo 6.5.3 Seja a linguagem de 1* ordem do exemplo 6.5.2 e a primeira inter-
pretacao dada nesse mesmo exemplo. Uma valoragdo para os termos f(x) e f(f(y)), na
atribuicao p : X — Z tal que p(x) =5 e p(y) =7 €

Vol (@) = fu(V,(x))
= fz(p(z))

N

=
—
=
=
<
=
~—
I

N

N

N
NN N AN AN
=
N
)
—~
\_/\_/@ —
N—
S~—
S—

N

Il
O W T

Agora podemos extender esta valoracao para férmulas qualquer na linguagem.

Definicao 6.5.4 Seja > = XUX,UX UYp um alfabeto de 1 ordem, arid : ¥3 — N uma
funcao de aridade e LT a linguagem de 1* ordem adjacente a este alfabeto. Uma valoracdo
verdade das férmulas em LY numa interpretacao D, com respeito a uma atribuicio p :
X — D, é uma fungio V, : L¥ — {0,1} definida por

Vo(P(t,...,t) = Pp(Vy(t1),...,V,(ty)) para cada P € X com arid(P) = n e
ti,...,t, € Ling(LT

).
Vo(ma) =~ V,(a)

=
V(o = ) = V() & V,(0)
1, se para toda atribuicao p' : X — D tal que
V,(Ve.o) = 0 (y) = p(y) sempre que y # x, Vy(a) =1
0 , senao
1 , se para alguma atribuicao p' : X — D tal que
V,Gr.a) = p(y) = ply) sempre que y £ 3, Vy(a) = 1

0 , senao

onde as operacoes ~, +, -, = e < sdo as mesmas definidas para a dlgebra de Boole B.
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Exemplo 6.5.5 Considere as sequintes formulas na linguagem de primeira ordem:

1o P(z,y) — R(z,c)

def

2. ay = Vo.(R(z,¢) — R(f(x),c))
3. as) o Va.Jy.(P(x,y) — Jy.NVe.(P(z,y)))

Uma interpretacao para estas formulas pode ser a sequinte:

o Conjunto base: N o conjunto dos nimeros naturais
o Interpretacdo de f: fn: N — N definida por fn(n) = 2n.

e Interpretacio de c: cy : N° — N, ou seja ey € uma constante em N, definida por
CN — 2.

o Interpretagcio de P: Py C N x N definido por Py = {(n,m) e Nx N/ n em tém
a mesma paridade}. Observe que Py(n,m) denota que (n,m) € Py.

o [nterpretagcio de R: Ry C N x N definido por Ry = {(n,m) € NxN /n >m}.
Observe que Ry(n,m) denota que (n,m) € Ry.

Uma atribuicao de valores para as varidveis da linguagem de primeira ordem nesta
interpretagao € uma funcao p: X — N tal que p(x) =5 e p(y) = 7.

Nesta interpretacao e para esta atribuicao de valores verdade temos que:
aq

Vo(P(z,y) = R(x,c)) =V,(P(z

) = R(f(x),¢))
) = Vp(R(f(2),¢))

2,

—~

b\

—~

K

N—

[\}

N N
oy

Z

—

\}

b\

—

&K

S—

[\

S—

Quando p'(x) < 2 entdao Ry(p'(x),2) serd falso, e portanto Ry(p'(z),2) = Rn(20'(x),2)
serd verdadeiro. Se p'(x) > 2 entdo 2p'(x) > 2, e portanto Ry(p'(x),2) e Rn(20'(x),2)
serdo verdadeiros. Logo, Ry(p'(x),2) = Rn(20'(2),2) serd verdadeiro.
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Assim, como para V,(Vz.(R(x,c) — R(f(z),c))) serverdadeiro, V,y(R(x,c) — R(f(z),c))
deve ser verdadeiro para toda atribuicio p' : X — N que se diferencie de p, eventual-
mente, no valor atribuido a x, podemos concluir que V,(Vx.(R(z,c) — R(f(z),c))) €
verdadeiro.

Q3 .

O uso de quantificadores torna mais dificil a demonstracao de que uma formula é
verdadeira ou falsa, pois devemos considerar uma quantidade infinita (pois o conjunto
base € infinito) de fungdes de valora¢ao. Como ag tem quatro quantificadores, verificar
que ela € verdadeira, serd dificil usando o método anterior. Assim, neste caso, apelaremos
a intuicao e conhecimento matemdticos sobre o conjunto dos nimeros naturais.

Primeiro, “traduziremos” a formula oz nesta interpretagao:

Vz € N.3y € N.(paridade(x) = paridade(y) — Jy € N.Va € N.paridade(z) = paridade(y))

o qual informalmente seria “para todo nimero natural existe um niumero natural tal que,
se eles tém a mesma paridade entao existe um numero natural tal que para todo nu-
mero natural eles tém a mesma paridade”. o qual € verdadeiro, pois uma formula do tipo
Ve dy(a — B) € verdadeira quando Yx.Jy.« for falsa. Neste caso em particular temos
que, para cada x existe um y que nao tém a mesma paridade. Por exemplo, para x = 3
existe y = 4, tal que “se 3 e 4 tém a mesma paridade entao ....”, como 3 e 4 tém pari-
dade diferente, entdo esta afirmacao € verdadeira. Claramente para qualquer x podemos
encontrar um tal y, que faca que a sentenca “se x e y tém a mesma paridade entao ...”
seja verdadeira.

Definicao 6.5.6 Uma formula o € verdadeira numa interpretacao D e atribuicao
para as varidveis (livres) p, denotado por D = «, se V,(a) = 1. Neste caso o par
(D, p) € dito um modelo de a. Uma formula o € satisfativel se tem algum modelo. Se
a nao twer qualquer modelo dizemos que a formula o € insatisfativel. Uma formula é
falsa numa interpretacdo D e atribuigdo p, denotado por D /= a, se V,(a) =0

Note que o fato de uma férmula ser falsa numa interpretacao e atribuigao nao significa
que ela seja insatisfativel, ja se for insatisfativel ela sera falsa em qualquer interpretacao e
atribuicao. Note ainda que se uma féormula « é satisfativel e ¢ é um termo livre para x em
a entdo aft/x] também é satisfativel. Analogamente, se uma férmula « é insatisfativel e
t é um termo livre para x em « entdo «ft/z] também ¢é insatisfativel.

A seguinte proposi¢ao permite verificar se uma determinada interpretagao satisfaz uma
férmula para uma atribuicao de modo recursivo, porém sem apelar diretamente a funcao
V.

Proposigao 6.5.7 Sejam a € LY, D = (D,Yp) uma interpreta¢io para o e p :— D
uma atribuicao.
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1. Se a = R(ty,...,t,) entio D k= « se e somente se Rp(V,(t1),...,V,(t,)) € uma
proposicao verdadeira, onde Rp € a interpretacao do simbolo de predicado R em D.

2. Se a = =3 para algum B3 € LY, entio D = a se e somente se nao € o caso D |= (3.

8. Se a = B Ny para algum B,y € LY, entio D |5 « se e somente se D= e D = .

4. Sea= [V~ para algum B,y € L*, entio D |= « se e somente se D |= 3 ouD k= 7.

5. Se o = 3 — ~ para algum 3,y € LY, entio D = a se e somente se D = —f ou
Dk 7.

6. Se a = 3 < v para algum 3,7y € L, entio D = o se e somente se D |= A~y ou
DE -8A—.

7. Se a = V.8 entio D = « se e somente se para qualquer atribui¢do p' tal que
p'(y) = p(y) quando y # x, D | 3.

8. Se a = Jx.3 entio D |= a se e somente se para alguma atribui¢io p' tal que
p'(y) = p(y) quando y # z, D = 3.

DEMONSTRAGAO: Direto da definicio de D |= . m

Note que, itens 7 e 8 nada foi exigido de p’ quando aplicado a z, e portanto p'(z) = p(x)
ou nao, mas se y # x entdo necessariamente p'(y) = p(y). Assim, p’ é uma atribuicao que
difere de p no maximo no valor atribuido a z.

Os seguintes exemplos simples esclarecerao melhor as diferengas entre cada uma dos
conceitos introduzidos na defini¢ao 6.5.6.

Exemplo 6.5.8 Seja a sequinte interpretacao Z ou X-dominio:

e Conjunto base: o conjunto dos numeros inteiros Z.
e [nterpretagcio do simbolo de fun¢do (constante) c: cz =1

e [nterpretacdo do simbolo de predicado P: Py C Z X7 definido por P, = {(z,y) / x >
y}. Assim, Pz(n,m) se, e somente se, n > m.

A formula P(x,c) € verdadeira na interpretacio Z e atribuicao p(x) = 2, isto €
Z |= P(x,c). Assim, o par (Z, p) seria um modelo da formula P(z,c) e por tanto P(x,c)
¢ satisfativel. De fato toda formula atomica € satisfativel. Porém a mesma formula €
falsa para a mesma interpretacao e atribuicao p(zx) = 0.

Exemplo 6.5.9 A formula P(x,y) A = P(z,y) é insatisfativel, pois para qualquer inter-
pretacdo e valor que tomem x e y nessa interpretagdo, nunca ocorrera que esses valores
satisfacam e ndo satisfacam ao mesmo tempo a mesma propriedade.
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Definicao 6.5.10 Uma formula o € verdadeira numa dada interpretacao D, deno-
tado por D = «, se para qualquer atribuicao p, D = a. Uma férmula a € falsa numa
dada interpretacao D, se para qualquer atribui¢io p, nao € o caso que D = a. Uma
formula o € contingente numa dada interpretagcao se existem atribuicoes p e p' tais
que D | a e ndo € o caso de que D ),? a. Uma formula € universalmente valida se ela
¢ verdadeira para toda interpretacao. Analogamente, uma féormula é uma contradig¢ao
se ela € falsa para toda interpretacao.

Note que a definicao de contradi¢ao coincide com a de insatisfativel, ou seja uma
formula ¢ insatisfativel se e somente se ela é uma contradicao.

Exemplo 6.5.11 Seja a formula Vao.(P(x,y) — y.—P(y,x)). Entdo:

1. « é verdadeira na interpretagio N1 = (N, D) onde D(n,m) se e somente se n # n,
2. « € falsa na interpretagao No = (N, <), e

3. «a € contingente na interpretagio N3 = (N, <).

No caso de Nv, « ela € verdadeira, pois para todo x natural e qualquer valor que atribua
ay, x = x, e por tanto a premissa da implicagao P(x,y) — Jy.—P(y, x) sempre sera falsa.
Logo a implica¢ao como um todo é verdadeira (Lembre que 0 = 0=0=1=1).

No caso de N3, se p € uma atribuicao qualquer entdo quando x na quantificacao toma
o walor 0, trivialmente a premissa da implica¢io P(x,y) — Jy.—~P(y,z) sempre serd
verdadeira, porém a conclusio da implica¢io serd falsa (sempre existe um valor que €
maior ou igual que 0). Logo a implica¢do seria falsa para um valor de x e por tanto a
férmula como um todo seria falsa (lembre que para uma férmula Vx.«o se falsa € suficiente
que « seja falso para um valor de x).

No caso de N3, se p atribui a y um valor maior que 0 entdo, analogamente ao caso
anterior, quando o x na quantificacao toma o valor 0, trivialmente a premissa da im-
plicagio P(x,y) — Jy.—P(y,x) serd verdadeira, porém a conclusio da implicacio serd
falsa (sempre existe um valor que é maior ou igual que 0). Logo a implicagdo seria falsa
para um valor de x e por tanto a formula como um todo seria falsa. Mas no caso de uma
atribuicao 0 para y, todo valor que possa tomar x nunca serd menor que 0 e por tanto a
premissa da implicagao serd falsa. Logo, a implicagao como um todo € verdadeira. Por
tanto, o seria contingente nessa interpretacao.

Exemplo 6.5.12 Seja a interpretagao Ny do exemplo anterior. Entao as férmulas
1. Va.(=P(z,y) — P(y,z))
2. P(xz,y) — Vz.P(z,y)
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sao verdadeiras e contingentes, respectivamente.

Para o primeiro caso, se x tomar uma valor que seja menor ou igual ao valor atribuido
a1y, entao a premissa serd falsa e por tanto a implicagcdo como um todo serd verdadeira.
Ja, se x tomar um valor maior que o valor atribuido a y entao a premissa serd verdadeira,
mas a conclusao também pois o valor de y necessariamente serd menor ou igual ao de
x. Logo, independentemente do valor atribuido a y por um p, ~P(z,y) — P(y,z) é
verdadeira para qualquer valor de x.

Para o sequndo caso, é suficiente ver que para a atribuicio p(x) = 2 e p(y) = 1
P(z,y) € falso e portanto a férmula é verdadeira enquanto para a atribui¢ao p(x) = 2
p(y) = 3 € falsa, pois P(x,y) € verdadeira enquanto VYx.P(x,y) € falsa.

Exemplo 6.5.13 A sequir veremos exemplos de conceitos que envolvem todas as inter-
pretagoes possiveis.

1. A formula Yx.P(x) — Jz.P(x) € universalmente vdlida. Pois em qualquer inter-
pretaciao D se D |= Vx.P(x), significa que para qualquer atribuicao p, D |= P(x),
logo pelo menos para um p, D = P(x), e portanto D |= Jx.P(x). Informalmente
a formula Yx.P(x) — 3x.P(x) declara que se uma propriedade é satisfeita por todo
objeto numa interpretacao, entao essa propriedade € satisfeita por pelo menos um
objeto na interpretacao.

2. A formula P(x) N —=P(z) é uma contradi¢do, pois independente de como interprete-
mos P e do valor tomado por x, nunca poderemos ter que esse valor satisfaz e nao
satisfaz ao mesmo tempo a propriedade P.

3. A formula 3x.(—~P(x) vV P(f(x)) € universalmente vdlida, pois em qualquer inter-
pretacao D, tome um elemento arbitrario do universo de discurso, digamos a. Se
Pp(fp(a)) é verdadeiro entao a formula é verdadeira para essa interpretagdo, se
Pp(fp(a)) for falso, entdo tome o wvalor b = fp(a). Claramente ~ Pp(b) =~
Pp(fp(a)) =~ 0=1. Logo, sempre existe um x tal que ~ Pp(z) + Pp(fp(x)) = 1.

Portanto, a formula é verdadeira em qualquer interpretacao.

Observacoes:

1. Vz.a é verdadeira numa interpretacao se e somente se o é verdadeira na mesma
interpretacao.

2. dx.a é falsa numa interpretacao se e somente se « é falsa na mesma interpretagao.
3. « é universalmente valida se e somente se ~a é uma contradicao.

4. O fato de uma féormula a nao ser verdadeira numa interpretacao D, denotado por
D £~ «, nao significa necessariamente que « seja falsa na interpretagdo D, pois ela
ainda pode ser contingente.
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Definigao 6.5.14 Seja L = (3,G) uma linguagem de 1% ordem e I' um conjunto de
formulas em Ling(L). Dizemos que o é uma conseqiiéncia légica ou conseqiiéncia
semantica de T', cuja notagao €, T |= «, se todo modelo de T' é um modelo de .

Exemplo 6.5.15 Qualquer formula o é consequéncia logica da féormula Vzr.a, isto é
Ve.a = «, pois se o par (D, p) € um modelo de Vx.a, entdo como a varidvel x nao € livre,
o valor atribuido por p a x € irrelevante. Portanto, o serd verdadeira para essa inter-
pretacao e atribuicoes p's que sejam iguais a p exceto, eventualmente, no valor atribuido
a x. Logo, o par (D, p) é um modelo para c.

Observacoes:

1. Uma férmula « é conseqiiéncia légica do vazio, isto é () = a ou simplesmente = «
se e somente se « é universalmente valida.

2. Teorema da dedugao I', o |= (3 se e somente se ' = o — 3

3. Teorema da Compacidade Se I' = «, entao existe um subconjunto finito I'y =
{ag, - ,a,} CT tal que I'y = a.

4. Se uma férmula « é insatisfativel (ou contraditéria), entao = —a.

5. Se'Eae®Fa— [, entao ' UO

Definicao 6.5.16 Seja LY uma linguagem de 1* ordem. A légica de predicados
classica ou légica de 1¢ ordem associada a L, denotada por Logfpl, € o subconjunto

de todas as férmulas universalmente vdlidas de LY. Isto é,
Log" ={a € L” | & a}.

E claro que em todas as tautologia de L p, se substituirmos as varidveis proposicionais
por férmulas de LY obteremos sempre uma férmula universalmente vélida. Chamamos
estas férmulas de 1* ordem que podem ser obtidas a partir de uma tautologia de férmulas
tautolégicas ou instancias de uma tautologia. No entanto, a reciproca é falsa, isto
é, existem, como veremos mais adiante, formulas universalmente validas que nao sao
tautologicas. Assim, o conceito de formula vélida é uma extensao do conceito de tautologia
em logica proposicional, e portanto, podemos dizer que a légica de predicados associada
a uma linguagem de 1¢ ordem L contém propriamente a légica proposicional.

'Quando a linguagem L estiver clara do contexto omitiremos este sufixo, isto é, simplesmente usare-
mos a notacao Log? para a légica de predicados cldssicas sobre L%
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Como os anélogos teorema da deducao e o teorema da compacidade valem também
para a logica de predicados, entao, analogamente a légica proposicional, a logica de pred-
icados Log” pode ser vista como um “aparato dedutivo”, ou seja um ambiente onde
possamos realizar deducgoes logicas do tipo: “podemos deduzir a a partir das hipoteses
[ que em notagao légica seria I' = .

Como podemos demonstrar que a,...,«, = a? Mostrando que todos os modelos
de aq,...,q,, também sao modelos de «a. Isto é impossivel porque devemos analisar
infinitos modelos. Uma alternativa, talvez, fosse demonstrar que ay,...,q, = «a se e
somente se = (g — (g — ..., — «a))...). Ou seja que certa férmula 3, no caso
= (v — (g — ..., — @))...), é universalmente valida. Mas isso é também
impossivel, pois terfamos de mostrar que (3 é verdadeira para todas as interpretacoes (as
quais sao infinitas) e todas as atribuigoes. Isso significa que é impossivel determinar a
légica de predicados através de interpretacoes ou modelos. A tnica alternativa é através
de sistemas formais.

A seguir, algumas observagoes sobre o conceito de universalmente valida as quais sao
6bvias, mas algo dificultosas de demonstrar que sao corretas.

Observacoes
1. Seja a uma férmula cujas variaveis livres sao x1, ..., x,. Entao:
(a) « é universalmente vélida se, e somente se, seu fecho universal Vz;. .. .. Vo,.«

é universalmente valida. Onde fecho universal de a é a férmula obtida de «
por prefixar a com quantificadores universais ligando cada variavel livre de a.

(b) « é insatisfativel se, e somente se, seu fecho existencial Jx;. . ... Jdz,.a é insat-
isfativel. Onde fecho existencial de « é a férmula obtida de o por prefixar «
com quantificadores existenciais ligando cada variavel livre de a.

2. Se «a nao contém nenhuma ocorréncia livre de z, entdo Vz.(a — ) — (a — Vz.0)
¢ universalmente valida.

3. Se t é livre para x em «, entdo Vr.oo — «ft/x] é universalmente valida.
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6.6 Exercicios

1. Determine se cada uma das variaveis z, y e z sao livres, ligadas ou ambas em cada
uma das férmulas

(a) Va.P(f(x),y,2) — ~P(z,2,y)

(b) Vz.P(g(2), a,y) A Vy.~Q(z,y)

(¢) Vo.P(z,y,2) ANVy.(Q(x,y) A P(z,a,z))
(d) Vy.(P(y,a,2) = Vz.(Q(z,2) A P(z,a, 2)))

2. Determine se ou nao cada um dos termos: h(z,y) e g(a, f(y, z)) é livre para cada
uma das variaveis x,y, z em cada uma das seguintes férmulas:

(a) Vz.P(z,y,a) NVz.Q(g(z,x))
(b) Ya.P(f(z,2),y) — =P(f(z,a),z)
<C> P(f(xv Z),:L’) - vz'_'P(f(yva)7Z)

3. Diga e justifique para que variaveis o termo f(b, g(y, z)) é livre em

(Vo (P(a,y) — Fy.R(y, 2)) V (P(2,2) — Ty Py, 21)))
4. Determine se cada uma das seguintes férmulas é verdadeira, falsa ou contingente na
interpretacao:
e Dominio: Conjuntos dos niimeros inteiros Z

e Interpretagao de P: Py, CZ x Z onde Py, = {(z,y) € Z X Z | * < y}. Assim,
Pz(n,m) se, e somente n < m.

(a) Va.3y.P(x,y) — Jy.Va.P(z,y)
(b) Va.Vy.P(z,y) — Yy.Nz.P(z,y)
(¢) JzVy.P(z,y)

(d) Vy.3w.P(z,y)

(e) P(z,y) — VaVy.P(z,y)

(f) 3y Vo.(P(x,z) — Py, z))

(g) Va.3y.(P(x,y) — Py, x))

e

5. Indique quais das seguintes nocgoes se aplica a cada uma das férmula’s listadas
abaixo.

(a) universalmente valida.
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(b) verdadeira em alguma interpretagao, mas nao universalmente vélida.

(c) satisfativel (verdadeira numa interpretacao e para uma atribui¢do), porém nao
verdadeira em alguma (eventualmente outra) interpretagao.

(d) falsa em alguma interpretagao, mas nao insatisfativel.
(e) insatisfativel.
i. Vo.P(z,2) V Q(z,y) — (Vo.P(z,2) VVr.Q(z,x))
ii. VeVy.P(z,y) — VeNy.P(y, x)
ili. P(y,z) — P(z,y)
iv. P(f(x)) — P(z)
v. P(z,y)
vi. Vo.(P(x) — P(f(x
vil. Va.3y.(P(z,y) A P
viil. Vz.P(x) A =3y.P(y).

6. De uma interpretagao que torne a seguinte féormula falsa

—(VYa.P(z,y) A Jy.P(y, 2))

7. Dé exemplos de formulas para cada conjunto de condigoes relacionados a seguir.
Justifique sua resposta.

(a) verdadeira em uma interpretagdo, mas nao universalmente valida.
(b) nem verdadeira nem falsa para uma dada interpretagao.
c) satisfativel e nao universalmente vélida.
(e) falsa em uma interpretagdo, mas nao contraditoria.
(f) universalmente vélida.

)
)
(c)
(d) verdadeira em alguma interpretacgao e falsa em outra interpretacao .
)
)
(g) contraditéria.

8. Sejam ay, as e ag as seguintes férmulas:

ay) Ve.(P(z,y) V - P(x,a)
ag) Vy.P(f(x),y)
as) P(f(a),a)

Diga e justifique quais das seguintes alternativas é correta:

(a) a1 = o
(b) (6%} ): (0%
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9. Demonstre que
(a) Sel'Fael CO,entao © = «
(b) Sel'Faeal=pfentao ' =p
(c) Se paracadaa € ©, ' Fae® | fentao I' =
(d) SeT' E a entao I' £ v
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Capitulo 7

A Teoria Formal da Légica de
Predicados

Um dos interesses na apresentacao axiomatica de légicas elementares é a economia que
pode ser conseguida nas regras e axiomas, isto é, quais axiomas e regras sao usados para
descrever a teoria formal requerida. Isto, combinado com uma estrutura de provas muito
simples e direta do sistema, pode ser de consideravel ajuda na investigagao do que pode
e nao pode ser provado no sistema. Mas economia pode ir muito longe, e em alguns casos
pode ser muito dificil manipular tal sistema. Assim, teremos como compromisso procurar
por economia quando for relativamente simples, mas nao ao custo de perda da legibilidade.
Podemos economizar na linguagem, por considerar somente os simbolos légicos =, — e V.

7.1 Teoria Formal do Calculo de Predicados

Como toda tautologia é logicamente valida na logica de predicados, entao é razoavel que
todos os teoremas do célculo proposicional (que pelo teorema da completude sao todas as
tautologias) sejam teoremas do célculo de predicados. Assim, todos os axiomas e regras
do calculo proposicional devem fazer parte dos axiomas e regras do calculo de predicados.
Mas, a estes axiomas e regras devemos adicionar alguns que reflitam as caracteristicas
proprias do quantificador universal. Por exemplo, uma das mais 6bvias propriedades é
que se algo ¢ vélido para todo elemento de um dominio em discurso, entao o mesmo é
valido para um elemento especifico, o qual é refletido pelo axioma

Vr.o(z) — «ft/z], onde t é livre para x em «.

Mas isto nao é suficiente, devemos adicionar mais um axioma e uma regra de inferéncia.
Assim, o sistema de provas ou teoria formal para o célculo de predicados, TF =
(L AT RP), é dado por uma linguagem formal de 12 ordem e pelos seguintes conjuntos
de axiomas e regras de inferéncias.
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7.1.1 Linguagem Formal:

Analogamente como fizemos para o caso proposicional, a linguagem formal de 12 or-
dem considerada aqui, nao considerara todos os conectivos logicos nem todos os quantifi-
cadores. De fato s6 consideraremos o subconjunto {—, —,V} de ¥;. Assim, a linguagem
formal da teoria formal de primeira ordem, é Ei,v = (X — {V,A, <, 3},F1, Fa, Fs, Fg),
onde ¥ é um alfabeto de 12 ordem como definido no capitulo anterior. A linguagem
gerada por esta linguagem formal serd denotada por LY .

Regras de Inferéncias:

Modus Ponens:

mp . 0 @0
p
Generalizacao Universal:
Q@
G
e Vr.a

Observacoes:

1. As defini¢oes de axiomas, prova, teorema e consequéncia, definidas de modo geral
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para qualquer teoria formal, assim como as observacoes 1-6 da secao 3.1, valem para
a teoria formal de 12 ordem aqui descrita. Portanto, a notacao I' F « significa que
temos uma prova de « nas hipétese de I'. No caso particular de I' = (), F «, denota
que « ¢ um teorema da légica de predicados.

. A légica apresentada pela teoria formal TP = (LF  {Ai,..., A5}, {MP,Gen}) é

denotada por T (TT). Isto é, T(TT) é o conjunto de todos os teoremas da teoria
formal T

T(T")={ae€L”_ y/ Fa}

Introdugao a Légica Classica
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3. O axioma As é uma formalizacao de que se uma lei vale para todos, entao, em
particular, vale para um individuo escolhido aleatoriamente.

4. A regra Gen tem a seguinte explicacao: Suponha que afirmamos a férmula cos?z +
sen?z = 1, digamos para x € R. O que, de fato, estamos dizendo é: Vx.(cos’x +

sen’r =1).

5. Teoremas envolvendo o quantificador existencial podem ser provadas usando a equivaléncia:

dr.ao = —Vx.o.

Por exemplo, para provar a formula universalmente valida Vr.ao — dx.«, se deve
provar a féormula Vr.ao — —Vz.—a.

Exemplo 7.1.1 Seja o argumento “Todos os homens sao mortais. Socrates é homem.
Logo Socrates é mortal”. FEste argumento € andlogo a outros argumentos como “Todos
0s politicos sao corruptos. Fernando € politico. Logo Fernando é corrupto”, “Todos os
nordestinos sao brasileiros. Jodao € Nordestino. Logo Joao € brasileiro”, etc. Podemos
provar este argumento usando a teoria formal de primeira ordem TT. O primeiro passo
€ por o argumento como uma sentenca da linguagem de 1* ordem LT _y. Uma forma
razodvel seria usar simbolos de predicados mnemonicos, como H e M para denotar “é
homem” e “€ mortal” respectivamente. Assim, com estas consideracoes, o argumento €

descrito através da sentenca:

Va.(H(x) — M(x)), H(s) F M(s)

Uma prova para este argumento é a sequinte:

ay) Vo.(H(x) — M(z)) hipdtese

ag) Va.(H(x) = M(x)) — (H(s) — M(s)) instancia de As
az) H(s) — M(s) MP oy, a

ay) H(s) hipdtese

as) M(s) MP ay, as

O objeto principal da légica classica é o argumento ou raciocinio, isto é uma série de
afirmagoes (premissas) das quais se extrai ou infere uma conclusao. Este processo recebe
o nome de inferéncia légica. No caso do exemplo 7.1.1 anterior a conclusao é “Sécrates
¢ mortal” enquanto as premissas sao: “Todos os homens sao mortais” e “Sécrates é
homem”. Uma inferéncia légica poderd ser vélida ou invalida. Serd valida se ela pode ser
provada na teoria formal e invalida caso contrario. Como o argumento do exemplo 7.1.1
foi provado na teoria formal ele é valido.
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Exemplo 7.1.2 Vejamos o sequinte argumento légico:

“Nenhum homem pode ser homem e mulher ao mesmo tempo. Ora, Tiago é homem.
Logo, Tiago nao é mulher.”

Neste argumento tem-se como premissas: “Nenhum homem pode ser homem e mulher
ao mesmo tempo” e “Tiago é homem™”.

Considerando os sequintes simbolos de predicados: H para denotar “¢ homem” e M
para denotar “é mulher”.

Assim, com estas consideracoes, o arqgumento € descrito através da sentenca:

Ve (M(z) — —H(x)) A (H(x) — - M(x)), H(t) - =M(t)

Ou equivalentemente:

Va.(M(z) — —H(2)),Va.(H(z) — ~M(x)), H(t) - ~M(t)

Uma prova para este argumento é a sequinte:

ap) Vo.(H(x) — —M(z)) hipdtese

ag) Vo.(H(x) - - M(z)) — (H(t) — ~M(t)) instincia de As
az) H(t) — —M(t) MP a1, az

ay) H(t) hipdtese

Oé5) _|M(t) MP g, Q3

E de se esperar que adicionando dois novos axiomas e uma regra de inferéncia, o
niimero de teoremas em 7 ndo diminua com respeito aos teoremas de Tp (a teoria
formal proposicional). De fato podemos provar o seguinte resultado.

Proposigao 7.1.3 Toda férmula o € L¥ .y que é uma instincia de uma tautologia, ou
seja que € tautoldgica, é um teorema de TT e pode ser provado usando-se somente o0s
axiomas Ay — As e a regra MP.

DEMONSTRACAO: Se « resulta de uma tautologia (3 por substituicao dos simbolos proposi-
cionais em (8 por formulas atomicas em «, entao pelo teorema da completude da légica
proposicional, § tem uma prova em Tp. Seja fi,...,[3, uma prova de  em Tp. Sub-
stituimos em cada [3; as varidveis proposicionais pelas férmulas atomicas em LTy, da
mesma maneira como realizado para obter a de 3. Todo simbolo proposicional na prova
que nao ocorre em (3 ¢ substituido por uma férmula atomica arbitraria de L¥_y. A
sequéncia de férmulas resultantes é uma prova de « a qual usa somente os axiomas A; — As
e a regra de inferéncia MP. =

Portanto, tudo que pode ser provado em Tp, também, pode ser provado em 7'7. No
que segue estabeleceremos que TF é consistente. Ou seja, 7 (TF) é uma extensdo de
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7 (Tp), mas nao suficientemente grande para conter uma férmula « e sua negagao, —a.
Para provar esse resultado introduziremos uma funcao que transforma uma férmula de
L* numa proposicao.

Definigao 7.1.4 Seja £ = (X, G) uma linguagem formal de 1% ordem e L' uma linguagem
proposicional cujos simbolos proposicionais sio Y. Entdo a fun¢do ¢ : Ling(L) —
Ling(L') definida por

(
p(ma) = —p(a)
pla A B)=p(a) A e(B)
plaVB)=pa)Ve(s)
pla — B) = pla) = »(B)
pla — B) = p(a) < »(B)
p(Vz.a) = p(a)

p(Jz.ar) = p(a)
¢ denominada de fungao de transformacao de férmulas em proposigoes, pois ela

transforma uma formula o numa proposi¢ao, simplesmente extraindo de o os quantifi-
cadores e termos.

Note que se o € L .y entdo ¢(a) € Lp_,.

Exemplo 7.1.5 Seja « a formula —Vz.P(x,y) — R(z) e ¢ a funcao de transformag¢ao
de formulas em proposicoes. Entao

p(a) = p(=Vo.P(z,y) — R(2)) = —p — .

Assim p(a) € uma formula proposicional com os simbolos de predicados de o como
simbolos proposicionais.

Proposigao 7.1.6 Se a é um teorema em T, entdo p(a) é uma tautologia.

DEMONSTRAGAO: Para mostrar que ¢(a) é uma tautologia cada vez que o é um teorema,
devemos mostrar que ¢(a) é uma tautologia para cada axioma «, e que as regras de
inferéncia transformam férmulas cujas imagens sob ¢ sao tautologias em férmulas cujas
imagens sob ¢ sao tautologias.

Por definigao, p(—a) = =(p(a)) e p(a — [) = p(a) — ¢(F). Para cada axioma «
(A1,--+,A5), p(a) é uma tautologia. Para A; a Aj, isto é imediato, pois eles s@o livres
de quantificadores e termos.
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Ay Uma instancia do axioma Va.(a — ) — (o — Vz.(3) serd transformada pelo ¢ na
tautologia (p(a) — ¢(F)) = (p(a) = ¢(0))-

As: Uma instancia de Vr.ao — aft/z] serd transformada pelo ¢ na tautologia (o) —
p(a).

O passo seguinte é checar as regras de inferéncias. Se p(a) e p(a — ) (ou p(a) —
©(3)) sao tautologias, entao pela definicao de —, também é p(3) e se p(a) é uma tau-
tologia, entao p(Vz.a), que pela defini¢ao de ¢ é p(«), também é uma tautologia.

Portanto ¢(a) é uma tautologia para qualquer teorema o de TF. m

Note que a reversa nao verdade, ou seja ha féormulas que nao sao teoremas, por exemplo
a = Jz.P(x) — Vz.P(z), mas que sua transformagao canénica em férmula proposicional,
isto é p(«), é uma tautologia.

Agora podemos provar o esperado resultado de consisténcia de 7 (7).

Teorema 7.1.7 O Cadlculo de Predicados é consistente.

DEMONSTRAGAO: Se existe uma férmula o € LYy tal que - a e - —a em T, entao,
pela proposigao 7.1.6, ambos p(a) e ¢(—a) (ou —p(a)) devem ser tautologias, o qual é
impossivel. Portanto 7 (TF) é consistente. m

7.2 Teorema da Deducao

Na légica proposicional o teorema da dedugao foi uma ferramenta poderosa para auxiliar
na prova de teoremas. O teorema da deducao para a logica de predicados é também de
muita utilidade, porém devemos tomar certos cuidados com alguns problemas sutis, tais
como:

Para qualquer férmula «, usando a regra de inferéncia Gen deduzimos Vz.a, e portanto
provamos « F Vr.a. O “teorema da deducgao” nos permitiria concluir que - a — Vz.a,
mas esta férmula, como mostra o exemplo 6.5.12, nao é universalmente valida.

O problema resulta no uso do “teorema da deducao” descartando uma hipdtese para
inclui-la como antecedente de uma implicagao. S6 poderiamos fazer isto se nao tivéssemos
aplicado Gen a hipétese (que esta sendo incluida como antecedente da implicagao) ou a
qualquer outra férmula que dependa dela e que seja relevante na deducao da conclusao.
Para esclarecer esta condicao, precisamente, introduziremos o conceito “depende de”.

Definicao 7.2.1 Seja o uma fbf no conjunto I' de fbf’s e seja aq, ..., a, uma dedugao
de oy, a partir de I', junto com uma justificativa para cada passo da deducdo. Dizemos
que oy, com1=1,...,n, depende de « nesta prova se:
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1. a; € a e a justificativa de o; na prova é que pertence a I, ou

2. «; € justificado como conseqiéncia direta do MP ou Gen de algumas das formulas
anteriores, onde ao menos uma destas formulas depende de c.

Exemplo 7.2.2 Seja a sequinte dedugao de o, Vr.co — [+ Va.[.

ap) o hipdtese
az) Vr.a Gen, oy
az) Vx.ao — 3 hipdtese
Oé4) ﬁ MP, g, (3
as) Yz Gen, ay

e «y depende de «, pois a; € v e a justificativa € ser hipoteses.
e «y depende de «, pois ag € uma generalizacao de oy e aq depende de .
e a3 depende de Vr.ao — 3, pois ag € Vr.ao — (B e a justifica € ser hipdteses.

e oy depende de o e de Vx.ao — 3, pois ay € 0 modus ponens de ag e a3, € ap depende
de a e az depende de Vr.ao — 3.

e «ay depende de o e de Vr.ao — (3, pois as € a generalizacao de oy e oy depende de
ambos (o e Vr.oo — 3).

O seguinte lema declara que se uma conclusao nao depende de uma hipdtese, entao
podemos realizar a prova sem precisar desta hipdtese. Portanto, podemos omiti-la da
deducao.

Lema 7.2.3 Se (8 nao depende de o numa deducao de ', = 3, entao I' + (3.

DEMONSTRAGAO: Seja [31,...,[3, = [ uma prova de 3 a partir de I" e «, na qual 3 nao
depende de . Provaremos por inducao sobre n, o niimero de passos na prova, que I' - (3;,
para todo (3;, com 1 < i < n, que nao depende de . Assim, no caso de ¢ = n, I' - 3, pois
[ nao depende de a.

Caso base: i = 1.
Se (51 nao depende de a, entao ou [3; é um axioma ou 3; € I'. Logo, I' - (.

Etapa indutiva: Assuma que para cada 1 < i < k, se 3; nao depende de « entao I' - j3;.
Mostre que se (3, nao depende de o entao I' - [, .

Se (i pertence a I' ou é um axioma, entao I' - 0. Se (3 é conseqiiéncia direta de uma
ou duas férmulas anteriores, entao, por 3y nao depender de «, estas férmulas também
nao dependem de «. Logo, pela hipotese indutiva, estas férmulas sao dedutiveis de I'.
Portanto, (3, também ¢é dedutivel a partir de I'. m
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Teorema 7.2.4 (Teorema da Deducgao para T7) Se existe uma prova de I',a - 3,
tal que toda aplicacao de Gen a uma formula que depende de o tem como varidvel quan-
tificada uma varidvel nao livre de . Entao existe uma prova de I' - a — (.

DEMONSTRAGAO: Seja (i,...,03, = [ uma prova de  a partir de I, a tal que satisfaz
a condicao do teorema. Mostraremos por indugao, sobre i, que I' - a — ; para cada
1< n.

Caso base: 1 = 1.

1. 1 é um axioma ou pertence a I'.

a1) B algum dos axiomas ou uma hipdteses
062) B — (Oé - 51) Ay
043)Oé—>51 MP, a1, az

Logo, aq,as, a3 é uma prova de I' F a — 34

2. 51 é a.
ap) @ — (1 proposicao 4.2.1

Logo, oy é uma prova de I' - o — (34

Etapa indutiva: Assuma que I' F o — 3; para cada ¢ < k; mostre que I' F a — [.

1. Se () é um axioma ou um elemento de I', o resultado segue como no caso base 1.
2. Se (B, € a, o resultado segue como no caso base 2.

3. Se B sai por MP de 3; e 8 = 3; — [ com 7, j < k, entao pela hipéteses indutiva

'ta— B el'Fa— B;. Sejam oy, ...,q;, e aj,,...,; provasde ' a — ;e
I' = o — (3, respectivamente. A seqiiéncia

aq. (079

- o onde «;, = [

Opt-1- Qg

Qi - a;, onde aj, = B = B — B
Omint1- (@ = (B = B)) = ((@ = Gi) = (@ = Bi)) Az

Om4n+2- (Oé - ﬁz) - (Oé - ﬁk) MP, Xmtns Omgn1
Omp4nt3. O — ﬁk MP; Uy Opn4-2

é uma prova de I' F a — ;.

4. Se [ sai por Gen de um f;, ¢ < k, entdao ([, = Vx.5;. Pela hipdtese indutiva
I' F o — ;. Neste caso teremos duas possibilidades:
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(a) Se (; ndo depende de «, na dedugao de /3 a partir de I' e «, entao pelo lema
7.2.3 aplicado a hipdteses indutiva temos que I' - ;. Seja «;,,...,q;, uma
prova de I' - (3;. Entao a sequéncia

aq. Oéil

Q. ;, onde «;, = [3;

Qny1. Vo[ Gen( onde Vz.3; = B)
Ap42. B — (Oé — ﬁk) Ay

Qpgz. o — By MP, cv,q1, iy

¢ uma prova de I' - o — (.

(b) Se f; nao depende de «, na dedugao de (3 a partir de I' e «, entdo, pelas
condicoes do enunciado deste teorema, x nao é livre em a. Seja a;,...,q;
uma prova de I' - o — ;. Logo, a seqiiéncia

n

aq. (079

o, . ;. onde «;, = a — [
Qpy1. Voo — 3;) Genay,

Qpio. V. (a— F;) — (o — Vo.0;) As

Qpiz. a — V. MP, aya1, s

é uma prova de I' - a — (.

Assim, I' - o — ; para cada 1 <7 < n. O teorema resulta do caso i =n. m

As hipéteses (restricoes) do teorema da deducao para TP sdo pouco claras. Os
seguintes corolarios tornam o teorema mais transparente, e portanto mais util.

Corolario 7.2.5 Se uma prova de I',a = 3 ndo envolve nenhuma aplicacao de Gen na
qual a varidvel quantificada € livre em «, entao ' a — 3. =

Corolario 7.2.6 Se « ¢ fechado, isto € nao contém varidveis livres, e I';a = (3, entao
'YFa— 3 =m

Corolario 7.2.7 Se aq,...,a, € uma prova de I',a - (3 e 3 nao depende de o na prova,
entioI'Fa— 3. m

Para nao ter que lidar com uma série de casos especiais, como os trés corolarios
anteriores (que nao sao suficientes para considerar todas as possibilidades), nem ter que
verificar se uma determinada prova de I', o = 3 satisfaz ou nao as restrigoes do teorema
da dedugao (que pode ser motivo de confusao), é melhor realizar a seguinte seqiiéncia de
perguntas:
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1. a tem alguma variavel livre?
2. Gen foi utilizado na prova?
3. Algumas das variaveis introduzidas pelo Gen é livre em «?

4. Algumas das férmulas na qual se aplicou Gen introduzindo variaveis livres de «
depende de a?

5. 3 depende de algumas das férmulas na qual se aplicou Gen introduzindo variaveis
livres de a?

Se algumas das perguntas receber uma resposta “nao”, entao podemos concluir que
existe uma prova de I' H @ — 3. Do contrario, ou seja caso todas as perguntas tenham
respostas “sim”, essa prova em particular nao nos autoriza a “aplicar” o teorema da
deducao! e portanto ndo podemos afirmar que existe uma prova para I' - o — S.

Exemplo 7.2.8 Seja a sequinte prova de a - =Vrx.ao — V.-

) o hip.

ag) Vr.a Gen, o

az) Vr.a— (o — Vr.a) Ay

ay) a—Vr.a MP, s, a3

as) (@ —Vr.a) — (-Ve.a — -a) proposi¢ao 4.3.3.h
ag) —Vr.a— MP, ay, as

a7) Vr.(-Vz.a — —a) Gen, ag

ag) Vr.(-Vr.a— a) — (-Ve.ao — Ve.na) Ay

ag) —Vrx.a — Voo MP, a7, ag

Serd que esta prova junto com o teorema da deducao garantem que podemos transfor-
mar ai, ...,y numa prova de b a — (=Vr.oo — Yo.ma)? Para responder isto teremos
que verificar se esta prova satisfaz as condicoes do teorema da deducao. Para isto facamos
as 5 perguntas acima:

1. «a tem alguma varidvel livre?
Como a € uma meta-varidvel, ou seja pode ser instanciada com qualquer formula,
inclusive uma tendo varidveis livres. Logo, a resposta a esta pergunta é: Sim.

2. Gen foi utilizado na prova?

Sitm, em oy e a.

LObserve que um (meta)teorema da forma “Se a entdao 37 sempre se aplica, s6 que quando « é falso,
néo podemos concluir nada de . Assim, a expressdo “nao é possivel aplicar o teorema da dedugdo” nao
é do todo correta, mas nds a usaremos com a interpretacao que as premissas do teorema da deducao nao
sdo satisfeitas. Analogamente, a expressao “ é possivel aplicar o teorema da dedugao” serd usada para
indicar que as premissas do teorema da deducgao foram satisfeitas.
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3. Algumas das varidveis introduzidas pelo Gen € livre em «?

Como a € uma meta-varidvel, ou seja pode ser instanciada com qualquer formula,
inclusive uma tendo x como varidvel livre. Logo, a resposta a esta perqunta €: Sim.

4. Algumas das formulas na qual se aplicou Gen introduzindo varidveis livres de

depende de a?

Sim, tanto as quanto oy dependem de o.

5. B (neste caso ag = —Vr.ao — Y.~ ) depende de algumas das formulas na qual se

aplicou Gen introduzindo varidveis livres de «?

Sim, ela depende tanto de ag quanto de a.

Logo, como as cinco questoes tiveram respostas positivas, podemos concluir que esta
prova nao nos permite concluir a ezxisténcia de uma prova para - o — (V.o — Vr.na).

Exemplo 7.2.9 Seja a sequinte prova de P(z, z), ~Vy.R(y, z) — —Vz.P(z,y) - R(a, f(a))

a;  P(z,z2)
ay  Vy.R(y,z) — ~Va.P(z,y)

a3 <—\Vy R<y7 ) — V. P(l‘,y)) -

ay  Vz.P(x,y) — Vy.R(y, 2)
as Vz.P(x,z)

ag  Vz.P(x,z) — P(x,y)
Q7 P(l‘, y)

ag  Vr.P(z,y)

ay  Vy.R(y,z)

apg Yy.R(y,z) — R(a, z)
ap; R(a,z2)

aps Vz.R(a, 2)

a3 Vz.R(a,z) — R(a, f(a))
ars R(a, f(a))

Hap.
(Vz.P(x,y) — Yy.R(y,2)) prop.3.3.4.d

Gen
As
MP

Como, tanto a hipdteses P(x,z) quanto —=Vy.R(y,z) — —Vx.P(x,y)
livres. Gen foi usado na prova. A varidvel z introduzida pelo Gen em ay € livre em ambas
as hipdteses. E como as depende de P(x,z) e aqy (onde foi aplicado Gen introduzindo a
varidvel z) depende de =Vy.R(y, z) — —Vx.P(x,y), ndo podemos garantir que exista uma

prova para

P(z,z) F ((-Vy.R(y, z) — —Vx.P(z,y)) — R(a

nem para

, f(a)))

(—=Vy.R(y, z) — —Vz.P(x,y)) F P(x,z) — R(a, f(a)).
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Exemplo 7.2.10 Seja a sequinte prova de Vx.P(z, z) b (=Vy.P(y,a) — —Vz.P(x,a)) —
P(a,z)

ay) Vx.P(zx,z) hip.

az) Vo.P(z,z) — ((-Vy.P(y,a) — —=Vx.P(z,a)) — Vo.P(x,z)) Ay

az) (=Vy.P(y,a) — —Vz.P(x,a)) — Vx.P(z,2) MP o, s

ay) Vx.P(x,z) — P(a,z) As

as) (=Vy.P(y,a) — —Vx.P(x,a)) — P(a,z) Proposicao 4.3.2.0 ag, oy

Como, Gen ndao foi usado na prova entao o teorema da deducdo garante a existéncia
de uma prova para

V. P(x,z) — ((-Vy.P(y,a) — =Vz.P(z,a)) — P(a,z))

Observe que na prova do teorema da deducao para T, 3; depende de uma premissa ~y
de T" na prova original de I', a I 3; se, e somente se, a — 3; depende de v na nova prova
de I' H @ — (3;. Esta observacao ¢ ttil quando desejamos aplicar o teorema da deducao
diversas vezes consecutivas (por exemplo, para obter I' v — (o — () de I', v, a F ).

Exemplo 7.2.11 Para provar que Vr.(a — ) — (Vz.a — Vz.[) € um teorema de
T(TF), primeiro provamos que

Vr.(a — B),Vr.oo V.5

para depois argumentar que, pelo teorema de dedugado, existe uma prova deVr.(ao — ) —
(Vo.ao — V. 3).

Seja a sequinte prova de Vz.(aw — [B),Vr.a b Va.[5:

ay) Vr.a hip.

az) Vr.(a— f) hip.

az) Vo o —f) = (a—f) As

ay) a— MP, s, as
as) Vr.a — « As

ag) o MP, aq, as
Oz7) ﬁ MP, g, Oy
ag) Vx.f Gen, «y

Como a unica generaliza¢ao realizada na prova introduz a varidvel x, a qual nao é
livre em Vx.a, podemos aplicar o teorema da dedugao e concluir que existe uma prova

para Vzr.(a — () F Ve.ao — V..

Observe que o teorema da dedugdo s garante que existe uma prova para Vr.(a — () F
Vr.ao — Vx.3, mas nao proporciona efetivamente essa prova. Logo pode ficar a sequinte
pergunta: Como saber se é possivel ou nao aplicar novamente o teorema da dedugdo se
nao possuimos nenhuma prova concreta de Vr.(aw — ) b Ve.oo — V.7
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Ou seja, nao temos nenhuma prova tangivel sob a qual possamos analisar e descobrir
se essa prova satisfaz ou nao as restricoes impostas pelo teorema da dedugao para seu uso.

Mas, embora a resposta a pergunta seja aparentemente: “nao podemos saber”, baseados
na demonstra¢ao do teorema da dedugao para a ldgica de 1% ordem (teorema 7.2.4),
sabemos que uma prova de Vx.(a — () F Vr.a — Vz.(3, pode ser obtida substituindo
cada B; na prova de Vr.(a — (),Vr.a b Vz.0 por uma série de formulas de acordo com
o tratamento indutivo da demonstracao do teorema da deducao. Assim, por erxemplo a

partir de oy, . .., as, obteriamos a sequinte prova de Vr.(a — ) - Vr.ao — Va.[3:
a1.4) Ve — Vo prop.3.2.1.
ag.4) Vr.(a— B) hip.
agy) Vz.(a— f) - (Ve.a — Vo.(a — 0)) Al
aze) Vr.a— Vo.(a— () MP, a4, 2
azq) Yr.(a— B) — (a— ) As
asy) (Vaa— B) — (a — B) — (Va.a — (Fo.(a — §) — (o — B))) Al
as.) Yr.a— (Ve.(a— B) = (a— 5)) MP, as.q, a3
asq) (Vo — Vo (a—F) = (a—0)) = (Vr.a = Ve (a— §) = Vo.a— (a— F))) A2
agp) ((Vz.a — Vo.(a — B)) — (Vz.a — (a — ())) MP, a3.c, 4.4
agc) Yre.a— (a— f) MP, as.c,aap
as.q) Ve — As
asp) (Ve.a — a) = Ve.a — (Ve.a — a)) Al
as.) Vr.a— Vr.a— a) MP, as.q,as5.p
ag.q) (V.o — Ve.a— a)) = ((Ve.a — Vr.a) — (Ve.a — a)) A2
agp) (V.o — Vr.a) - Ve.a — ) MP, as.., 6.
ag..) Vr.a— « MP, 1.4, 6.0
ar.q) (V.o — (a— f) = (V.o — a) - (Ve.a — ) A2
ary) (Ve.a — a) = Vz.a — ) MP, ay.c, 7.4
ar.) Ve.a—pf MP, ag.c, 7.4
as.q) Ve.(Ve.a — ) —» (Ve.a — Va.5) A5
agy) Ve.(Vx.a — B) Gen, a7,
ag.) Vre.a— V. MP, agp,as.q

Logo, podemos analisar esta prova e verificar se realmente satisfaz as restri¢oes do
teorema da deducao. No entanto, fica evidente que seria um trabalho intrincado e tedioso
construir uma prova de este forma. Felizmente, se fizermos uma andlises mais minuciosa
da prova assim obtida, verificaremos que esta prova tem as mesmas propriedades que a
original: so foir usada uma generalizacao, a qual depende de uma formula oz ., a formula
ar. depende das formulas ag. € a7, (este é um axioma), a ag. depende da a4 € agp. €
a1.4 € a formula correspondente a hipdtese Vx.o () na prova original.

Assim, para saber se podemos aplicar o teorema da dedugao baseados na prova con-
struida anteriormente, basta analisar a prova original. Logo, usando o mesmo critério da
primeira andlises, podemos afirmar que € possivel aplicar novamente o teorema da dedug¢ao
e concluir, desse modo, que erxiste uma prova para = Vr.(a — () — (Vr.ao — Vx.3) como
desejado.

Observacao: Generalizando o resultado do exemplo anterior, podemos dizer que se
b1, ...,03, € uma prova de ai,...,q; b « tal que nos permite concluir, pelo teorema
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da dedugao, que existe uma prova de aq,...,qr_1 F ap — «, entao para saber se é
possivel aplicar novamente o teorema da dedugao e assim concluir a existéncia de uma
prova para aj,...,ag_2 F ap_1 — (o — «), basta analisar a prova fi,...,3,. Ob-
viamente, se queremos verificar se novamente podemos aplicar o teorema da deducao e
concluir a existéncia de uma prova para g, ..., ag_3 - ag_2 — (ax_1 — (o — «)) basta
verificar na prova i, ..., ,. E assim por diante. Portanto, se 31,..., 3, é uma prova de
aq,...,ax E a e queremos saber se existe uma prova de F oy — (ag — ... (o — @) ...),
entao devemos somente verificar se o teorema da deducao se aplica na prova fi,..., 3,
para aq, para qs,..., para g, separadamente.

Vejamos alguns resultados que serdo titeis para provar teoremas em 77 .

Proposicao 7.2.12 a) F Vz.Vy.a — YyVr.a
b) F (Ve.oo — Va.8) — Vo.(a — )
c)F—a — V.o
d)Fp—abk-Vr.a— Ve
e) FVr.a — V.o
f) F V. ~Vy.a — Vy.-Vr.-a

g) FVr.—a — —Vr.a

DEMONSTRACAO:

a) k- VeVy.a — Yy Vr.«

ap) VeVy.«a hip.
az) VeVy.a — Yy.a As
az) Vy.«a MP aq, ap
ay) Yy.a — « As
as) o MP as, ay
ag) Vr.a Gen ag
ar) YyVr.a Gen ag
Logo, ay,...,a; é uma prova de Va.Vy.a - Vy.Vr.a. Fazendo as 4 perguntas temos

que a hipotese Va.Vy.a pode ter variaveis livres, pois a é uma meta variavel repre-
sentando qualquer férmula e uma dessas pode ser P(z) por exemplo. Generalizagao
foi usada na prova, mas as varidveis introduzidas por Gen (z e y) nao sao livres em
Vx.Vy.a independente de quem seja o. Logo, o teorema da dedugao, garante que
existe uma prova de F Vz.Vy.ao — Vy.Vz.a.
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b) FVz.(a — ) — (Ve.ao — V. 9)

ar) Vo (a— () hip.
0) V(o —B) = (a— ) As
az) a—f MP a1, ag
ay) Vr.a hip.
as) Vr.a— « As
ag) o MP ay, as
CY7) ﬁ MP g, O3
ag) Vz.f3 Gen ay
aq,...,ag é uma prova de Vz.(aw — [3),Vr.a F V.. Como a unica generalizagao

na prova introduz a varidvel x, a qual nao é livre nem em Vz.(ov — ) nem em Vz.q«,
entao pelo teorema da deducao (junto com a observacao ?7?) temos que podemos
construir uma prova para - Vz.(a — () — (Vx.a — Vx.) como desejado.

¢) F—a— Vr.a

a) Vr.a— « As
az) (Vr.oo — o) — (-na — —Vz.a) proposigao 4.3.3.h
az) —a — V.o MP v, ag

d) 8 — ak V.o — —Vz.(

a;) O —« hip.

az) Vz.(f — «) Gen oy

az) Vr.(f — o) — (Vo. — Vr.a) item b)

ay) Vr.f — Vr.a MPas, ag

as) (Vx.fp — Vr.a) — (-Ve.ao — =Vx.3) proposicao 4.3.3.h
ag) —Vr.a — V. MPay, as

e) FVr.ao — =Va.~«a

a1) Vra hip.
az) (- Vroa — —a) — (- Vr.-a — a) — Vo.oa) Az
az)  —Vrooa — Voo proposicao 4.3.3.a
ay)  Yr.oa — o As
as)  —Vrooa — o proposicao 4.3.2.i as, ay
ag) (mVroa — o) — Voo MP s, g
a7) Vr.a — « As
ag)  « MP a1, ar
ag) a— (—Vr.oa — «) Ay
agg) —Vroa — a MP ag, ag
aq1) Vr.oa MP a9, ag
Logo, a1, ...,aq; € uma prova de Vr.ao = =Vz.—a. Como Gen nao foi usado na prova

entao o teorema da dedugao nos garante que existe uma prova de - Vr.ao — —Vz.—a.
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f) F =Vz.-Vy.a — Vy.—Vo.—«a

) o — VY.« item c
ag) —Vr.—Vy.a — —Vz.-oo item d, ay
az) —Vr.Vy.a hip.
ay) —Vr.oa MP as, ag
as) Yy~ Vr.-a Gen ay
Logo, ai,...,a5 é uma prova de —Vr.—Vy.a - Vy.-Vzr.ma. Como a unica gener-

alizagao usada na prova introduz a variavel y, que nao ¢ livre na hipdtese ~Vr.—Vy.a,
podemos garantir, pelo teorema da deducao, que existe uma prova para - -Vr.-Vy.ao —
Vy.—Vr.—a.

g) FVr.m~a — —Vr.«a

ap) Vr.a — —Vr.oa esta proposigao item e.
az) (Vr.ao — =Vx.—a) — (Vo.-a — =Vx.a) proposigao 4.3.3.f
az) Vr.—a — —Vr.a MP v, ag

Retornando ao teorema da deducao, observe que o fato de termos uma prova que nao
satisfaca as premissas do teorema da deducgao, nao significa que nao possa ser achada uma
outra prova a qual sim as satisfaca.

Exemplo 7.2.13 Seja a seguinte prova de P(x) F =Vz.=P(z)

ay) P(z) hip.

az) Va.P(x) Gen

az) Vz.P(x) — =Vx.—P(z) proposicio 7.2.12.b
ay) —Vz.=P(z) MP o, a3

Como P(x) tem varidveis livres, Gen foi aplicado na prova (as), a varidvel introduzida
em ay (x) € livre em P(x) e ay depende de P(x), entdo nao podemos aplicar o teorema

da dedugao e portanto ndo podemos garantir a existéncia de uma prova para b P(z) —
—Va.mP(x).

Embora esta prova seja muito natural, ela nao é a unica. Seja a sequinte prova de

P(x) F =Vz.-P(z)

ay) Vz.mP(z) — —P(x) As

az) (Vz.—-P(z) — —P(x)) — (P(x) — —Vz.mP(x)) proposi¢cao 4.3.5.e
as) P(x) — —Vz.-P(x) MP oy, g

ay) P(z) Hip.

as) V.- P(z) MP ay, ag

Como Gen nao foi usado na prova, entdo € possivel aplicar o teorema da deducao
e concluir que existe uma prova de - P(x) — —Vz.=P(x). Observe que poderiamos
ter provado este teorema diretamente, isto é, sem necessidade de apelar ao teorema da
dedugdo. De fato oy, s, as, na prova acima, € uma prova de - P(x) — —Vz.—P(x).
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7.3 Exercicios

1. Prove cada uma das seguintes férmulas na teoria formal 77

(a) VeVyVz.a — VzVyVr.a

(b) Vxi. - -Va,.a — Ve, V.- Vo, 1.0
(¢) “Vz.m—a — —Vr.«a

(d)
(e) Ve.(a — ) — (=Va.—~a — —Vz.—0)
(f) Vo.=(a — =0) = ~(Ve.o — =V f)
(g) ~VzVy.—a — Vy V.-«

J

Vo Vy.~a — Vy.Vr.—a

2. Prove as seguintes deducoes

(a) FVaVy.P(z,y) — Vo Vy.P(y, )

(b) P(x) F R(a) — Vy.P(y)

(c) P(z) b (Vo.P(z) — Vy.P(y)) — P(a)

(d) P(z) F (Vo.P(x) — Vy.R(y)) — R(a)

(e) Vx.(P(z) — R(x)) F =Vax.—~P(z) — —Vz.mR(x)

(f) R(a) — Vz.P(x) FVz.(R(a) — P(z))

(g) Va.(P(z) — R(a)) b ~Vaz.~P(z) — R(a)

(h) =Vz.—-P(z) — R(a) F Vx.(P(x) — R(a))

(i) =Va.~Vy.P(z,y) F Vy.-Vz.=P(z,y)

(j) “Vz.=(P(x) — R(x)) F Vz.P(x) — =Vz.—~R(x)

(k) Vx.P(z) — —Vz.mR(x) b =Vax.—~(P(x) — R(z))
)+

() = =P(y) = (Voo (P(r) = ~P(y)) — P(y))

3. Mostre que a inversa da proposicao 7.1.6 nao é verdadeira. Ou seja, se ¢(«) é uma
tautologia, entdo o nao necessariamente é um teorema em 7.

4. Diga porque nao podemos aplicar o teorema da deducao nas seguintes provas

(a)

Oél) hlp

ag) Vr.o Gen, aq
az) Ve.ao — (f — Vr.a) Ay

ay) f— Vr.«a MP, s, as
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(b)

a1) Vz.(P(y) — Q(z,y)) hip.

a) Vr.(P(y) — Q(z,y)) — (Py) — Vo.Q(z,y)) A4

az) P(y) = Vz.Q(z,y) MP, aq, a
aq) Vy.(P(y) — Vo.Q(z,y)) Gen, a3
as) Vy.(P(y) — Vo.Q(x,y)) — (P(z) = Vx.Q(z,2)) As

ag) P(z) = Vr.Q(x, z) MP, ay, as

(c)

ap) P(x) hip.

ag) Vo.P(x) Gen oy

az) P(z) — (Q(z) — P(z)) A

ay) Q(x) — P(x) MP, ay,as
Observacao: Esta tltima prova nao nos permite aplicar o teorema da dedugao,

porém isto nao significa que o teorema da dedugao nao seja aplicavel a P(z) -

Q(x) — P(x).

teorema da deducgao.

De fato se retiramos as., da prova acima, podemos aplicar o

5. Diga porque podemos aplicar o teorema da deducdo nas seguintes provas (use os 5

critérios usados neste capitulo ).

(a)

158

(z,y
— Vy.Q(z, %)) — (P(z) = Vy.Vy.Q(z,y)) Ay

hip.

hip.

As

MP, «s, ag
MP, a1, ay

hip.
Gen o

MP, a, as
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Capitulo 8

Resolucao na Ldégica de Predicados

Neste capitulo descreveremos o esquema de computagao para o calculo de predicados,
chamado resolucao geral, este processo é essencialmente o mesmo que o descrito para o caso
proposicional, ou seja, para provar que uma férmula o é um teorema, primeiro negamos
a formula, em seguida transformamos —a numa férmula equivalente numa certa forma
normal, e depois aplicamos o principio de eliminacao de literais complementares. S6 que,
no caso da légica de predicados, por ter uma linguagem mais complexa, a transformacao
a forma normal vai ser mais intrincada, pois antes de eliminar dois literais, as vezes,
teremos que unific-los para torna-los complementares. Por exemplo, os literais P(z) e
—P(a) ndo poderiam ser eliminados diretamente, pois P(x) # P(a) e portanto nao sao
complementares. No entanto, como x pode tomar qualquer valor, inclusive o valor que
tome a constante a, podemos dizer que P(a) é uma instancia de P(z). Agora sim, P(a)
e =P (a) sdo complementares, e portanto podem ser eliminados. O processo de substituir
x por a para tornar complementares P(z) com —P(a) se chama de unificagao.

8.1 Forma Clausal

Quando descrevemos o processo de computacao para o caso proposicional discutimos,
entao, a resolucao “bdsica”. A qual era baseada em clausulas basicas mas nao dizemos
o porque do nome “bésica”’ a essa definicao de clausula. Uma expressao ou clausula é
basica (ground em inglés) se ela ndo contém variaveis.

Na logica proposicional s6 encontramos cldusulas basicas, uma vez que a linguagem nao
contém varidveis. Resolugao bésica por si s6 nao é suficiente para manusear a linguagem de
predicados, que é mais expressiva. Para LP usaremos uma forma mais geral de resolugao,
que consiste de unificagao junto com eliminagao do literal complementar (ELC). Usaremos,
também, aqui, procedimentos de refutacao, que consiste em provar um teorema mostrando
que sua negacao ¢ contraditoria.

Como introduziremos novos simbolos em LP, redefiniremos algumas noc¢oes ja definidas
anteriormente, adicionando nogoes novas.
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—_

. termo :=constante | varidvel | simbolo funcional “(” lista de termos “)”
lista de termos :=termo| termo“,” lista de termos
férmula atémica :=simbolo de predicado“(” lista de termos“)”

4

literal :=férmula atomica | “=” férmula atomica

clausula :=“0" | literal | literal “V” clausula

SR AN S

sentenga :={cldusula} | cldusula “A” sentenca

Definicao 8.1.1 Uma fbf de LY estd na forma clausal se ela é uma sentenca como
descrita na gramdtica acima.

Da mesma forma que no caso proposicional, uma clausula sera vista desde duas dticas:
como uma disjuncao (“ou”) de seus elementos (literais) e como um conjunto de lit-
erais. Analogamente, veremos uma sentenga como uma conjungao (“e”) de seus elementos
(cldusulas) e como um conjunto de cldusulas.

Observe a auséncia de quantificadores na definicao de forma clausal. Sabemos que
uma fbf de LT é provdvel (isto é, existe uma prova para ela) se e somente se seu fecho
é provavel (pelo axioma Aj e por Gen). Vimos que uma fbf é universalmente valida se
e somente se seu fecho é universalmente valido. Assim, toda fbf na forma clausal esta
implicitamente fechada, pois consideraremos cada variavel como estando universalmente
quantificada sobre a clausula em que ela aparece.

8.2 Forma Normal Prenex

Requereremos que as fbf’s que usaremos estejam na forma normal conjuntiva re-
duzida sem quantificadores. Mas antes de definir quando uma sentenca esta nesta
forma normal e como podemos transformar qualquer sentenca numa férmula equivalente
na forma normal conjuntiva reduzida sem quantificadores, teremos que descrever alguns
passos intermediarios.

Uma fbf estd na forma normal prenex se cada varidavel é quantificada, e todos os
quantificadores estao juntos precedendo uma sentenca livre de quantificadores.

Definicao 8.2.1 Uma formula estd na forma normal prenex se tem a sequinte forma

Q1. Qup.x

onde o € uma formula livre de quantificadores, x1,...,x, sao varidveis diferentes e para
cada 1 <1 <n, Q; =V ou Q; = 3. Se todos os Q; sao quantificadores universais a
formula € chamada de universalmente fechada. Qx;.- - Q,x, € chamado de prefixo
da formula e o de matriz.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (verséo 3.1)

160



CAPITULO 8. RESOLUCAO NA LOGICA DE PREDICADOS

Por exemplo, as férmulas Vz.3y.Vz.(P(z,y) — P(f(x,y),2)) e Va.Vy.((P(x)AQ(y)) —
(P(f(z,y)) V =Q(f(z,y)))) estdo ambas na forma normal prenex. Porém enquanto a
segunda delas esta universalmente fechada a primeira nao.

Toda fbf do calculo de predicado é equivalente a uma fbf na forma normal prenex
com as mesmas variaveis livres. Para por uma fbf na forma normal prenex, movemos
todos os quantificadores a esquerda dos conectivos logicos =, A, V e —. Se a férmula
contiver algum conectivo «», entao antes de proceder a este processo, devemos eliminar
este conectivo da férmula usando a reducao:

a<—>ﬁ—>—>(a—>ﬁ)/\(ﬁ—>a)

Para mover cada quantificador a esquerda de cada tipo destes conectivos devemos usar
uma das reducgoes descritas a seguir.

—-Jr.a —— Ve«

—Vz.a —— dr.oa
Ve.a NG —— VYy.(aly/z] A B)
BAVr.a —— Vy.(BAaly/z)])
dr.anNp — Jy.(aly/z] AB)
BAIr.a —— Fy.(BAaly/z])
Ve.aVp — Vy.(aly/z]V[5)
BVVr.ao —— Vy.(BValy/z])
dr.aVvp — Jy(aly/z]V5)
BV Ir.a — Fy.(BValy/z])
Vo.ao— B —- Jy.(aly/z] — B)
a—= V. — Vy(a— Bly/a])
Jra— B — Vy(aly/z] = B)
o 3rf — Fyla— Aly/c)

onde y ¢ uma variavel nova.

Observe que a renomeacao de todas as variaveis é para se garantir que todas as variaveis
diferentes tenham distintos nomes. Se nao tivermos este cuidado, pode acontecer que a
férmula resultante nao seja equivalente a original. Por exemplo, no caso da férmula
Va.P(x)AR(a,x), se aplicarmos a redugao Vx.a A3 —— Vy.(aly/x]A[F), obtemos a férmula
Vy.(P(y)AR(a,x)), onde x permanece livre na subférmula R(a,z). Mas, senao tivéssemos
realizado a renomeagao de varidveis, terfamos obtido a férmula Vz.(P(z) A R(a, z)), onde
a ocorréncia da varidvel x em R(a,x), que antes era livre, passaria a ser ligada, alterando
completamente o sentido da férmula e portanto transformando a féormula original numa
férmula nao equivalente.

Exemplo 8.2.2 Seja a formula —~(—VaNy.P(z,y) V Vy.VYr.P(z,y)). Uma seqiéncia de
reducoes para transformar esta formula numa formula na forma normal prenex equivalente
¢ a sequinte:
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—(=VaVy.P(x,y) VVyVe.P(x,y)) —— —(3e.~Vy.P(x,y)V VyVe.P(z,y))
—— =(Jz.Jy.~P(z,y) V Vy.Ver.P(z,y))
— —3xy.(Jy.—P(xy,y) V VyVe.P(z,y))
—~ =3z Jy;. (2P (21, 41) V Vy.Vo. Pz, y))

—= 2313y VYo (P (21, 1) V V. P(x, 2))

—= =321 3y VY Vaa. (2P (21, 1) V P22, 92))
—= Va1.03y1 Vo Voo (2P (21, 41) V P22, 42))
— V21 VY. VYo Voo (= P(x1, y1) V P(xa,y2))
— V21 Vy1. Yo Vo (= P(x1, y1) V P(xa, y2))
—— V1. Vy;. Fys.3x0. (= P21, 11) V P(22,y2))

A forma normal prenex assim obtida nao é necessariamente tnica, mas é possivel
garantir sua equivaléncia com a férmula original. Por exemplo, no caso da féormula do
exemplo anterior, poderfamos também ter realizado a seguinte transformacao:

—(=VaVy.P(x,y) VVyVe.P(x,y)) —— —(Fzx.~Vy.P(x,y) V Vy.Ve.P(z,y))
—— =(3x.Jy.—~P(x,y) VVy.Ve.P(x,y))
—— —Vy;.(3x.Fy.~P(z,y) VVr.P(x,y1))
—— Vy Vo, (Fx.Jy. Pz, y) V P(x1,11))
—= VY.V, 32y, (3y.—P(22,y) V P(z1,91))
—= Vy1.Voy.3wo. Jye. (~P (22, 42) V P(xl (7
—= Jy1. Va1 312 3ye. (P (22, 42) V
—= Jyi. 3217320, Fys. (- P (22, 2) \/
—= Jy1.321.Vre.~ Y. (2P (22, 92) V
— Jy1.301. V22 Vyo. = (= P22, 92) V

Mas ambas sao logicamente equivalentes a férmula original. Generalizando:

Teorema 8.2.3 (Forma Normal Prenex) Qualquer formula na linguagem de predica-
dos, existe uma formula na forma normal prenex logicamente equivalente a ela e com as
mesmas varidveis livres.

DEMONSTRAGAO: Veja [Men87]. =

Note que se em vez de x5 e ys tivéssemos deixado as varidveis originais = e y, re-
spectivamente, as férmulas resultante seriam equivalentes. Assim, de agora em diante s6
renomearemos as variaveis quando necessario.

Depois de colocar todos os quantificadores ao lado esquerdo da férmula, formamos o
fecho existencial da fbf introduzindo, a esquerda, quantificadores existenciais para cada
variavel livre da formula afim de fechar a férmula. Assim, pelo teorema 7?7 e pela terceira
observacao ao final do capitulo 6, a férmula original é insatisfativel se e somente se o fecho
existencial de sua forma normal prenex também é insatisfativel.
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Exemplo 8.2.4 Seja a formula

~Vx.(P(x,2) A R(z,y)) V (3z.P(z,2) V V. R(z,y))

Uma formula equivalente na forma normal prenex, pode ser obtida da sequinte maneira:

Movendo ¥V a esquerda de — e renomeando variaveis quando necessario obtemos

dx.=(P(z,2) A R(z,y)) V Jz1.Vre.(P(x1, 2) V R(x9,y)

Pondo os quantificadores na frente, temos

E|[L’.E|$1.v1'2.(_\(P($, Z) AN R(l',y)) V (P(JTl, Z) Vv R($27y)))

e formando o fecho existencial temos
Jz.3y.Jx. 3y Vo (=(P(z,2) A R(x,y)) V (P(21,2) V R(x2,y)))

As vezes é mais facil de visualizar este processo quando mostrado graficamente.

Poderemos representar uma fbf por uma arvore cujas folhas sao férmulas atomicas e
cujos nds nao folhas contém ou um conectivo légico (=, A, V) ou uma quantificagao (Vz,
dz). Descendentes de um né representam as subférmulas para as quais o conectivo ou
quantificagao se aplica. Qualquer quantificagdo que estd mais acima na arvore (nao tem
quantificagoes no caminho dela até o prefixo da fbf na raiz) pode ser movida acima da
arvore para abaixo do prefixo. Neste processo as variaveis podem ser renomeadas e o0s
quantificadores podem mudar de tipo, dependendo do tipo de reducao empregada. Por
exemplo, a s redugao —Vrxa —— existsr—a tem o efeito mostrado na figura 8.1. Ja a
reducao Jr.aV f — Jy.(aly/z] V ) tem o efeito ilustrado na figura 8.2.

- dx
Ve = =
o o

Figura 8.1: Efeito na arvore da segunda reducao

Considere a mesma férmula do exemplo 8.2.4. Uma representagao grafica do processo
de transformagao a forma normal prenex é mostrada nas arvores das figuras 8.3 a 8.7. A
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dr. —— g = \Y

a aly/s——- p

Figura 8.2: Efeito na arvore da nona redugao

V
- V
YV Jdz YV
A P(z,2) R(z,y)

P(l’, 297 R(aja y)
Figura 8.3: Arvore da férmula —Vz.(P(z, z) A R(x,y)) vV (3z.P(x, 2) V V2.R(z,y))

figura 8.3 apresenta a férmula do exemplo 8.2.4 na forma de arvore. A figura 8.4 mostra
a transformacao de um quantificador universal num existencial pela acao da negacao. A
posicao original da quantificagdo na arvore é tomada por seu né descendente.

Agora vamos deslocando sucessivamente para o topo da arvore as quantificagoes, como
mostram as arvores das figuras 8.5, 8.6 e 8.7, mas devemos ter cuidado com o perigo
de capturar variaveis livres. Se uma quantificacao é movida para uma posicao na qual
governa ocorréncias de uma variavel que anteriormente era livre, estas ocorréncias serao
capturadas e portanto, para nao mudar o sentido da férmula, deveremos renomear essas
ocorréncias.

Note que a renomeacao de x por x; nao é necessaria, mas como existem diversas
ocorréncias da variavel x ligadas a distintos quantificadores, entao se obtém uma melhor
visualizacao de qual z estd ligado a que quantificador através um subindice em cada um
deles.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (verséo 3.1)

164



CAPITULO 8. RESOLUCAO NA LOGICA DE PREDICADOS

V
dr ——— \Y%
- Jx Vo
A P(z,z) R(z,y)

Pz, —— R(x,y)

Figura 8.4: Deslocamento do quantificador universal para acima da negacao,
transformando-o num quantificador existencial.

Finalmente, realizando o fecho existencial da fbf, obtemos a drvore da figura 8.8.

Note que a férmula resultante desta arvore (3z.3y.3xq.3xe V3. (=(P (21, 2) AR(x1,y))V
(P(x1,2) V R(xq,y)))) é diferente da resultante do exemplo 8.2.4. Porém como esta
diferenca somente reside nos nomes dados as variaveis, ambas as férmulas sao essen-
cialmente as mesmas e portanto sao equivalentes.

8.3 Forma Normal de Skolem

Se declaramos que para cada x existe um y tal que alguma propriedade é verdadeira,
entao estamos afirmando que podemos encontrar tal y, mas sua escolha pode depender
do valor de x, e portanto a escolha de y pode ser vista como uma funcao sobre x. Por
exemplo, se dizermos que “para todo ntumero natural x existe um numero y tal que y
é menor ou igual que x” entao o valor que venha tomar y estd em funcao do valor de
x, assim uma fungao que acha esse nimero y dado um x qualquer poderia ser f(x) = x
ou ainda f(z) = [§]. Porém, quando temos uma férmula do tipo Vz.3y.a, a escolha da
funcao é contingente a interpretacao da férmula.

O légico noruegués, Thoralf Albert Skolem (1887-1963), para se livrar desta arapuca
semantica, simplesmente atribuiu um simbolo de funcao arbitrario para representar esta
escolha. Por isso este tipo de funcao hoje é conhecida como fungao de Skolem.

No exemplo “existe um nimero y tal que para todo nimero natural x, y é menor ou
igual que 2”7 o valor de y nao depende do valor de x, de fato a unica possibilidade de
se satisfazer esta afirmacao ¢ y tomando o valor constante 0, pois 0 é menor ou igual
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Elxl

Pley, s)—— Rl(z1,y)  Plz,2) R(z,y)

Figura 8.5: Deslocamento da quantificacao mais préximo da raiz para o topo da arvore.

que qualquer nimero natural z. Assim, a ordem em que vém os quantificadores pode ser
transcendental nao s6 do ponto de vista de interpretagao, mas também do ponto de vista
de dependéncia da variavel quantificada existencialmente. Por outro lado, observe que a
ordem entre um quantificador universal com um existencial é irrelevante quando a variavel
de um deles nao esta em funcgao da variavel do outro, ou mais precisamente quando nao
ha um predicado relacionando ambas variaveis. Por exemplo, na afirmacao, “para todo
corvo preto existe um homem com seis dedos” a escolha do homem com seis dedos nao
depende do corvo preto e portanto diferentes corvos pretos podem ter associados o mesmo
homem de seis dedos. Logo essa afirmacao s6 sera falsa se nao existir homem com seis
dedos, caso ele exista ela sera verdadeira. Assim, essa afirmacao é equivalente a afirmacao
“existe um homem com seis dedos para todo corvo preto”.

Seja o uma férmula fechada na forma normal prenex. Podemos, agora, eliminar to-
das as quantificacoes existenciais em «. Cada variavel quantificada existencialmente é
substituida por uma fungao de Skolem sob as varidveis universalmente quantificadas que
governam esta, ou seja as variaveis universalmente quantificadas que precedem o quantifi-
cador existencial no prefixo da féormula e que participam de uma mesma férmula atomica
com a varidvel quantificada existencialmente. Uma func¢ao 0-dria (sem argumentos) é
vista como uma constante. Assim, se uma variavel quantificada existencialmente nao
é governada por qualquer varidvel quantificada universalmente entao ela deve ser sub-
stituida por uma constante. Este processo de eliminacao de quantificadores existenciais
em formulas fechadas na forma normal prenex é chamado de skolemizagao. Tanto os
simbolos de funcao como as constantes introduzidas na skolemizagao devem ser novos na
formula. Seja o uma féormula. A forma normal de Skolem de « é a féormula resultante
da skolemizagao da forma normal prenex de a.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (verséo 3.1)

166



CAPITULO 8. RESOLUCAO NA LOGICA DE PREDICADOS

Ell’l

P(ry, 55— R(z1,y) R(x,y)

Figura 8.6: Deslocacao das quantificacoes para o topo da arvore

Exemplo 8.3.1 Seja a férmula na forma normal prenex Va.3y.(P(x) — P(y)). Embora
a quantificacao VYx precede a quantificacdo Iy, ndo temos nenhum caso onde as varidveis
y e x facam parte da mesma formula atomica e portanto o valor que venha tomar x nao
influéncia no valor de y. Logo, oy € substituido por uma constante e nao por uma func¢ao
em x. Assim, a formula resultante da skolemizacao é:

Va.(P(x) — P(f(2))).

Jd no caso da formula

Vy.dzVx.(P(z,y) — (R(z,2) V R(z,9)))

a varidvel z esta quantificada existencialmente e esta precedida por uma quantifica¢ao
universal sobre a varidvel y. Como na férmula original tem-se a subformula R(z,y),
entao podemos concluir que a varidvel z estd em func¢ao da varidvel y, logo substituimos
todas as ocorréncias de z por f(y). Assim a forma normal de Skolem desta formula € a
sequinte:

VyVa.(P(x,y) — (R(z, f(y)) V R(f(y),)))-

Exemplo 8.3.2 Considere a formula «
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31‘1

AN— P(zg,2—— R(x3,y)

Py, 2)———  R(x1,9)

Figura 8.7: Arvore para a forma normal prenex da férmula —Va.(P(x,z) A R(z,y)) V
(Fz.P(z,2) VVz.R(z,y)).

E'Z‘l .V$2.VI3.E|$4.R(I1, T2, T3, I4)

Eliminando quantificadores existenciais em «, obtemos a formula

ay = Voo Vrs.R(a, xe, x3, f(x9, x3))

Exemplo 8.3.3 Seja a a formula

VI1.3$2.3$3.VI4.3$5.(P(I’l, f($2),$3) VAN ﬁP(IQ, Ty, (L’5>>

Como a varidvel xo € existencialmente quantificada, é precedida pela quantifica¢ao
universal Yz, e xy1 e xo fazem parte de um mesma subformula atomica (P(xy, f(x2),x3))
entao no processo de skolemizagao xo deve ser substituida pelo termo gi(x1). Analoga-
mente, com w3 a qual deve ser substituida pelo termo go(x1). No caso de x5, podemos
observar que 3xs € precedido por dois quantificagoes universais (Vry e Vxy), mas somente
a varidavel x4 faz parte junto com x5 de uma mesma subformula atomica. Logo, x5 deve ser
substituido pelo termo gs(xy). Assim, como resultado da skolemiza¢ao obtemos a férmula
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A

P(xy, 29— R(x3,y)
P(zy, 20— R(21,9)

Figura 8.8: Arvore do fecho universal da formula Juy.3z5 Vas.(—(P(xy, 2) A R(21,7)) V
(P(z1,2) V R(z3,9)))-

Vay V. (P(zy, f(91(71)), 92(21)) A = P(g1(21), T4, g3(24)))

Como resultado da skolemizagao de uma férmula obteremos uma férmula univer-
salmente fechada que nao necessariamente é equivalente a original, mas que tém uma
estreita relagao.

Proposicao 8.3.4 Para cada formula na forma normal prenex existe uma formula fechada
universalmente (contendo geralmente novas constantes e simbolos de fungao) que € satis-
fativel se, e somente se, a formula original também € satisfativel.

DEMONSTRAGAO: A eliminacdo dos quantificadores existenciais fazendo skolemizacao
leva a uma formula fechada universalmente que é satisfativel se e somente se a formula
original é satisfativel. [Doe94]. m

Portanto se a formula na forma normal prenex original é universalmente vélida o tnico
que podemos afirmar da féormula resultante apos o processo de skolemizacao é que ela é
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satisfativel (pode ser universalmente vélida ou ndo, mas nunca uma contradi¢ao). Porém
se a férmula na forma normal prenex original é uma contradi¢ao a formula resultante apds
o processo de skolemizacao necessariamente é uma contradicao, pois ela é insatisfativel.
Este resultado sera essencial para optarmos por um método de refutacao para provar teo-
remas, ou seja quando queremos mostrar que uma determinada férmula é universalmente
valida, o mostramos provando que a negacao dela leva a um absurdo, nessa prova usamos
a formula resultante do processo de skolemizacao.

Corolario 8.3.5 Para cada formula o na forma normal prenex, existe uma formula na
forma normal de Skolem que é uma contradicdo se, e somente se, a formula o também €
uma contradicao.

DEMONSTRAGAO: Direto da proposigao 8.3.4. =

Assim, a skolemizacao preserva insatisfatibilidade de uma férmula.

8.4 Forma Clausal

Uma férmula fechada universalmente esta na forma clausal se estiver na forma normal
prenex e sua matriz estiver na forma normal conjuntiva reduzida. Assim, a forma clausal
de uma férmula « é a forma normal conjuntiva reduzida da férmula obtida usando as
redugoes da se¢ao 7?7 na matriz da forma normal de Skolem de ov. Como foi usado o mesmo
algoritmo para obter a forma normal conjuntiva reduzida de uma férmula proposicional,
segue imediatamente o seguinte resultado.

Proposicao 8.4.1 Seja o uma férmula em LY. Se a estd na forma normal de Skolem
entdo o e sua forma clausal sao equivalentes.

DEMONSTRACAO: Direto da proposicao 5.1.4. =

Assim, qualquer férmula o de LY pode ser transformada numa férmula 3 de L na
forma clausal tal que «a é insatisfativel se, e somente se, J é insatisfativel. Para isto,
devemos realizar os seguintes passos:

1. transformar a férmula a sua forma normal prenex

2. realizar o fecho existencial da féormula

3. eliminar quantificadores existenciais aplicando o processo de skolemizacao
4. ocultar todos os quantificadores universais
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5. transformar a forma normal conjuntiva reduzida usando o algoritmo da proposicao
5.1.4 na matriz da férmula

Exemplo 8.4.2 Seja o a sequinte formula

—(3x1.P(21, x9) — —Va3.(P(z3,24) A Jxs5.R(x5))).

Transformaremos a numa formula na forma clausal sequindo os cinco passos men-
cionados.

Passo 1: Transformar a forma normal prenex

(5)))

(5)))
— _\(Ell’l.P(l'l,fL‘g) — Ell’g \V/[E5 _|( ( ) R(ZE5)))
— ﬁ\V/IL'1.(P(ZL‘1,232) — E'I’g \V/$5 _|(P(£L'3, 1'4) A R(QTE,)))
—— V1. 3ws. (P2, 2) — Vas.—(P(xs, 24) A R(x5)))
—— Vry. 3wy Vas.(P(zy, x9) — —(P(x3,24) A R(x5)))
—— Jdxy.—Jwg. Vs (P(xy, xa) — =(P(x3,24) A R(25)))
ad ElZEl.VZL‘g._'VL’L‘@(P(ZL‘l,[EQ) (P(C(Zg, l’4) A R(ZE5)))
el Elxl.ngElmﬁ(P(xl,xg) (P(l’g, ZL‘4) A R(Ig,)))

Passo 2: realizar o fecho existencial da formula

s Ay 30y 30, Vs 3. —(P(x1,x9) — =(P(x3,24) A R(25)))

Passo 3: eliminar quantificadores existenciais aplicando o processo de skolemizagao

ay © Vag.~(P(a,b) — =(P(xs,¢) A R(f(23))))
Passo 4: ocultar todos os quantificadores universais

def

as = =(P(a,b) — =(P(xs,c) A R(f(23))))

Passo 5: transformar a forma normal conjuntiva reduzida usando o algoritmo da proposi¢ao

5.1

as —= 2(=(P(a,b) = ~(P(xs,¢) A R(f(x5)))))
—= 2=P(a,0) A —=(P(xs,¢) A R(f(23)))
—= P(a,b) N ~=(P(x3,¢) A R(f(x5)))
—= P(a,b) A P(xs,¢) N R(f(23))

Como todos os passos acima preservam insatisfabilidade, entao se uma férmula « for
universalmente vélida, entao a forma clausal de —a seguindo os passos acima, serd uma
contradicao.
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Exemplo 8.4.3 A formula

o ~((Va.(P(z,2) V R(z, 7)) = ¥o.(P(x,2) A ~R(2,2))) —

Ve ((P(z,2) V B(z, 7)) — (P(z,2) A =R(2,2))))

¢ a negacao de uma instancia da proposicao 7.2.12.b e portanto € uma contradicao.

1. Forma normal prenex de o:
a —- (Jz1.((P(x1,2) V R(z,21)) — Vo.(P(x,2) N —R(2, 2))) —
Va.((P(x,z) V R(z,x)) — (P(z,z) AN —R(z,2))))
—— =(Jzy Voo ((P(x1, 2) V R(2,21)) — (P(x9,22) A 0 R(2,2))) —
Va.((P(x,z) V R(z,x)) — (P(z,z) AN =R(z,2))))
—= V. 3xe.(((P(21,2) V R(z,21)) — (P(22,22) A —R(2,2))) —
Vo.((P(x,2) V R(z,x)) — (P(z, ) A= R(z, 2))))
—— V. 3we V3. (((P(x1,2) V R(z, 1'1)) (P(x9,22) N R(2,2))) —
((P(ws,2) V R(2,23)) — (P(x3,23) N =R(z,2))))
—— Jr1.Vae.Jz3. = ((P(21,2) V R(z,11)) — (P22, 22) A R(z,2))) —
((P(ws,2) V R(z,23)) — (P(x3,23) N =R(2,2))))

A qual, pelo teorema 8.2.3 é uma contradi¢cdo, uma vez que ambas formulas sao
equivalentes.

2. Fecho ezistencial:
dz.3xy Voo . Jus. —(((P(x1, 2) V R(z,21)) — (P(22,22) A 2 R(2,2))) —
((P(xs, 2) V R(z,x3)) — (P(x3,23) A 2 R(z, 2))))

Que também € um contradigdo, pois fecho existencial preserva contradigoes (0b-
servagao 1.2 ao final da se¢io 6.5).

3. Skolemizagao:

Vo, =(((P(b,a) V R(a,b)) — (P(xe,x2) A —R(a,a))) —
(P(f(22),a) V R(a, f(22))) = (P(f(22), f(22)) A ~R(a,a))))

Que, pelo coroldrio 8.3.5, ¢ uma contradigao.

4. Ocultando os quantificadores universais:

BE S(((P(b,a) V R(a,b)) — (P(xs,2) A —R(a,a))) —

(P(f(22),a) V R(a, f(22))) = (P(f(x2), f(22)) A —R(a,a))))

Aqui os quantificadores universais sao apenas escondidos, eles ainda quantificam
a formula, s6 nao aparecem explicitamente para simplificar o resto do processo.
Portanto a formula § € exatamente a mesma resultante da skolemizacao.
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5. Forma clausal:

B —= =((=(P(b,a) V R(a,b)) V (P(xa,x2) AN " R(a,a))) —
(=(P(f(22),a) V R(a, f(22))) V (P(f(22), f(z2)) A ~R(a,a))))
— = ( ( (P(b,a)\/R( b WV
P(f(x2),a) Vv (a f(22))) V (P(f(22), f(22)) A =R(a, a))))
— —m(—|( (b,a) V R(a,b))V (P(xg,x2) AN —R(a,a)))A
~(=(P(f(z2),a) V R(a, f(22))) V (P(f(22), f(22)) A =R(a, a))))
— (=(P(b,a) V R(a,b)) V (P(xe,x2) A —R(a,a)))A
(=(P(f(22),a) V R(a, f(22))) A ~(P(f(22), f(22)) A —~R(a,a))))
— (=(P(b,a) V R(a,b)) V (P(xe,22) A —R(a,a)))A
((P(f(z2),a) V R(a, f(z2))) A (=P (f(z2), f(x2)) V = R(a,a))))
— ((=P(b,a) AN =R(a,b)) V (P(xa,22) A = R(a,a)))A
((P(f(x2),a) V R(a, f(x2))) A (=P (f(x2), f(z2)) V R(a,a))))
— ((=P(b,a) V P(xg,22)) A (mP(b,a) V —~R(a,a)) A (—R(a,b) V P(xa,x3))A

(—R(a,b) V ~R(a,a))) A (P(f(x2),a) V R(a, f(22)))A

(=P(f(x2), f(z2)) V R(a,a))
Que € uma contradicao uma vez que 3 € uma contradicdao e que pela proposicao
8.4.1 ambas as formulas sao equivalentes.

~—

8.5 Dominio de Herbrand

Seja I' um conjunto de férmulas em Ling(L) e a uma férmula em Ling(L) tais que
' = a. Assim, pela definigao de conseqiiéncia l6gica (definigao 6.5.14, se (D, p) é um
modelo de I', entdao (D, p) é um modelo de a. Logo, nenhum modelo de I" pode ser um
modelo de —«a e, portanto, nenhum modelo pode satisfazer I' U {—a}, ou seja I' U {—a}
é insatisfativel. Assim, se I' = « entdo I' U {—a} é insatisfativel. Mas, um conjunto de
clausulas ¢ insatisfativel se e somente se é falsa em qualquer interpretacao e atribuicao de
valores a suas variaveis livres.

Uma vez que nao ¢ possivel considerar todas as interpretacoes para um conjunto
de férmulas I' nem todos as possiveis atribui¢oes (em dominios infinitos), um dominio
particular H sera definido. Este dominio terd a propriedade que I' é insatisfativel se e
somente se é falso em todas as interpretacoes de I' no dominio H. Este dominio particular
é chamado de dominio de Herbrand de I' e as interpretagoes sao chamadas de expansoes
de Herbrand. O nome é devido a légico frances Jacques Herbrand (1908-1931), quem
a pesar de sua curta vida foi quem introduziu estes conceitos e provou a propriedade
descrita acima.

Definicao 8.5.1 Seja o uma fbf. O dominio de Herbrand de « € o conjunto de termos
‘H. obtido a partir de o usando as sequintes regras:

1. Se a é uma constante em « entio a € H,. Se a nao contém nenhuma constante,
entao um simbolo de constante arbitrdrio a € incluido em H,.
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2. Se ty,...,t, sao termos em H,, e f € um simbolo de funcao n-dria em o entao
flt1, ... t,) € Hy. Se nenhum simbolo de fun¢ao ocorre em o entdo um simbolo de
funcao f de aridade hum arbitrdrio é considerado.

Usamos a notacao T'((I')) para denotar o conjunto de instancias obtidas ao aplicar no
conjunto de fbf’s, I', todas as possiveis combinagoes de substituir as varidveis livres das
formulas em I' por termos pertencentes a um conjunto 7" de termos.

Definicao 8.5.2 Seja o uma fbf. A expansao de Herbrand de «, denotado por
H((«)), € o conjunto de todas as instincias de o, obtidas ao substituir cada varidvel
livre em o por um termo de H,.

Note que pela forma como foi construido o conjunto H,,, todos seus termos sao livres
para qualquer variavel em c.

Exemplo 8.5.3 Seja a = R(a,xs, f(x2),24). O dominio de Herbrand para o é dado pelo
sequinte conjunto

Ha = {aa f(a)> f(f(a))7 f(f(f(a)))? e }

Portanto, a expansao de Herbrand de o € descrita na terceira coluna da sequinte tabela.

Ty Ty R(a, zq, f(x2),x4)

a a R(a,a, f(a),a)

a  fla)  R(aa, f(a), f(a)

f(a) a R(a, f(a), f(f(a)),a)
fla) fla)  R(a, f(a), f(f(a)), f(a))
a  f(f(a)) Rla,a,f(a),f(f(a)))

.2

onde xy € x4 sao substituidos em todas as combinacoes possiveis pelos termos em H,, com
cada variavel sendo substituidas em todas suas ocorréncias pelo mesmo termo.

Teorema 8.5.4 [Teorema de Herbrand] Seja o uma formula clausal. « € insatisfativel
se, e somente se, algum subconjunto finito de H((«)) € inconsistente.

DEMONSTRAGAO: Veja [Bun83]. m
Observe os seguintes pontos:

1. Se « é universalmente valida entao o é satisfativel.
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2. « é satisfativel se e somente se existe uma interpretagao D, no caso H,, € uma
atribuicao p tal que V,(«a) = 1.

3. Se a é insatisfativel entao o nao é universalmente valida.

4. Os termos de H, podem ser gerados automaticamente um apds o outro.

Assim, uma forma de achar um subconjunto finito de H((«)) inconsistente é seguir
o seguinte algoritmo de busca: Ir gerando instancias de H((«)) e a cada certo intervalo
de tempo testar a conjungao de instancias de H((«)) para verificar se geramos incon-
sisténcia. Se a conjungao é consistente, geramos novas instancias de H((«)) e testamos
novamente esta conjuncao maior. Continuamos desta maneira até um conjunto incon-
sistente ser achado, o qual s6 acontecerd no caso de « ser insatisfativel (e portanto, -«
seria universalmente vélida). Como H((«)) é infinito, o processo ndo parara quando «
for satisfativel.

A desvantagem com esta forma de mostrar que « é insatisfativel, nao é so o tempo
gasto para testar a inconsisténcia de um subconjunto finito de H((«)), mas principalmente
o fato de que se H((«)) é gerado de acordo com a complexidade crescente de termos
bésicos nas instancias, uma grande quantidade de instancias deveram ser geradas antes
de obter uma conjuncao inconsistente. No entanto, na maioria das vezes somente uma
subconjuncao inconsistente pequena é necessaria. Portanto, o problema é descartar a
geracao das instancias consistentes. Uma maneira para conseguir isto, é prever qual
instancia de duas clausulas conterd literais complementares. Usando esta informacao
teriamos como controlar a maneira na qual os termos de Herbrand sao construidos.

Exemplo 8.5.5 Suponha que as clausulas de o sao

ay. P(x,a,y)
ay. = P(f(2),w,a)V —P(z,d,w)
as. P(f(a),u,a) vV —P(u,a, f(a))

Relembremos nossa convengao de que letras do comego do alfabeto, neste caso a,b, c e
d, sao simbolos constantes, e letras do final do alfabeto (u,v,w,z,y e z) sdo varidveis.

Assim, substituindo em oy e oo, x por f(z), e w ey por a, terdo instancias dessas
clausulas contendo literais complementares. As instancias de aq e de oo obtidas desta
forma sao

o). P(f(2),a,a) ay. = P(f(2),a,a)V —P(z,d,a)

Como os literais P(f(2),a,a) e 7P(f(2),a,a) sdo complementares, de forma andloga
a como se procedia no método de eliminacao de literats complementares visto no capitulo
5, esses literais podem ser eliminados obtendo a sequinte clausula:
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ay. 2P(z,d,a).

Uma instancia de ay poderd casar com uma instancia de ag. Para isto ocorrer, deve-
mos substituir z por f(a) em ay e w por d em ag. Resultando nas sequintes instancias de
a3 e de oy

o4 P(f(a),d,a) V ~P(d,a, f(a))  a,~P(f(a),d,a)

Como, nessas cldusulas ha dois literais complementares eles podem ser removido e se
obter a cldusula

as. —P(d,a, f(a))

Como, as é um literal que colide com oy se substituirmos x por d ey por f(a), isto é
a instancia

o. P(d.a, f(a))

a qual se contradiz com a.

Portanto o sequinte conjunto de cldusulas € inconsistente:

S = {P<f(z)7a7a)v_'P(f(z)va7a) \/—|P<Z,d, a>7P(f(a>7d7 CL) \/_'P(d7a7f(a’))=_'P(f(a)7dﬂ CL),
P(d,a, f(a)),~P(d,a, f(a))}

Onde cada elemento de s é uma instancia de oy, g ou ag ou de algum de seus
“resolventes™. Porém, como algumas destas cldusulas tém varidveis, elas ndo sao um
subcongunto de H((a)), mas para achar esse subconjunto € suficiente substituir as varidveis
por uma constante em H.,,.

Deste exemplo podemos observar que s6 um pequeno segmento de H((«)) é contra-
ditério. No entanto, se H((«)) fosse gerado pelo método de complexidade crescente de
termos, o primeiro segmento contraditério conteria entre 3% a 15° cldusulas!

8.6 Unificador Mais Geral

A técnica usada no exemplo 8.5.5 consiste em aplicar uma sucessao de substituicoes
de termos (ndo necessariamente bésicos) por varidveis, cada substituigao sendo escolhida
de tal modo que o resultado de aplica-la a duas clausulas é que alguns dos literais «
na primeira clausula colidird com um -« literal da segunda clausula. Para formalizar
esta nocao introduziremos o conceito de unificador mais geral, abreviado por umg. Antes

LA nocdo de resolvente para o caso de cldusulas de primeira ordem somente serd vista mais adiante.
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porém, definiremos substituicoes de variaveis por termos, pois o método de resolugao
depende dessa operacao bésica sobre fbf’s. Uma substituigao fornece uma atribuicao de
termos as variaveis. Neste caso, cada atribui¢ao é indicada por um par ordenado (termo,
varidvel).

Definicao 8.6.1 Uma substituicao o é um conjunto de componentes de substitui¢oes
independentes:

o=(t1,v1),..., (tn,vn)]

O primeiro elemento de cada componente € um termo e o sequndo elemento € uma
varidvel, tal que

1. v; #vj sei #j

2. v; nao ocorre em t; para qualquer i e j.

Como as substituicoes sao feitas simultaneamente, entao primeira restricao na definicao
de substituicao é para evitar que uma variavel seja trocada por termos diferentes o que re-
sultaria numa indeterminacgao do resultado da substituicao. A segunda restricao evita que
uma variavel que esta sendo substituida seja novamente incorporada, o qual novamente
resultaria numa indeterminacao. Ou seja as restricoes sao para tornar a substituicao
completamente deterministica.

Definicao 8.6.2 Se uma varidvel v € trocada em cada uma de suas ocorréncias livres, na
fbf a, pelo termo t, a formula resultante é chamada uma instancia de substituicao de
a, e denotada por «(t,v)], cuja leitura € “a com todas as ocorréncias livres t substituidas

por v”. Analogamente, «[(t1,v1),..., (tn,vn)] denota o resultado de trocar simultanea-
mente todas as ocorréncias livres das diferentes varidveis vy, ...,v,, em «, porty, ..., t,,
respectivamente.

A independéncia das componentes de uma substituicao, que é assegurada pelas duas
condicoes na definicao 8.6.1, garante que duas substituicoes sao, conjuntistamente, equiv-
alentes se, e somente se, elas tém o mesmo efeito sobre todas as expressoes. Portanto,
aplicando uma substituicao a uma expressao, nao importa a ordem das componentes.

Seja ¢ uma substituicao. «, denotard a férmula resultante de aplicar a substituicao
o aa.

Exemplo 8.6.3 Sejam
o (= P(I,Z,y) \/P(e7f<u7y)7f(a7b))
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e 0= [(6,1‘), (f(u,v),Z), (f(avb>>y)]
e 7 =1(f(a,b),v)].

Entao

* ay = Ple, f(u,v), f(a,0)) vV Ple, f(u, f(a,b)), f(a, b))
* (ag)r = Ple, f(u, f(a,b), f(a, b)) vV Ple, f(u, f(a,b)), f(a,b)).

Como as varidveis v;’s nao ocorrem nos termos t;’s, entao nenhuma ocorréncia nova
de qualquer variavel v; pode ser re-introduzida. Logo, podemos combinar a componente
de substituicao (¢, x) com a substitui¢ao o = [(t1,v1), ..., (tn,vn)], desde que x # v; e v;
nao ocorre em t, para todo ¢, 1 <1 < n, como segue

O-[<t7 QJ)] = [(tl[(tv SC)], Ul)ﬂ T (tn[(tv .T)],Un), (tv x)]

Proposicao 8.6.4 Seja o = [(t1,v1),..., (tn,vn)] € 7 = [(t,u1), ..., (t,, um)] duas sub-
stituigoes, tais que u; # v; e vj ndo ocorre em t;, para cada i e j com 1 < i < m e
1 <5 <n. Entao:

or = [(t17,v1), ..., (taT, v0) U T

¢ uma substituicao

DEMONSTRAGAO: Direta. m

Neste caso o7 é chamada de combinagao de o com 7.

Exemplo 8.6.5 Sejam as substituicoes o e 7 do exemplo 8.6.5. Note que as varidveis
que sao substituidas em o (x, z e y) sao diferentes das de T (v) e que nenhuma varidvel de
o ocorre nos termos de T (f(a,b)), caso contrdrio a varidvel seria re-introduzida. Logo,
¢ possivel combinar ambas substituicoes. Assim, a combinacdo das substituicoes o com T
resulta na substituicao:

oT = [(671:)7 (f(u’ U), Z)’ (f(av b)7y)” f(a’v b)?”)]
= [(e[(f(a,b),v)], z), (f(u,v)[(f(a,b),v)],2), (f(a,b)[(f(a,b),v)],y)] U[(f(a,b),v)]
= [(e;x), (f(u, f(a,b)), 2), (f(a,b), )] U[(f(a,b),v)]
= [(e; @), (f(u, f(a,b)), 2), (f(a,b),y), (f(a,b),v)]

Observe que se aplicarmos a substituicao o a formula « do exemplo 8.6.3 (P(z,z,y)V
P(e, f(u,y), f(a,b))), obteremos a formula
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Aoy = P, 2,y)V Ple, f(u,y), f(a,0)(e, x), (f(u, f(a,b)), 2), (f(a,b),y), (f(a,b),v)]
Pe, f(u, f(a, b)), f(a,b)) vV P(e, f(u, f(a, b)), f(a,b))

= (W )r-

Esta proposicao motiva a seguinte proposicao.

Proposicao 8.6.6 Seja 0 = [(t1,v1),..., (tn,vn)] e 7 = [(t,u1), ..., (t,, um)] duas sub-
stituigoes, tais que u; # v; e vj ndo ocorre em t;, para cada i e j com 1 < i < m e
1 < j <n. Entao para toda fof o

()T = Qpr

DEMONSTRACAO: Direta da definicao de composicao e de substituicao.

A partir do conceito de substituicao podemos estabelecer uma ordem parcial entre as
férmulas de LY. Sejam « e 3 férmulas de LY. Dizemos que 3 ¢ mais geral ou igual a
«, denotado por o =< 3 se existe uma substituicao o tal que a = 3,. Assim,

Corolario 8.6.7 Seja 0 = [(t1,v1),..., (tn,vn)] e 7= [(t],u1), ..., (t,, um)| duas substi-
tuicoes, tais que u; # v; e vj nao ocorre em t;, para cadai ej com1l <i<mel <j<n.
Entao para toda fbf o

Aor = Qg

DEMONSTRAGAO: Direto da proposigao 8.6.6. =

Note que se @ < 3 entdo as férmulas a e 3 casam (sao unificadas) pela agao de uma
substituicao o. A seguir estenderemos esta nocao.

Definigao 8.6.8 Seja I' = {ay, ..., a,} um conjunto de clausulas e o uma substitui¢ao.
I' € unificado por o se ay, = as, = -+ = . Neste caso chamamos o de unificador.

Exemplo 8.6.9 Seja o conjunto de cliusulas I' = {P(f(a),z) V = R(a,y), P(z, f(2)) V
= R(u, f(u))}. Um unificador para I pode ser a substituicdo:

0= [(f(a)7 Z)? (f(f(a)),x), <a7u)v (f(a)7y)]
pO1S

(P(f(a),x) V =R(a,y))s = P(f(a), f(f(a))) V =R(a, f(a))
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(P(z, f(2)) V =R(u, f(u)))e = P(f(a), f(f(a)) V —R(a, f(a))

Seja o congunto de cliusulas T' = {P(x, f(y)), P(a, f(f(w))), P(z, f(f(f(w))))}. Um
unificador para ' pode ser a substituicao:

o = [(a,x), (CL,Z), (f(w)7u>’ (f(f(w))7y>}

Portanto um unificador é uma substituicao que torna as expressoes nas quais ele é
aplicado iguais do ponto de vista sintatico. E importante estar consciente de que embora
as expressoes resultantes sejam as mesmas, as expressoes originais nao necessariamente
o sao. O unico que podemos afirmar delas que elas possuem instancias que tornam
as expressoes iguais. Mas, existem situagoes que expressoes denotam o mesmo valor
semantico mas elas nao podem ser unificadas pois suas expressoes sao sintaticamente
diferentes. Assim, unificacdo é um processo estritamente sintatico. Por exemplo, x + 2
pode ser unificado com 3 4+ 2 amarrando x a 3, mas x + 2 nao pode ser unificado com 5
ou 2 + 3, que apesar de denotarem o mesmo valor, sao sintaticamente distintas.

Definicao 8.6.10 Uma substituicao o é um unificador mais geral de um conjunto de
clausulas I'; se para qualquer outro unificador 6, I'y < T',.

Portanto, pela definicdo de =<, existe uma substituigdo ¢ tal que I';, = (I'p) .

Intuitivamente, entendemos que o unificador mais geral é aquele que além de fazer a
menor quantidade possivel de substituicoes deixa a férmula mais genérica. No restante
deste capitulo unificadores serao aplicados a féormulas atomicas ocorrendo em clausulas.
Em todo caso um conjunto de férmulas atomicas ¢ também um conjunto de cldusulas.

Matematicamente, dizemos que o unificador mais geral de um conjunto de férmulas
atomicas fornece o infimo desse conjunto com respeito a ordem parcial <. Porém, em
muitos casos nao existird um unificador mais geral. Mas, se um conjunto de férmulas
atomicas [' é unificavel, entao existe uma substituicao mais geral unificando I' e, além
disso, podemos fornecer um algoritmo para achar esta substituicao. Este algoritmo, de-
vido a J.A. Robinson [Rob65], comega com o conjunto vazio de substitui¢oes e constroi,
etapa por etapa, um unificador mais geral para o conjunto I' de formulas atomicas. Con-
struiremos nossas componentes de substituicoes unificadoras componente a componente.
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Se, na k-ésima etapa, a substituicao até entao obtida é oy, e as féormulas atomicas
Mg, - - - Qng, em I';, nao sao todas iguais, entao o procedimento troca oy na base de um
conjunto de discordancia contendo a primeira expressao bem-formada em cada o;,, que
precisa ser mudada.

Definigao 8.6.11 Seja I' = {ay,...,a,}, onde cada o; € uma férmula atémica com o
mesmo simbolo de predicado. O conjunto de discordancias de I" € o conjunto de todas
os termos das formulas atomicas em I' que comecam na posi¢ao do primeiro simbolo no
qual nem todas as formulas atomicas coincidem.

O conjunto de discordancias ou é vazio (em cujo caso I' ja estaria unificado) ou ele
contém um termo ou subtermo de cada férmula atomica em I.

Exemplo 8.6.12 O conjunto de discordancias de

I'= {P(x,f(g(y)),v),P(x, f(z),w),P(x, f(f(a))aw)a P(xa f(z),a)}

é{z,9(y), f(a)}. Ja {v,w,a} é o conjunto de discordancia da etapa posterior.

Antes de exibir o algoritmo que fornece o unificador mais geral (umg) precisamos
impor uma ordem total sobre L”. Férmulas bem formadas e seqiiéncias de férmulas bem
formadas podem estar ordenadas lexicograficamente como segue:

1. Os simbolos primitivos sdo ordenados de acordo com o tipo (varidveis, constantes,
simbolos de fungoes, simbolos de predicados e conectivos). Dentro de cada tipo,
de acordo ao nimero de seus argumentos ou aridade (para simbolos de fungoes e
predicados), depois por subindices e finalmente, alfabeticamente. Os conectivos sao
ordenados de acordo com seu escopo, isto é, =, A, V, —, e <. Graficamente, os
simbolos sao ordenados como segue

varidveis
subindices
alfabeticamente
constantes
subindices
alfabeticamente
simbolos de fungoes
aridade
subindices
alfabeticamente
simbolos de predicado
aridade
subindices
alfabeticamente
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2. Férmulas bem formadas sao ordenadas pela quantidade de formulas atomicas que a
compoem. Duas fbf’s com a mesma quantidade de férmulas atomicas sao ordenadas
pela ordem dos simbolos na primeira posi¢ao na qual elas diferem.

Exemplo 8.6.13 Os literais Pi(x1, f(22),a), Pa(a, f(a)), Pa(x3, 22), Pa(22, f(23)), P2(f (1), a)
téem a sequinte ordem lexicogrdfica:

P2(x2a f($3)),P2(:U3,x2),P2(a’ f(a))vp2(f(xl)7a)vpl(xla f($2)7a)

8.6.1 Algoritmo de unificagcao de Robinson
1. Faca o, =[] (a substitui¢ao vazia), faca k = 0, e vé para a etapa 2.

2. Faca k «+ k+ 1. Se os elementos de I',, sao todos iguais, faca oy = oy, e pare. Caso
contrario va para a etapa 3.

3. Sejam s, t, os dois primeiros termos na ordem lexicografica do conjunto de dis-
cordancias de I',,. Se s; é uma varidvel e nao ocorre em t, faca opy1 = op[(tr, si)]
e véa para 2. Caso contrério pare (nao existe nenhum umg).

Como Iy, ., contém uma varidvel a menos que I';,, o procedimento deve parar em
no maximo m etapas, onde m é o nimero de variaveis de I". é claro, também, que se
o procedimento para na etapa 2, oy é determinado unicamente e seus termos contém
somente simbolos de funcao ocorrendo em I'. é também verdade que se I' é unificavel
entao oy esta definido e é um umg. Para uma prova desse fato ver [Lan64].

Exemplo 8.6.14 Seja o conjunto de formulas atomicas:

[ = {Pi(z1, fi(21)), PL(fi(22), 22), PL(fi(y2), fi(a))}

A sequinte tabela mostra passo a passo a aplicagdo deste algoritmo

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (verséo 3.1)

182



CAPITULO 8. RESOLUCAO NA LOGICA DE PREDICADOS

k O FU Sk tk

1 [] {Pi(z1, fi(yn), Pi(fi(za), z2), | @1 | fi(za)
Pi(fi(y2), f1(a))}

2 [(fi(22), 71)] {P(fi(m2), fi(y)), Pi(fi(x2), 22), |22 | o
Pi(f1(y2), fi(a))}

3 [(fi(22), 71), (T2, y2)] {Pi(fi(z2), f1(1)), Pr(fi(2), 2), | 22 | fi(y1)
Pi(fi(x2), fi(a))}

41 [(filfr(yn)s z1), (fi(y1),92), {P(fi(filwn)), fr(y)), yi| a
f1(y1), z2)] P (fi(filyr)), fr(a))}
5| [(fi(fi(a)), 1), (fi(a), y2), {Pi(fi(fi(a)), fi(a))}

8.7 Resolucao

Nesta secao apresentaremos um algoritmo para mostrar quando um conjunto de clausulas
¢ insatisfativel. Este algoritmo é uma extensao do algoritmo de resolucao apresentado no
capitulo 5. Antes porém sera preciso introduzir alguns conceitos.

Definicao 8.7.1 Sejam C; e Cy duas clausulas e x4, . .., x,, as varidveis em ordem lézxica
que ocorrem tanto em C7 quanto em Cy. A separacao de Cy e Cy € a substituicdo
0 = [(x1,11)s -, (T, Ym)] onde Y1, ..., Yy sGo varidveis que ndao ocorrem nem em C
nem em Cs. A separacao € dita padrao se as varidveis yi, ..., Y, SA0 as varidveis que
sequem na ordem léxica d maior variavel na ordem léxica que ocorre em Cy e Cl.

Assim, Cy, e C} nao possuem variaveis em comum. Portanto, a separacao nada mais
é a renomeagao de varidveis de uma das clausulas (Cs) de tal forma que a nova clausula
nao tenha qualquer varidvel em comum com a outra clausula (C}). A separagao padrao
pode ser vista como um algoritmo para se achar um separador de duas clausulas.

Exemplo 8.7.2 Sejam as cldusulas

o C) = P(xy, f(w2,a)) V ~P(x2,9(x3)) €
o Oy = P(g(x2), f(23,0)) V= P(g(x4), z2).

Uma separacao destas cldusula consiste é a substituicdo das varidveis xo € x3 por uma
varidvel diferente a x1,x9,x3 € x4. Jd a separac¢do padrao obrigaria a substituir xo por xs
€ T3 pPor Xg, POiS Ty € Tg SA0 as proximas varidveis na ordem léxica. Assim,
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0 = (x5, z2), (z6, x3)]

¢ a separacdo padrao das cldusulas Cy e Cy. A aplicagdo de 6 a cldusula Cy resulta na
clausula

Cay = P(g(5), f(6,b)) V ~P(g(24), zs5)

Claramente Cy, nao contém qualquer varidvel ocorrendo em C.

A seguir estenderemos o conceito de um resolvente de duas cldusulas basicas (definigao
5.3.1) para o caso onde as cldusulas nao sdo necessariamente clausulas bésicas. Analoga-
mente como no caso proposicional, clausulas também podem ser vistas como um conjunto
de literais.

Definicao 8.7.3 Um resolvente de duas cliusulas Cy e Cy € uma terceira cldusula Cs
obtida como seque:

1. Encontre a separacao padrao 6 de C; com Cj.

2. Se existe um par de conjuntos de literais T e A, tal que T' = {ay,...,ax} C Cy,
A= {B,....3} C Cy e o conjunto I' U Ay, onde A = {B,...,5}, é unificdvel,
entdo considere como unificador mais geral o unificador oo, obtido pelo algoritmo
de Robinson. Portanto Iy, e (Ag)s, sao literais complementares (de fato eles sao
conjuntos unitdrios cujos elementos sao literais complementares). Logo, defina Cs
como sendo o sequinte conjunto de literais:

(€1 =)oy U ((C2 = A)g)oy-

Observe que qualquer par de clausulas tem no maximo um nimero finito de resolventes,
pois existem somente uma quantidade finita de pares de conjuntos de literais A e I, e para
cada par existe, no maximo, uma substituicao oy. Assim, como para tem-se algoritmos
tanto para achar separador padrao quanto o unificador mais geral, entao claramente tem-
se um algoritmo para achar o resolvente de duas clausulas. Porém, por simplicidade, daqui
em diante usaremos separadores e unificadores mais gerais os quais nao necessariamente
sao obtidos por estes algoritmos.

Uma deducao por resolugao ¢ definida como antes, com o termo mais genérico “resol-
vente no lugar de “resolvente basico”.

Definicao 8.7.4 Uma dedugao por resolugao de uma cliusula o a partir de um con-
junto de cldusulas I", denotado por I' == «, € uma seqiiéncia finita de clausulas (31, . .., O,
tal que
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1. B, €«
2. para cada i, 1 <i<n, ou

(a) € um elemento de I', ou

(b) € um resolvente de 3; e B, onde j, k < i.

Note que, analogamente ao caso proposicional, a seqiiéncia de clausulas 3y, ..., 3, de
uma deducao por resolucao, pode ser disposta na forma de uma arvore invertida.

Exemplo 8.7.5 Seja o sequinte conjunto de cldusulas T':

1. P(z,h(z,y)) vV P(x, f(y))
2. P(z,h(y,z))V-P(z,2z)V P(x, f(y))
3. =P(c, h(b, h(b, h(c,1)))) V P(c, f(b))

E sejam as separagoes 01 = [(x1, ), (y1,9), (21, 2)], 02 = [(x2, ), (y2, ), (23, 2)] € O3 =
[(x3> .CII), (937 y)]

A drvore na figura 8.9, mostra a dedugdao por resolugdo de I' == P(c, f(b)).

Definicao 8.7.6 Uma dedugao por resolucao de O a partir de um conjunto de cldusulas
I', denotado por I' =— O, é chamada uma refutagao de resolugao ou simplesmente
uma refutagao, de I'.

Proposicao 8.7.7 Eziste uma refutagao de um conjunto de clausulas I' (isto é, I' =
0) se e somente se O € R™(I") para algum n, onde R"™ € definido como na defini¢ao
5.3.13, omitindo o adjetivo “bdsico”.

DEMONSTRAGAO: Anéloga a prova da proposicao 5.3.15. =

Exemplo 8.7.8 Suponha que desejamos mostrar que o sequinte conjunto de cldusulas é
insatisfativel.

1. P(y,x)
2. =P(f(x), [(2)) V—=P(bx)
8. P(f(f(a)),z)
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20,. P(x1,h(y1,21)) V =P(x1, 21) V P(z1, f(11)) 3. =P (e, h(b, h(b, h(c,b)))) V P(c, f(b))

01 = [(C, 1’1), (bv y1)7 (h(b7 h(C, b))a Zl)]
P(c,h(b, h(b,h(c,b)))) V —P(c,h(b, h(c,b))) V P(c, f(b)) —P(c, h(b,h(b,h(c,b))))V P(c, f())

~P(c, h(b, h(c, b)) V Plesftbh—20Plaahlyerz2)) V ~P (2, 22) V P2, f(y2))
02 = [(07 932), (ba y2)7 (h(cv b)v ZQ)]
P(e; h(b, h(e, b)) V P(e, £(b)) Ple, h(b, h(c, b))V =P(c, he, b)) V P(c, f(5))

=P(c, h(c, b)) V-Ple b —to—Pleshlas, ys3)) V P(xs, f(y3))
03 = [(Cu 1’3), (b7 y3)}

= P(c,h(c,d)) VPtesFHby——=~F(c, h(ce,d)) V P(c, (b))

P(c, ftb)

Figura 8.9: Arvore para a deducao por resolucao de uma clausula a partir de um conjunto
de clausulas.
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Analogamente ao caso proposicional, nosso objetivo € mostrar que as cldusulas sao
inconsistentes exibindo uma refutagao por resolucao delas. Temos, agora, um problema
mais complicado, uma vez que temos de fazer a unificacdo das cldusulas. No entanto a
estratégia geral é a mesma.

Uma maneira fdcil para fazer a separacao das varidveis das clausulas € indexar todas
as variaveis da clausula que pretendemos resolver, mesmo que as vezes nao seja necessario
renomear todas elas. Crescendo os indices cada vez que uma etapa na resolugao é efetuada.
No conjunto de clausulas, acima, faremos o resolvente das cldusulas 1 e 2. Primeiro
escrevemos uma nova versao das clausulas 1 e 2:

v P(yl,iﬂl)
2. 2P(f(x2), f(22)) V P (b, x2)

Unificando 1" com P(b,xs) da cldusula 2', achamos o umg o1[(b,y1), (z2,21)]. Apli-
cando o1 a 1" e 2" derivamos o resolvente 4, como ilustra a figura 8.10.

1. P(b,z3) 2. =P (f(22), f(22)) V = P(b, 22)

4P (f(rofr e h——

Figura 8.10: Derivacao de um resolvente.

Renomeamos as varidaveis em 3., obtendo a clausula

8. P(f(f(a)),s)

para unificar com P(f(x2), f(22)). Um unificador para estas formulas atomicas € oo =
[(f(a),z2), (f(22),x3)]. Aplicando este unificador as cldusulas 3' e 4, derivamos O, como
mostra a figura 8.11.

3. P(f(f(eprs)— 5. P (f(z2), f(2))

0

Figura 8.11: Arvore para a refutacao de dois literais complementares.

E claro que nem todas as renomeacoes de variaveis do exemplo anterior foram necessarias,
pois, por exemplo, a variavel z sé ocorria na clausula 2. No entanto, nao existe nenhum
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dano em faze-lo, somente trazendo lucro ao criar-se o habito de renomea-las, prevenindo os
erros nos casos mais complicados. De fato, no exemplo ?? é mostrado porque é necessario
fazer a separacao padrao.

Exemplo 8.7.9 Considere, agora, o sequinte conjunto de cldusulas

1. P(z,h(z,y))

2. ~P(z,2)V P(x, h(y, =)

3. =P(c,h(b, h(a,h(c,b))))

Para assequrar que as varidveis dessas cldusulas estdo separadas na forma padrdo
geramos novas instancias de cada clausula, subescrevendo todas as varidveis com Sub-
indices na medida que vamos usando as cldusulas na resolucao. Denotaremos essa nova

instancia por uma linha sobre o nimero original. Cada etapa da deducdo por resolucao
de O das cldusulas 1-3 procede como seque:

1. Listamos as cldusulas que pretendemos resolver,
Fazemos a separacao padrao delas,
Fornecemos um umg dos literais selecionados nas clausulas em 1,

Listamos as clausulas novamente, tendo aplicado o umg a cada uma, e

v e e

Mostramos o resolvente derivado das clausulas.

Analogamente a técnica usada para eliminacdao de literais complementares em ldgica
proposicional, a refutacao pode ser ilustrada através de uma drvore, s6 que aqui Precisamos
considerar as unificacoes que serao usadas em cada etapa. A drvore da figura 8.12 mostra
a refutacdo, em forma de drvore, do conjunto de cldusulas acima.

Este exemplo mostra que uma cldusula (neste caso a clausula 2)pode ser usada mais
de uma vez numa refutacao. Cada clausula contendo varidveis, encarna uma quantidade
infinita de instancias. Como em ELC, nao eliminamos uma clausula ao usa-la, pois sempre
podemos re-utiliza-la, nem somos obrigados a usar todas as clausulas que nos sao dadas.

Em cada um dos exemplos acima o conjunto de literais I" e A (da defini¢ao de resol-
vente) foram unitdrios. Usualmente escolhemos clausulas para resolvé-las e fixamos nossa
atencao sobre um tnico literal em cada clausula. No entanto, devemos estar atentos para
tratar cada cldusula como um conjunto de literais, de vez que vérios literais podem se
colapsar num tunico literal apés a unificagao. Ignorando este fato podemos perder uma
refutagdo mesmo ela existindo. Vejamos o seguinte exemplo de duas clausulas:
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2. P(x1,h(y1,21)) V =P (21, 21) 3. =P(c,h(b, h(a, h(c,b))))
o1 = [<C7 Il)? (bv yl)v (h(a7 h(C, b))? Zl)]
P(c, h(b, h(a,h(c,b)))) V —P(c,h(a,h(c,b))) = P(c, h(b, h(a,h(c,b))))
= P(c, h(a, h(c,bH 2 Plagth(ys, 29)) V 7P (22, 22)
02 = [(67 x2>7 (aa Y2), (h(c, b): 32)]
=P(c,h(a,h(c,b))) P(c,h(a,h(c,b))) V —=P(c, h(c,b))
—P(c, h(cbph FPlash(rs,ys3))
03 = [(67 1’3), (ba y3)]
—P(c, h(cHp P(c,h(c,d))
O

Figura 8.12: Arvore para a refutacao de um conjunto de clausulas.
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Ci: P(a)V P(z)
Cy: —P(a)V—P(y)

Olhando somente um tnico literal de cada vez em cada clausula, e ignorando o colapso
de um conjunto a um unico apds a unificacao, poderiamos gerar os seguintes resolventes.

1. Resolvendo o primeiro literal em cada clausula obtemos

P(x) V=P(y)

2. Resolvendo o primeiro literal de Cy e o segundo de Cy, usando o unificador [(a, y)],
obtemos

P(z) Vv —P(a)

3. Resolvendo o segundo literal de C] e o primeiro literal de Cs, usando o unificador
[(a, z)], obtemos

P(a)V —P(y)

4. Resolvendo o segundo literal em cada cldusula, usando [(z,y)], obtemos
P(a) vV —P(a)

Permitindo que cldusulas, que é um conjunto de literais, contenham duas instancias
do mesmo literal e eliminando somente uma quando derivamos um resolvente, forca-nos
a derivar somente clausulas de dois elementos, tornando impossivel derivar 0.

Olhando mais cuidadosamente as resolugoes fornecidas acima, no segundo caso de-
verfamos ter obtido somente P(z), o qual, quando usado apropriadamente com Cy, per-
mitiria derivar O. No terceiro item, deveriamos ter obtido = P(y), que poderia ser usado
com (' para derivar O.

Poderiamos, também, ter escolhido considerar as clausulas inteiras C; e C3 como
os conjuntos I' e A, respectivamente, da definicao de resolvente. Entao usando o umg
[(a,x), (a,y)], derivariamos imediatamente 0. Note que isto nao é resolver os dois pares
de literais ao mesmo tempo, o que, como observamos anteriormente, nao é permitido. A
razao para eliminar dois literais de cada clausula é que antes da unificacao existem dois
literais em cada clausula, mas apés a unificacao existe somente um em cada clausula, e o
resultado de resolver sobre essas clausulas unitarias é 0.

Vimos que nossa computacao para L é muito parecida com a usada para Lp. Entre-
tanto, nao podemos mais assegurar que o processo de tomar os resolventes parard, como
sabemos temos um numero infinito de instancias possiveis de um literal toda vez que
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nosso dominio de Herbrand contém uma constante e um simbolo de fungoes. O teorema
de Herbrand assegura, dado um conjunto inconsistente de clausulas I'; algum subconjunto
finito de H((I")) é inconsistente, portanto O € R"(I') para algum n. Mas nao podemos
colocar um limite sobre esse n. Nao temos idéia quanto o programa deve executar para
estabelecer a inconsisténcia de I' embora sabemos que dado bastante tempo ele de fato o
fard. O problema ¢é grave quando I' é consistente. Nosso processo de tomar os resolventes
pode parar ou ficar executando para sempre. Portanto nos nao temos um procedimento
de decisao para determinar se, para um conjunto arbitrario de clausulas I' e algum n,
O € R™(I") ou nao.

Recapitulando, se queremos provar, usando resolucao, que uma férmula o é um teo-
rema, primeiro negamos a férmula, convertemos-la a forma normal prenex, fechamos-la
existencialmente, eliminamos quantificadores existenciais aplicando o processo de skolem-
izagao chegamos a forma normal de Skolem, ocultamos sumariamente quantificadores
universais, a transformamos na forma clausal e evidenciamos as clausulas para recém
poder aplicar o método de eliminacao de literais complementares.

Usamos o fecho existencial em vez do universal, pois queremos mostrar que —a é uma
contradigao, e uma féormula é uma contradi¢ao se, e somente se, seu fecho existencial
também é uma contradigao.

Exemplo 8.7.10 Seja a formula

P(z) — Jx.P(x)

Vamos a mostrar que existe uma refutacao da negagao de esta formula.

Passo 1: Negar a formula
—(P(z) — Jz.P(x))
Passo 2: Forma normal prenex

Vy.~(P(z) — P(y))

Passo 3: Fechamento existencial da Formula

Jx.Vy.~(P(x) — P(y))

Passo 4: Forma normal de Skolem

Vy.=(P(a) — P(y))
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Passo 5: Ocultamento dos quantificadores universais

=(P(a) — P(y))

Passo 6: Forma clausal
~(P(a) = P(y)) —= ~(=P(a)V P(y))
— —|_|P(CL) A\ _‘P(y)
—— P(a) A =P(y)

Passo 7: Separacao das cldusulas

1. P(a)
2. ~P(y)

Passo 8: Resolucao

A figura 8.13 ilustra a drvore que refuta as duas cldusulas anteriores. Na mesma
drvore estd indicado o unificador mais geral para essas duas cldusulas.

1. P(a) 2. = P(y)

a0 = [(a,y)]
Pla)—— —P(a)

I

Figura 8.13: Arvore da refutacao das clausulas P(a) e =P(y).

O seguinte exemplo mostrara a importancia de se realizar a separacao padrao.
Exemplo 8.7.11 Seja a formula

Jz.(=P(z) V P(f(x)))

Como mostrado no exemplo 6.5.13, esta formula é universalmente valida. Um prova
disto usando resolucdao € a sequinte:

Passo 1) Negar a formula: —=3z.(=P(z) V P(f(x)))

Passo 2) Forma normal prenex: Yx.—~(—P(x) VvV P(f(x)))
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Passo 3) Fechar existencialmente a Formula: Yz.—(—P(z) V P(f(z)))
Passo 4) Skolemizar: Yx.=(=P(x) VvV P(f(x)))
Passo 5) Ocultar quantificadores universais: =(—P(x) V P(f(x)))
Passo 6) Forma clausal: P(x) N —P(f(z))
Passo 7) Notagdo Clausal:

1. P(x)

2. ~P(f(x))

Passo 8) Resolugao: A figura 8.14 ilustra a drvore que refuta as duas cldusulas an-
teriores. Na mesma drvore estd indicado o unificador mais geral para essas duas
clausulas, considerando a renomeagao de x por y na sequnda cldusula.

P(x) —P(f(y))
oo = [(f(y), z)]
P(f(yh——"—~P(f ()

[ I

Figura 8.14: Arvore da refutacdo (com renomeagao de varidveis) das cldusulas P(x) e

—P(f(x)).

Logo, a separacao padrao foi fundamental neste exemplo, sem ela nao terifamos como
unificar as clausulas P(x) com P(f(x)) e portanto nao terfamos uma refutagao delas.

Note o que aconteceria se tentarmos refutar a clausula P(zx) — Vz.P(x), a qual nao é
universalmente valida.

Exemplo 8.7.12 Seja a formula
P(z) — Vx.P(x)
Vamos tentar mostrar que existe uma refutacdo da negacao desta formula.

Passo 1: Negar a formula

—(P(z) — Vz.P(x))
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Passo 2: Forma normal prenex

Fy.~(P(z) — P(y))

Passo 3: Fechar existencialmente a Formula

Jz.Jy.~(P(x) — P(y))

Passo 4: Skolemizar

=(P(a) — P(b))

Passo 5: Eliminacao de quantificadores universais: Como ndao, hd quantificadores uni-
versais a formula fica a mesma.

Passo 6: Forma normal conjuntiva
~(P(a) = P(b)) —= —~(=P(a) vV P(b))
—— == P(a) A = P(b)
—— P(a) N —P(b)

Passo 7: Notacao Clausal

1. P(a)
2. =P(b)

Passo 8: Resolugdo: Como P(a) e P(b) nao sdo unificdveis e portanto ndo € possivel
achar um resolvente para estas clausulas. Logo, nao sao refutdveis.

Neste exemplo, o procedimento de refutacao teria condigoes de parar indicando que
nao é possivel se chegar a uma refutacao, pois nao ha como unificar qualquer par de
clausulas. J& no proximo exemplo, veremos que sempre havera uma possibilidade de se
fazer um resolvente entre duas clausulas, e portanto o algoritmo nao tera como constatar
que sua busca foi exaustiva.

Note que numa deduc¢ao por resolugao (definigao 8.7.4) nada impede incluir resolventes
que nao venham ser usados para chegar a contradi¢ao (d). Assim, no exemplo a seguir,
consideraremos a cada etapa todas as possibilidades de resolventes possiveis que podem
ser obtidos das cldusulas encontradas até esse momento (a cada estdgio essa quantidade
é finita).

Exemplo 8.7.13 Sejam as cldusulas

o Oy = P(xy, f(21)) V P(a, 1)
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o Cy = P(x2, f(x3)) V P(x2, 73)
A partir delas (e fazendo separagdo padrao) teremos no mdzximo dois resolventes:

o U5 = P(f(xs), f(f(x3))) V Pla,x3)
o Cy= P(x1,21) V P(a, )

No proximo estagio, procuram-se os resolventes entre as cliusulas C1,Cy,C5 e Cy.
Assim, além do Cs e Cy obtém-se os resolventes

o Cs = P(f(f(x3)), f(f(f(x3)))) V P(a,xs)
° 06 - P(a,f(l’g)) \ P(f(l’g),l‘g)
o C7r=P(f(xs), f(x3)) V P(a, x3)

Note que a cada estdgio sempre serao geradas clausulas contendo dois literais positivos.
Além disso no estdagio 1 foi gerada a clausula Cs (P(f(xz3), f(f(x3))) V P(a,x3)), no
estagio 2 foi gerada a clausula Cs (P(f(f(x3)), f(f(f(z3))))V P(a,x3)), no estagio 3 serd
gerada a cldusula Cs (P(f(f(f(x3))), f(f(f(f(x3)))))VP(a,z3)), no estdgio 4 serd gerada
a cldusula P(f(f(f(f(x3))), f(f(f(f(f(x3))))))V Pla,x3), etc. pelo que este processo

nunca parard.

E claro que no exemplo acima é facil identificar que essas duas clausulas nunca levarao
a uma contradicao, porém como o que queremos ¢ um algoritmo capaz de detectar isso
para qualquer conjunto de clausulas nao satisfativeis, teriamos que estabelecer critérios
precisos para detectar isto. Lamentavelmente, nao existem tais critérios. De fato, Alonso
Church e Alan Turing, de forma independente, provaram em 1936 que a logica classica de
1% ordem ¢ indecidivel, ou seja que independente do método usado, nunca poderemos ter
um algoritmo capaz de decidir se um férmula qualquer é um universalmente valida (ou
equivalentemente sua negagao é uma contradigdo) ou nao.

8.8 Resultados de Completude

Sabendo o que significa verdade, dedugao e completacao no célculo de predicados, pre-
tendemos investigar as relacoes entre essas nocoes. Primeiro veremos que TF é seguro.
Isto ¢ que todo teorema de 77 é uma férmula universalmente vélida. Segundo, estab-
eleceremos que se uma férmula de LY é universalmente valida, entdo é possivel realizar
uma refutacao por resolucao de sua negacao. Finalmente, mostraremos que se é possivel
realizar uma refutacao por resolucao de sua negacao entao pode-se provar que ele é um
teorema de T'F.
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Teorema 8.8.1 (T é segura) Todo teorema de T é uma férmula universalmente vdlida.
Isto €,

se b a, entao = «

DEMONSTRAGAO: Como posto no capitulo 6 toda tautologia é universalmente valida,
portanto os axiomas A;, Ay e A3 sao universalmente vélidos. Das observagoes no final
do capitulo 6 temos que os axiomas A; e A; também sao universalmente validos. Fi-
nalmente, das mesmas observagoes temos que a regra de generalizacao e modus ponens
preservarao validade universal, isto é se a é universalmente valida, entao V.o também é
universalmente valida. Analogamente, se a e a — ( sao universalmente vélidas, entao (3
¢ universalmente vélidas. m

A seguir, mostraremos que a negacao de uma férmula é universalmente vélida, entao
a férmula é refutavel. Mas, antes precisaremos mostrar uma série de resultados prévios.

Lema 8.8.2 Seja Hr o dominio de Herbrand de I' e T um conjunto de termos tal que
T C Hr, entao R(T((T))) C T((R(T))).

DEMONSTRAGAO: Suponha que y € T'((I')). ComoI' C R(I") e R(I') C T((R(I"))), entao
v € T((R(T'))). Se v é um resolvente, entdo v = (ap — pyp) U (67 — q7), onde o, 3 € T,
a, B € T((I")) e po e qr sao literais complementares. Sejam ¢ e T as seguintes substi-
tuigdes ¥ = [(s1,21), ..., (sk,zx)] e T = [(t1,91), - - -, (tm, Ym)], onde z1, . . ., x sdo todas as
varidveis de ave yi, . . ., Y, s80 todas as varidveis de 8. Seja 0 = [(Tg11, Y1), - - -5 (Thtm, Ym)]
a separacao padrao das varaveis de a e 3. Defina, a substituicao

0 = [(Sla xl)v SR (Skv mk)y (tlv mk—i—l)v sy (tma xk—i—m)]

Claramente, aoc = anp, B0c = 1, po = p1p e qdo = qr. Logo, v = (a—p)oU(B—q)bo.

Como o unifica o conjunto pUQq”T, existe um unificador mais geral oy e um resolvente
~ de « e 3, tal que

7' = (o —p)oog U (B — q)fog

Como oy é um unificador mais geral e ¢ é um unificador de p U q°7, entao existe
uma substituigdo A tal que (p U q®7)o = ((p U q°?7)0)A e portanto ogA = o. Logo,
v =7'A. Assim, v € T((R(I"))), isto é v é uma instancia de substituigdo de um resolvente
de clausulas em I'. m

Lema 8.8.3 R™*(T((T"))) C T((R™(TI")))
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DEMONSTRACAO: Provaremos por inducao em n.

Caso base: Se n = 1 entao como RY(T((T))) = RYT((T))) e T(R(T))) = T((RYT))),
temos que pelo lema 8.8.2, R*(T'((I"))) C T((R™(T))).

Etapa indutiva: Assuma que R¥(T((T'))) C T((R*(I'))). Mostraremos que

RMHT((T))) € T((RMHI)))

REI(T((T))) = R(RHT((T)))  definicio de R
C R(T((R*T)))) hipétese indutiva
C T(R((Rk(F)))) lema 8.8.2
C T(RF(T))) definigdo de R**! m

Teorema 8.8.4 Se I' é um subconjunto insatisfativel de LY, entio O € R™(T), para
algum n.

DEMONSTRACAO: Se I' é insatisfativel, entao, pelo teorema 8.5.4, algum conjunto finito
de H((I")) é inconsistente. Suponha que este conjunto inconsistente é T'((I')). Como
T((T")) é um conjunto de cldusulas bésicas (sem varidveis) entao pelo corolario 5.4.13,
temos que T'((I")) = O. Assim, pelo corolario 5.3.16 temos que O € R"(T((I"))) para
algum n. Pelo lema 8.8.3 temos que O € T((R™(I'))) para algum n. Uma vez que
substituir variaveis numa clausula nao vazia por termos, nao pode gerar uma clausula
vazia, entdao O € R™(I") para algum n. m

Corolario 8.8.5 Se = a entdo ~a - O

DEMONSTRAGAO: Se = « entdao —« é insatisfativel. Logo, pelo teorema anterior, O €
R™(—a), para algum n. Pelo corolario 5.3.16, temos que ~« = 0. m

Lema 8.8.6 Se ~a —=*— ( entdo F —~a — (3.

DEMONSTRACAO: Se —a <*— [ entao existe uma deducao por resolucao de 3 a partir
de —a. Seja fi,...,0, uma tal dedugao por resolucao. Mostraremos por inducao em
1<i<nquebt —-a— g.

Caso base: Se ¢ = 1 entao, por definicao de deducgao por resolugao, (3; s6 pode ser uma
clausula de —«. Entao, trivialmente, 3; é uma prova de —a F ;. Como nao se aplicou

Gen na prova, podemos aplicar o teorema da dedugao e afirmar que existe uma prova de
F-a — 61.

Etapa indutiva: Assuma que F —a — (; para cada ¢ < k. Devemos mostrar que F
o — (gy1. Se fry1 € uma clausula de —a, entao de modo andlogo ao caso base, temos
que = ~a — Bry1. Se Byy1 ¢ um resolvente de ; e 3, com 4,5 < k, entao pelo lema
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5.4.15, F (B; A Bj) — Brt1, isto é F (6, — —0;) — Birs1. Pela hipétese indutiva temos
que - ~a — f; e - ma — B;. Logo, pelo exercicio 1.f. do capitulo 4, temos que
o — (6; A Bj). Assim, pela proposicao 4.3.2.i, temos que F ~a — (i 1.

Como, 3, =, entao - —a — 3. =m

Teorema 8.8.7 Se existe uma refutacdo por resolugao da negac¢do de o, entdo o € um
teorema. Isto €,

se —mo == O, entdo F a.

DEMONSTRACAO: Se —a *— O entao, pelo lema 8.8.6, - —a — O. Como O é uma
abreviagao da férmula § A =3, ou equivalentemente da férmula —(3 — () entdo - - —

—(6 — ). Assim,

ar) —a— (8 —5)

az) (o — =(f— ) — ((B—F) —a) prop. 4.3.3.d
a3) (5 ﬁ) —a MP a1, s
ay) O prop. 4.2.1
045)

Teorema 8.8.8 Para o cdlculo de predicado as sequintes trés afirmacgoes sao equivalentes:

1. Fa (a é um teorema);
2. = a (o é universalmente vdlida); e

3. —ma == O (existe uma refuta¢ao por resolu¢ao de —av).

DEMONSTRAGAO: Direto dos teoremas 8.8.1 8.8.7 e do coroldrio 8.8.5. =

Assim légica de predicado é segura, completa e consistente. No entanto ela nao é
decidivel.

Observe que no caso proposicional temos um teorema da completude forte:

[' = « se, e somente se, I' - « se, e somente se, [' == «

mas no caso da légica de predicados isto nao é verdade, pois nos temos, por exemplo, que
P(z) F Va.P(z) mas Vz.P(z) ndo ¢é conseqiiéncia légica de P(x), isto é, P(x) = Va.P(x).
Isto se deve a que as exigéncias da relacao de conseqiiéncia logica sao muito permissivas,
mas se adicionarmos mais restri¢oes a estas, conseguiremos ter uma noc¢ao de conseqiiéncia
semantica que coincida com +.
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Definicao 8.8.9 Sejal' C LY ea € LY. a é conseqiiéncia légica forte de I, denotado
por I' ke «, se toda vez que todas as formulas de I sdo verdadeiras numa interpretacado,
a também € verdadeira na mesma interpretacao. Isto €,

I' k a se, e somente se, para cada interpretacao D tal que D =T temos que D |= «

onde, D =T abrevia D |= 3 para cada 3 € T.

Proposicao 8.8.10 SeI' =« entio I' k «

DEMONSTRAGAO: Se D |= I' para uma interpretacao D, entdao para cada atribuigao
p: X — D, temos que D =, I Como I' = a, entdo D |=, «a, para cada atribuicao
p: X — D. Portanto, D = . =

Proposicao 8.8.11 Se I' |k « entao FU(T') = «, onde FU(I") é o fecho universal de
todas as formulas em T.

DEMONSTRAGAO: Note que uma férmula é verdadeira numa interpretagao se, e somente
se, seu fecho universal também é verdadeira para essa interpretacao. Note também que
se uma férmula fechada é verdadeira numa interpretagao, entao ela é verdadeira nessa
interpretagdo para qualquer atribui¢ao. Logo, se FU(I") é verdadeira para uma inter-
pretacao D e uma atribuigao p, entdo FU(I") é verdadeira na interpretacao D. Portanto,
[’ é verdadeira na interpretacdo D. Logo, como I' k& «, entdao « é verdadeira para essa
interpretagao (e para a atribuigao p). Portanto, FU(I') = «. =

Usaremos a notagao k= o em vez de ) |z «.

Corolario 8.8.12 | « se, e somente se, & «

DEMONSTRAGAO: Direto da proposigao 8.8.10 temos que se = « entao e . Por outro
lado, se | «, entao direto da definigdo de ke e de universalmente valida, temos que « é
universalmente valida, isto é, = «. =

Note que para a relacao de conseqiiéncia forte vale o teorema da compacidade, isto
é, se I' r «a entdao I'y k& « para algum I'y C T finito. Mas, nao vale o teorema da
dedugao irrestrito, pois trivialmente temos que P(z) k= Vz.P(x), mas ndo temos que
R P(z) — Vx.P(z). Assim, deverfamos impor algumas condigoes, semelhantes ao caso
do teorema da dedugdo para - ( 7.2.4), mas se tratando de interpretacao isto resulta
dificil.
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Proposicao 8.8.13 SeI'F a entao I' | «

DEMONSTRAGAO: Seja aq, ..., q, uma prova de I' - a junto com uma justificativa para
cada passo da dedugao. Mostraremos por inducao que I' |k «; para cada 1 <i < n.

Caso base: 1 = 1. a1 ou ¢ uma formula de I' ou é um axioma. No primeiro caso,
trivialmente temos que o | «a, e usando o teorema da compacidade (observagao 3. do
capitulo 6), temos que I' = «a. Logo, pela proposicao 8.8.10, temos que I' & a. No
segundo caso, temos que - «. Logo, aplicando o teorema seguro temos que = «. Assim,
novamente usando o teorema da compacidade e a proposicao 8.8.10, temos que I' e a.

Etapa indutiva: Assuma que I' & a4, para i < k. Devemos mostrar que I' ke a.

1. Se a; é um axioma ou um elemento de I', o resultado segue como no caso base,
acima.

2. Se ay, sai por MP de a; e aj = o; — oy, com 4, j < k, entao pela hipdteses indutiva
'k a; el R a; — ai. Isto é para cada interpretacao D, tal que D = T', D | o
and D | a_ay. Seja p: X — D uma atribuigao de valores as varidveis arbitraria.
Entao, pela definicao 6.5.10, V,(a;) = 1 e V,(o; — a;) = 1. Pela definicdo 6.5.4,
Vo(a; — ay) = 1 se, e somente se, V,(a;) = V,(cay) = 1. Como V,(a;) = 1, entao
V(o) = V,(au) = 1 se, e somente se, 1 = V,(ag) = 1. Mas, pela definicao do
operador booleano =, 1 = V,(ay) = 1 se, e somente se, V, (o) = 1. Logo, se
D T entao D |= ay. Portanto, I' R ay.

3. Se ay, sai por Gen de o; com i < k, entao ay, = Vr.q; para alguma variavel z. Seja D
uma interpretagao tal que D |= I'. Entao, pela hipéteses indutiva (I' = «;), temos
que D E «, isto é para qualquer atribuicao de valores as varidveis p : X — D,
V,(a;) = 1. Como a atribuicao p é arbitraria, entdo V,(a;) = 1 para qualquer
atribuicao p' : X — D a qual varia de p, no maximo, na atribuigdo dada a variavel
x. Logo, pela defini¢do 6.5.4, V,(Vz.o;) = 1. Portanto, I' & Vx.qy, isto é, I' & o,

Portanto, I' | a; para cada 1 < i <n. Como o,, = o, entao I' k. m

Proposicao 8.8.14 Seja I' uma conjunto de clausulas e « uma clausula. Se I ke « entdo
I' “— a. Ou seja, se a € consequéncia logica forte de I', entdo existe uma dedugao por
resolucao de o a partir de T'.

DEMONSTRAGAO: Se I' i a entdo FU(I') = a. Pelo teorema da compacidade existe
'y € FU(I') finito tal que I'y = «a. Seja I'y = {ai,...,a,}. Aplicando o teorema
da dedugao temos que = a3 — (... — (@, — «)...). Pelo teorema da completude,
(a1 = (... = (@, = a)...) = 0. Como, ~(a; = (... = (, = a)...) = a1 A...ap A
—a, entao [y, *=— O (observe que cada «; é uma clausula). Logo, pelo coroldrio
5.3.11, temos que 'y *— «. Portanto, pela propriedade de monotonicidade a esquerda
(proposi¢ao 5.3.7), ' - . =
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Proposicao 8.8.15 I' == 3 implica I' F (3.
DEMONSTRACAO: I' *— [ implica que uma deducao por resolucao de (3 a partir de I’
existe.

Mostremos, por inducao que para todo ¢, [' F «;.

Caso base: i = 1. a7 é uma clausula de I'. Entao, trivialmente, a seqiiéncia oy é uma
—_— e J 9
prova de I' - «;.

Etapa indutiva: Assuma que I' - «;, para cada i < k. Devemos mostrar que I' F ay,.

1. Se oy ¢ uma clausula de I', entao, como no caso para ¢ = 1, temos que trivialmente,
'+ Q..

2. Se a4 é um resolvente de duas clausulas anteriores na seqiiéncia, suponha que de
a; e o, onde i,j < k, entdo ay = (o — p) U (a; — p) para algum literal p. Pela
hipéteses indutiva temos que I' - a; e I' = «;. Observe que p Vo = p? — «a.
Assim, a; = p? — (a; —p) e a; = p — (o; — p”?). Portanto I' F p” — (o — p)
el' - p — (aj — p”?). Pelo exercicio 2.f. e 2.g. do capitulo 4, temos que I' -
—(a; —p) = (oj — p?). Ouseja I' - (a; — p) U (a; — p). Portanto, I' - ay,.

Para ¢ = n, temos I' + «a,,. Como «,, = (3, entao I' + 3. Portanto, I' =*— [ implica
'G5 =

Teorema 8.8.16 (Teorema da Completude Forte) Na ldgica de predicados

I'F « se, e somente se, I' | a se, e somente se, I' “— «

DEMONSTRAGAO: Direto das proposicoes 8.8.13, 8.8.14 ¢ 8.8.15. m

8.9 Exercicios

1. Transforme as seguintes fbf’s na forma normal prenex, elimine os quantificadores e
transforme-as na forma normal conjuntiva reduzida.

(a) Vz.(=P(z,y) — Jy.P(y,z))
(b) Va.(P(z,z) V R(z,y)) — (Fx.P(z,z) VVx.R(z,y))
(¢) Fz.P(z,y) — Jy.(Py, x) A R(a, f(2,9)))
(d) Va.3y.(P(z, f(a,y)) A Jz.R(z))
)

(e) ~(Va.(P(z,y) — Jy.R(y,2)) A 3z.P(z,1))
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2. Determine o unificador mais geral para cada um dos seguintes pares de termos. Se
estes nao sao unificaveis diga o porque.

L0 =8

3. Exibir uma refutacao por resolucao para cada uma dos seguintes conjuntos de
clausulas. Algumas dicas:
e Faca a separacao padrao um par de clausulas antes de unificar.
e Indique cada substituicao unificadora claramente.
e Realize a substituicao unificadora em ambas as clausulas.

e Nao existe limite para a quantidade de vezes que se usa uma cldusula em
particular.

4. Mostre que I' *— «, quando:

(a) ' ={-P(x) VvV R(z,y), P(z)} e « = R(z,y).
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(b) I'={P(z,z),~P(z,2) V P(x,y) V P(y,2)} e « = P(a,a)

5. Dé uma refutagao da negagao da férmula

Vo Vy.=(P(y,x) — 3z.2(P(f(2), f(2)) = V1.2 P (21, 7)) — Vo= P(f(f(22)), z))
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Capitulo 9

Programacao em Légica e Prolog

Os paradigmas funcional e imperativo de programacao se baseiam na nog¢ao de que um pro-
grama implementa um mapeamento ou funcao. Numa linguagem imperativa, o programa
tipicamente é um comando que lé entradas de arquivos e imprime saidas de arquivos.
As saidas sao funcionalmente dependentes das entradas, desse modo o programa pode
ser visto abstratamente como implementando um mapeamento de entradas em saidas.
Em linguagens funcionais, um programa é tipicamente uma funcao, e portanto obvia-
mente implementa uma aplicacao. Ja a programagao em logica se baseia na nogao de que
um programa implementa uma relagao, em vez de um mapeamento. Como relagoes sao
mais gerais que fungoes, programacao em logica é potencialmente de mais alto nivel que
programacao funcional e imperativa.

A légica, além de ser um formalismo propicio para representar de maneira declarativa
o conhecimento sobre alguma realidade, pode ser executada, no sentido que podemos escr-
ever programas que representem o conhecimento usando o formalismo de um subconjunto
da légica de predicados (notacao clausal) como linguagem de representagao, podem-se
inferir novos fatos e conhecimentos usando deducgoes através de alguns métodos de prova
automatica de teoremas.

Quando se usa logica como formalismo de representacao, a resolucao de problemas
se encara como demonstracao de teoremas. O principio de resolucao e o algoritmo de
unificacao de Robinson, descrito no capitulo anterior, fornecem a base para execucao de
programas em logica. Um programa em légica é um modelo ou descri¢cao de um problema
ou situacao através de um conjunto finito de sentencas légicas. Assim, ao contrario de
programas procedurais ou imperativos, por exemplo escritos em C+-+ ou Java, um pro-
grama em logica nao descreve um procedimento (uma seqiiéncia de passos ou comandos
computacionais) para resolver um problema, mas o proprio problema. Este tipo de abor-
dagem, conhecido como programacao declarativa, nao é exclusivo do paradigma légico de
programacao, pois o paradigma funcional descreve um problema em termos de defini¢oes
e avaliagoes de funcoes, pelo que também pode ser considerado como programacao declar-
ativa.

Um programa em légica pode ser visto como uma base de dados mais complexa, onde
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nao so se téem dados do tipo: “Luiz esta cursando a disciplina légica aplicada a com-
putacao”, mas também regras indicando como deduzir novos fatos, por exemplo “todo
aluno que esta cursando logica aplicada a computacao ja cursou algebra universal”. Clara-
mente, de essa informacao e dessa regra podemos deduzir que “Luiz ja cursou algebra
universal”, sem precisar incluir explicitamente esta informagcao no programa. A execugao
de um programa em légica é realizada através de consultas ao programa, isto é, afirmagoes
exprimindo condi¢oes que devem ser satisfeitas por um resposta correta, com respeito a
informacao contida no programa. A maioria dos sistemas desenvolvidos para programacao
em logica encontrao as respostas das consultas ao programa através de uma pesquisa de
refutagoes da negacao da consulta.

Assim, o formalismo logico permite emular sistemas baseado em regras, com encadea-
mento para adiante ou para atréds, e objetos estruturados. Pode-se também, com maior
dificuldade, manipular valores por default e excecoes, assim como quantificar existencial
e universalmente a expressoes. Fundamentalmente, um programa em logica pode ser
visto como uma teoria de verdade que da fundamento sélido a todo o sistema. Sinteti-
zando, programacao em légica ¢é logica em acao, onde as computagoes sao realizadas como
dedugoes.

Na atualidade existem diversas linguagens de programacao com esta filosofia, chamada

paradigma da programacgao em légica. As mais conhecidas sao Prolog, Godel [HL94] e
Isabelle [Pau94, NPO1].

Aqui descreveremos a linguagem de programacao Prolog, o qual é uma ferramenta
usada para escrever programas baseados no raciocinio 16gico (classico) que sao executédveis
pelo computador. Prolog é um acréonimo de PROgramming in LOGic (programagao em
légica). Assim, Prolog, é uma linguagem de programagao baseada em légica formal.
Muitos programas de inteligéncia artificial sao escritos em Prolog, pois esta linguagem
permite, de maneira natural, a representacao e deducao de conhecimento.

O Prolog foi implementado e projetado por Alain Colmerauer e seu Grupo de In-
teligéncia Artificial [CHRP73], na Franga em 1972, fruto dos trabalhos e idéias de Robert
Kowalski e outros autores [Kow72, Kow74]. Mas esta linguagem s6 comegou a cativar
adeptos a nivel mundial, quando Pereira, Pereira e Warren implementaram na Universi-
dade de Edinburgh [PPW79] o primeiro compilador Prolog escrito em Prolog.

Prolog é uma linguagem de programacao interativa baseado em légica com facilidades
para a manipulacao simbdlica e com um motor de inferéncia, que lhe permite responder
automaticamente questoes, nao so referentes ao conhecimento que contém explicitamente
cada programa, mas também ao que se pode deduzir de ele.

Prolog utiliza um subconjunto da légica de predicados de primeira ordem, chamado
clausulas de Horn, que se caracteriza por que cada regra pode conter nenhum, hum ou
mais antecedentes unidos conjuntivamente, mais no maximo sé pode ter um conseqiiente.

As inferéncias se realizam mediante o principio da resolucao proposto por Robinson
em [Rob65], utilizando o algoritmo da unificagao.
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Existem predicados predefinidos que implementam funcoes extra-légicas. Estes pred-
icados, embora fogem da proposta original de programacao declarativa, sao necessarios
para que Prolog seja uma linguagem de programacao de utilizacao pratica real.

Uma caracteristica desta linguagem, assim como de diversas linguagens funcionais,
é que programas nesta linguagem nao sao eficientes quando rodados em um hardware
convencional, que foram projetados para linguagens procedurais, que sao mais orientadas
ao calculo numérico.

Muitos programas de inteligéncia artificial sao escritos em Prolog, pois esta linguagem
permite, de maneira natural, a representacao e deducao de conhecimento.

Neste capitulo daremos uma introdugao a esta linguagem, cobrindo as bases do Prolog,
de modo que, o estudante, com ajuda de um manual do usuario, seja capaz de escrever e
executar programas em algum dos tantos compiladores Prolog.

9.1 Conceitos Basicos

9.1.1 Clausulas de Horn

Vimos que toda fbf do calculo de predicado é equivalente a uma fbf na forma normal
prenex e a parte livre de quantificadores dela é equivalente a uma férmula na forma normal
conjuntiva reduzida. A eliminacao de quantificadores nao gera uma férmula equivalente,
mas a férmula original é uma contradicao se, e somente se, a formula resultante do processo
de skolemizacao também é uma contradicao. Consideramos entao, esta formula bem
formada como um conjunto (entendido, por convengao, como sendo uma conjungao) de
clausulas, cada uma das quais é um conjunto (entendido como uma disjungao) de literais.

Definicao 9.1.1 Uma cladusula de Horn ¢é uma cldusula com no mdzimo um literal
POositivo.

E conveniente, de um ponto de vista de programacao, escrever clausulas como im-
plicacoes em vez de disjungoes. Assim a clausula

—a1 V- Voo VA V-V Gy

seria escrita

(A ANap) = (B V-V B)

E uma clausula de Horn, como

o Ve Vooa, VG
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seria escrito

(r A ANay) —

Portanto, uma clausula de Horn é uma implicacao cujo antecedente é uma conjuncao
de féormula atomicas e cujo conseqiiente consiste de no maximo uma féormula atomica.
Existem quatro tipos de clausulas de Horn

1. Aquelas com uma conclusao mas sem nenhuma condic¢ao;
2. Aquelas com condicoes e conclusao;
3. Aquelas com condigbes mas sem nenhuma conclusao;

4. A cldausula vazia, escrito O, como anteriormente.

No que segue sobre programacao em légica, usaremos convengoes da sintaxe Prolog.
Isto nos permitird usar nomes para predicados, funcoes, constantes e variaveis mais sig-
nificativos (mnemonicos).

Simbolos de predicados, de fungoes e constantes iniciarao com letras minisculas (nimero
podem também ser usados como simbolos de constantes), varidveis comegarao com letras
maitdsculas. Escreveremos, também, implicagoes na clausula de Horn para trés (isto é, a
conclusao serd colocada primeiro, e usaremos :-, em vez de <« para separar a conclusao
das condigbes das implicagoes).

9.1.2 Caracteristicas Basica do Prolog

Comparada com as linguagens algoritmicas classicas, tais como Pascal, C e JAVA, que
sao antes de tudo projetadas para computacoes numéricas, escrever sistemas, etc., uma
linguagem para programacao em logica tem duas principais diferencas.

e Ela ¢é orientada para “computacao simbodlica”: os dados basicos sao “simbolos” os
quais somente representam eles préprios e nao sao interpretados na linguagem.

e Ela nao especifica o algoritmo diretamente para ser executado e produzir resultados,
mas especifica objetos, propriedades dos objetos e relacoes entre eles. Fala de fatos,
regras para derivar novos fatos, e consultas (queries em inglés) para constatar se um
fato foi estabelecido ou nao.
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9.2 Estrutura Basica do Prolog

As trés espécies de sentencas: fatos, regras e questoes podem ser lidas como predicados
em légica e, neste caso, a linguagem é um subconjunto da logica formal. Ao mesmo
tempo, Prolog é uma linguagem de programacao: para obter a resposta a uma consulta
¢ executado um algoritmo numa ordem precisa. No que segue, apresentaremos esses dois
aspectos: o declarativo da légica formal e o procedural das linguagens de programacao.

Prolog é interessante por ser, de alguma maneira, 16gica em acao. Ela executa férmulas
légicas. Considere, por exemplo, os dois axiomas

“0 é um nidmero natural”
“se n é um numero natural, entdo s(n) é um ndmero natural”

Um programa Prolog pode implementar esses axiomas da seguinte maneira

natural(0).
natural(s(n)) :- natural(n).

Este programa ¢ capaz de gerar e reconhecer niimeros naturais, dependendo da questao:

?- natural(s(s(s(0)))).

?- natural(-).

— sim

?

natural(Prolog).
natural(X).
— X=0;
— X=s(0);
— X=s(s(0));
— X=s(s(s(0)));

?

A primeira consulta é “s(s(s(0))) é um nimero natural”?, a segunda é “existe um
niumero natural”?, a terceira “Prolog é um ntmero natural? e a iltima é “O que é um
nimero natural”?. Se quisermos que s(s(s(0))) seja escrito 3, temos de programé-lo para
tal.

Um programa realizando diferenciacao simbdlica de polinomios pode conter o fato
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deriv(X,X,1)
para representar que a derivada de x com respeito a x é 1. Ele pode conter as regras:

deriv(U+V,X,A+B) :- deriv(U,X,A),deriv(V,X,B).
deriv(U-V,X,A-B) :- deriv(U,X,A),deriv(V,X,B).

A primeira dessas duas regras diz que “a derivada de U+V com respeito a X é A+B se
A ¢é a derivada de U e B é a derivada de V”. Tais sentencas definem o ponto de vista Prolog
da relagao ternaria “a derivada de - - - com respeitoa --- é---7. Este é o aspecto légico da
linguagem, ou sua leitura declarativa. Ja no aspecto procedural de Prolog, se descrevem
computacoes a serem executadas. Assim, a primeira regra diz que “para obter a derivada
de U+V, primeiro se deve computar a derivada de U e V, dando A e B respectivamente,
e entao construir o termo A+B”.

As razoes para essa dupla leitura é a seguinte: Um sistema Prolog é um provador de
teoremas explorando os aspectos logicos da linguagem. O sistema tem de mostrar uma
contradigao entre a negacao da questao e o conjunto de fatos e regras. Esta refutacao,
quando bem sucedida, exibe contra-exemplos que sao as respostas a questao. A estratégia
usada para achar ¢ simples.

9.2.1 Termos e objetos

Em Prolog, assim como em légica, objetos num “universo de discurso” (que é o conjunto
dos objetos considerados) sao representados por termos. Como a linguagem nao interpreta
esses termos, podemos dizer, também, que os objetos tratados por Prolog sao termos, cada
termo sendo um objeto simbdlico pertencente a uma das seguintes categorias:

e constantes individuais ou atomos,
e variaveis,

e fungoes ou termos funcionais consistindo de um nome de funcao e uma lista de
argumentos, que sao termos.

A sintaxe deve permitir classificarmos um termo na sua categoria, especialmente
variaveis como distintas de constantes. A sintaxe usada depende de cada implementacao
do Prolog. Aqui usaremos

e Um atomo pode ser escrito de uma das trés maneiras:

— como um identificador come¢ando com uma letra mintscula, podendo conter
subtracos:
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pedro henrique_iv.
— como um numero
321 3.21
— como uma seqiiéncia de caracteres sob aspas simples

“quem é voce?” “eu ndo sei”

e Uma variavel é um identificador comecando com uma letra maidscula, podendo
conter sub-trago

X Nome Rei_da_Bélgica

e Uma funcao é um nome de fungao seguido por uma lista de termos entre parénteses,
onde um nome de funcao tem a forma de um atomo nao-numérico:

autor_de(scott) f(x,y,2) “oil" (pedro)

Um programa em Prolog é usualmente um modelo de alguma parte da realidade cu-
jos termos sao usados para representar objetos reais. Por exemplo, para modelar uma
biblioteca, os atomos podem representar nomes de autores e titulos de livros, termos
funcionais podem representar livros e edigoes:

edicdo(wiley,1987)

livro(davis,the_undecidable,edigdo(raven,1965))

Portanto, os atomos representam objetos que sao considerados individuos elementares.
E pratica normal usar identificadores mnemonicos, isto é, nomes que lembram os objetos
que eles representam, tais como wiley, davis, em vez de nomes andénimos como xso ou bbb. O
mesmo podemos dizer para termos funcionais: edi¢do(wiley,1987) e nao e(w,1987). Deve-se
observar que as fungoes de Prolog sao vistas como estruturas de dados compostas, similares
aos registros em Pascal, e conseqiientemente, elas podem ser construidas e analisadas. Elas
nao sao funcoes aplicadas a argumentos para denotar o resultado correspondente.

Termos em que nao ha variavel sao os dados constantes em Prolog. Em légica eles sao
os termos basicos ou termos constantes. A menos dos atomos numéricos, os termos
nao sao interpretados por Prolog, isto é, eles nao representam os dados, eles sao os dados.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagao

211



Bedregal e Acidly

9.2.2 O Escopo dos Identificadores

A menos de atomos numéricos, que podem ser interpretados como niumeros nas com-
putagoes numéricas, e tirando funcoes ou predicados construidos, que tem um significado
pré-definido, os nomes em Prolog, para constantes, variaveis, fungoes e predicados, nao
tem nenhum significado intrinseco e podem ser escolhidos livremente pelo programador.
No entanto, distinguimos varidveis de constantes em virtude da primeira letra (maiiscula
no caso de variavel e minidscula no caso de constante). Em geral duas notagoes distin-
tas denotarao, ou serao, objetos distintos. Existem mais ou menos excegoes Obvias, por
exemplo, para nimeros, onde 133.1 e 133.10 denotam o mesmo nimero.

Com em qualquer linguagem de programacao, a cada nome tem de ser dado um escopo,
que é a parte do programa onde o nome pode ser escrito para significar um objeto. Em
Prolog, as regras de escopo sao:

e O escopo de um variavel é a sentenca (fato, regra, ou consulta) na qual aparece.

e O escopo de qualquer outro nome (constante, nome de fungao, ou nome de predi-
cado) é todo o programa.

Isto significa que um nome de variavel pode ser usado e reusado a vontade no programa
para denotar variaveis diferentes, enquanto qualquer outra notagao representa, ou €, o
mesmo objeto para o programa todo.

No fragmento da base de dados de uma familia reproduzida abaixo, as ocorréncias de
mae sdo o mesmo predicado (uma vez que existem dois argumentos nos quatro casos).
Por outro lado, trés variaveis aparecem duas vezes em cada regra, mas, como a intuicao
sugere, as variaveis de uma regra sao diferentes daquelas da outra.

e(vera,licia).
e(ldcia,alice).
vo(X,Y) - pai(X,Z),mae(Z,Y).
vé(X,Y) - m3e(X,Z),pai(Z,Y).

ma
ma

d
d

9.3 Fatos Elementares

Os predicados simples (ou férmulas atomicas) da légica denotam valores verdade. Por
exemplo, o predicado

autor_de(pablo_neruda,canto_geral).

denota um valor verdade. Este, também, é o caso em Prolog, ao menos aproximada-
mente. Fatos e questoes sem varidaveis podem ser vistos como significando “verdade” ou
“falso”. Aproximadamente, porque Prolog, sendo uma linguagem de programacao, tem
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uma semantica operacional, na qual “verdade” e “falso” sao antes de tudo resultados de
programas executados.

Um predicado simples é escrito em Prolog como um termo funcional:

autor_de(pablo_neruda,canto_geral).
deriv(X,X,1).

E o contexto que determina se uma férmula atomica é para ser tratada como um termo
funcional ou como um predicado. Predicados simples sao os blocos construtores usados
para escrever fatos e questoes.

O programa seguinte ¢ uma lista de fatos

/* fatos */
tem(emilia,bicicleta). /* “Emilia tem uma bicicleta” */
gosta(emilia,maria). /* “Emilia gosta de Maria" */

tem(jodo,bicicleta).
livro(davis,the_undecidable,edigdo(raven,1965)).
chove.

Os fatos sdo predicados simples seguido por um ponto. O par /*---*/ encerra um
comentdrio, isto é, um texto que é ignorado quando o programa for executado.

Cada fato que aparece num programa estabelece um valor verdade, uma relacao entre
objetos estabelecida como verdadeira. Por exemplo, a relagdo bindria (ou predicado)
chamada gosta é estabelecida entre emilia e maria, livro é uma relagao 3-aria, isto é, um
predicado com trés argumentos, e chove uma relagao 0-aria. Um conjunto de fatos pode
ser entendido como um banco de dados relacional. De fato, o conjunto de fatos e regras
que constituem um programa Prolog serda denominado, aqui, uma base de dados.

9.4 Consultas

Predicados simples também servem na construcao de consultas (ou questoes, perguntas
ou metas) tais como

?7- tem(jodo,bicicleta).

Isto nao estabelece qualquer fato novo, mas é uma “pergunta ao sistema”, indagando
se ou nao um fato foi estabelecido. Neste caso (uma questao simples, nenhuma varidvel,
nenhuma regra), o valor é verdade se o fato feito de um predicado da pergunta estd na
base de dados, caso contrario o valor é falso. Isto é o que intuitivamente se espera e o
sistema responde sim ou nao de acordo com a base de dados. Na pratica, a seqiiéncia
pergunta-resposta da:
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?- tem(jodo,bicicleta)

— sim

Assim, na sua forma mais simples, um programa Prolog registra fatos elementares
e responde consultas simples sobre eles. A base de dados é a definicao extensional das
relagdes que ele contém, aqui, tem(-,-), gosta(-,-), livro(-,-,-), e chove.

Consultas simples contendo somente termos béasicos (as constantes da linguagem) sao
perguntas do tipo sim-nao, isto é, somente tem duas possiveis respostas: sim se o fato
estd na base de dados e nao se o fato nao estd na base de dados.

E bom deixar claro que a semantica de uma consulta é definida com respeito a uma
dada base de dados, num dado momento: uma consulta simples indaga se um fato foi
estabelecido ou nao, que pode ser o seu significado. Por exemplo, para a base de dados
fatos, obteriamos a seguinte seqiiéncia:

?- tem(jodo,bicicleta)
— sim

?- tem(pedro,bicicleta)
— nao

?- tem(jo3o,biiccleta,)
— nao

?- chove(agora)
— nao

Como Prolog nao tem controle de declaragao nem de tipo, as ultimas duas perguntas
nao sao erros Prolog, mesmo que eles sejam provavelmente um erro de programacao. Um
nome faltando ou mudando uma ou varias letras é exatamente um outro atomo simbélico e
o mesmo atomo simbolico pode nomear relagoes que diferem pelo niimero de argumentos.
Portanto, para Prolog, simplesmente nao existem fatos na base de dados casando com as
trés ultimas perguntas.

9.4.1 Conjuncgoes

Formulas légicas sao escritas com predicados simples e conectivos. Este, também, é o caso
em Prolog, sendo que a construcao mais freqiiente é a conjuncao, denotada por virgula:

?- tem(jodo,bicicleta), tem(emilia,bicicleta).

Essa conjuncao usada, aqui, numa consulta, é mais ou menos equivalente a férmula
l6gica

tem(jodo,bicicleta) Atem(emilia,bicicleta).
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Em légica, uma conjuncao ¢é verdadeira se todas as suas componentes sao verdadeiras.
Isto, também, acontece em Prolog, com uma diferenca importante: a ordem na qual as
componentes sao consideradas, da esquerda para a direita, faz parte da semantica.

9.5 Variaveis

O uso das variaveis em Prolog é analogo, mas nao equivalente a seu uso em logica. As
consultas em Prolog vistas até aqui contém somente termos basicos, isto é, nao contém
variaveis, e tem somente uma de duas possiveis respostas: sim ou nao. Consultas mais
interessantes sao aquelas cujas respostas sao listas de objetos satisfazendo uma dada
relacao. Por exemplo, “quais as pessoas que possuem bicicleta?” é uma pergunta cuja
resposta é uma lista de objetos. Relativamente a base de dados “fatos”, a resposta
completa para esta questao seria a lista [emilia,jodo]. Em Prolog, este tipo de consultas
sao expressas com a ajuda de varidveis. Um pronome como “quais” é expresso por uma
variavel como X, e a pergunta acima pode ser escrita

?- tem(X,bicicleta).

Intuitivamente, obteriamos uma resposta substituindo a variavel X por uma constante
que torna o termo assim obtido igual a um fato da base de dados. Por exemplo, emilia é
uma tal constante.

?- tem(X,bicicleta).

— X=emilia

O sistema responde com um valor para a varidvel que transforma a consulta em um
predicado verdadeiro. Por que emilia e ndo jodo ou [emilia,jodo]?. Foi feita uma escolha
mais ou menos arbitraria: somente é produzida a primeira resposta, o significado de
“primeira” depende do algoritmo que computa a resposta.

A base de dados ndo é um conjunto, mas uma lista ordenada de sentengas (fatos e
regras). Para responder a uma consulta, o sistema pesquisard a base de dados nesta
ordem, usualmente a ordem textual na qual sentencas entraram, para achar a primeira
sentenca que satisfaz o predicado na pergunta. Este predicado, que aqui é tem(X,bicicleta),
¢ chamado o meta. O meta é bem sucedido se uma sentenca na base de dados satisfaz
seu predicado. Um fato que satisfaz um simples predicado como tem(X,bicicleta) deve ter
a forma tem(—,bicicleta), isto é, deve ter

e 0 mesmo nome de predicado
e 0 mesmo nimero de argumentos, dois,
e as mesmas constantes nos mesmo lugares, bicicleta como primeiro argumento.
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Quando essas trés condigoes sao satisfeitas, dizemos que o fato e o predicado se casam.
Tal fato aqui, é

tem(emilia,bicicleta)

Entao a varidvel X da questao, toma como valor (é instanciado por) o termo bésico
que esta no lugar no fato. Este da o resultado esperado:

— emilia.

Uma outra maneira de expressar a semantica desta pergunta é “pode uma atribuicao
a X ser encontrada tal que a férmula resultante estd na base de dados?”. A atribuicao

X=emilia

atende esse requisito.

Prolog produz somente, uma resposta, mesmo se vérias sao possiveis, e a escolha dela
¢ uma decisao arbitraria que dependera ao modo iterativo que nosso Prolog trabalha. O
usuario que quer mais tem de dizé-lo, digitando um ponto e virgula. Isto diz ao sistema
que uma outra resposta esta sendo esperada:

?- tem(X,bicicleta).
— X=emilia;
— X=joao;

— nao

A 1ltima resposta, ndo, significa que nao existe mais casamento na base de dados.

Se considerarmos a pergunta
?- tem(X,bicicleta).

como uma chamada de procedimento que tem de produzir um resultado, entao a constante
bicicleta é o argumento da chamada (o parametro de entrada) e a variavel X representa o
resultado (o parametro de saida). Este ponto de vista é do usudrio e nao do Prolog. Na
sentenca na base de dados, nao existe diferenca entre os argumentos. Quais sao os valores
que devem aparecer na resposta é indicado somente pelas varidaveis presentes na consulta.
Por exemplo:

?- tem(jodo,X).
— X=bicicleta.

?- tem(X,Y).
—— X=emilia, Y=bicicleta;
— X=joao, Y=bicicleta;

— nao
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Variaveis podem ser usadas, também, em fatos:
gosta(X,pera).

poderia ser uma tradugao em Prolog da sentenca “todos gostam de pera” e da férmula
logica

Vx.gosta(x, pera).

Qualquer consulta da forma ?- gosta(—,pera) sera satisfeita se a base de dados contém o
fato gosta(X,pera). Quando usado numa conjungao, uma variavel estabelece uma ligagao
entre os predicados na conjungao (tomando os mesmos valores em todas suas ocorréncias).
A pergunta “quem sao os proprietarios de bicicleta que gostam de Maria?” torna-se:

?- tem(X,bicicleta), gosta(X,maria).

A resposta a tal pergunta é computada satisfazendo as duas partes (submetas) da
conjuncao. A primeira submeta,

tem(X,bicicleta),
¢ bem sucedido para o fato
tem(emilia,bicicleta)

com X tomando o valor emilia (no caso de falha, a resposta a toda a questao teria sido
“nao”). Entao, um casamento para o segunda submeta é transformado em

gosta(emilia,maria)

Um casamento para a meta é achado e a primeira resposta é

— X=emilia

Se o usuario digitar ponto e virgula para perguntar por um outro valor para X, a
pesquisa comecara no lugar onde o ultimo casamento foi encontrado, a meta sendo o
mesmo, isto é,

gosta(emilia,maria),

que nao pode ser satisfeito uma segunda vez. O sistema entao reverte para a submeta
imediatamente precedente que é

tem(X,bicicleta).
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Isto é, backtracking. A submeta é bem sucedida uma segunda vez, por
tem(X,bicicleta),
dando a X o valor jodo. Agora, a segunda submeta torna-se

gosta(jodo, maria)

e isto falha. A proxima resposta é ndo.

9.5.1 Variaveis Anonimas

Todas as varidveis usadas até aqui tiveram um nome como X ou Y. Existem, também,
variaveis anonimas, todas representadas por um subtraco. Se desejamos saber na base de
dados fatos se existem possuidores de bicicleta, a pergunta

?- tem(X,bicicleta).

vista anteriormente, produzird sucessivamente emilia e jodo como respostas, embora gostassemos
de um simples sim ou n3o. Isto pode ser obtido trocando X por uma variavel anonima. A
pergunta

?- tem(—,bicicleta).
produz a resposta
— sim

Do ponto de vista de casar uma meta, uma variavel anonima comporta-se como qual-
quer variavel e pode casar com qualquer termo. A diferenca é que o termo casado nao é
atribuido a ela. Uma primeira conseqiiéncia é que diversas ocorréncias do simbolo — numa
consulta denotam diferentes variaveis anonimas: eles podem casar diferentes termos. Uma
segunda conseqiiéncia ¢ que nenhum valor para variaveis anonimas aparecera na saida.

A seguinte pergunta produzird uma lista de possuidores de algum objeto

?- tem(-,X).
— X=emilia;
— X=Jj0ao;

— Nnao
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9.6 Regras

A terceira e tltima espécie de sentenca Prolog é a regra, que generaliza fatos e da poténcia
a linguagem, tornando a base de dados dedutiva.

Por exemplo, para construir uma base de dados sobre familias, podemos modelar
algumas relacoes familiares por fatos, tais como:

m3e(rossana,gabriela).

mae(gabriela,aline).

pai(roberto,gabriela).

pai(edmundo,aline).
para representar as relacoes familiares “Rossana é mae de Gabriela”, “Gabriela é mae de
Aline”, “Roberto é pai de Gabriael” e “Edmundo ¢é pai de Aline”.

Nao parece razoavel continuar e representar, por exemplo, os fatos

avé(rossana,aline).
avd(roberto,aline).
uma vez que tais relagoes podem ser deduzidas da relacao de parentesco: “X é avo de Y

se existe Z cuja mae é X e que é mae ou pai de Y7 e “X é av0o de Y se existe Z cuja pai é
X e que é mae ou pai de Y” Tais sentencas sao modeladas em Prolog pelas regras:

avo(X,Y) - mae(X,Z),mae(Z,Y).
avo(X,Y) - mae(X,Z),pai(Z,Y).
avo(X,Y) - pai(X,Z),mae(Z,Y).
avo(X,Y) :- pai(X,Z),pai(Z,Y).

13 7

onde o simbolo :- pode ser lido com “se”. E claro que embora tenhamos introduzidos
quatro regras para deduzir os dois fatos acima, estamos economizando memoria. Pois,
generalizando os parentescos “avo” e “avd” em bases de fatos onde existam diversos fatos
envolvendo este parentesco, ainda sé precisaremos destas quatro regras para deduzir todos
estes parentescos.

A forma geral para uma regra é
C - Pl,PQ,' . :Pn-
onde C,Pq,Py,---,P,, sdo predicados simples. Isto pode ser lido como “C se (P; e Py e

- e P,)”. O predicado C é a cabeca ou conclusao da regra, enquanto a seqiiéncia de
b
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predicados Pq,Py,---,P, é o corpo da regra ou conjunto de premissas. Tal regra reflete
uma clausula de Horn.

Essas sao maneiras diferentes de escrever clausulas de Horn. Em termos de linguagem
de programacao, uma regra é analogo a declaracao de um procedimento. A cabeca de
uma regra é estabelecida como significando o mesmo que o corpo das regra. Por exemplo,
nas regras para representar o parentesco “avd”, o corpo

avo(X,Y),
significa

mae(X,Z),mae(ZY).
ou

mae(X,Z),pai(Z,Y).
Em outras palavras, regras como esta indicam que uma questao tal como
?7- avé(ana,amanda).

é para ser transformada nas questoes

?- mae(ana,Z),mie(Z,amanda).

?- mae(ana,Z),pai(Z,amanda).

Numa base de dados, regras sao consideradas do mesmo modo que fatos: suas ocorréncias
sao para estabelecer suas verdades, e sao usadas pelo sistema para deducao. De um ponto
de vista logico, variaveis em regras sao vistas como quantificadas universalmente. Assim,
a regra

avo(X,Y) - mae(X,Z),mae(Z,Y).

pode ser interpretada como a férmula logica

VaVyVz(mae(x, z) A mae(z,y) — avd(x,y))

Regras sao as sentencas mais gerais. Um fato pode ser considerado uma regra sem
o lado direito, enquanto uma consulta pode ser considerada uma regra sem um lado

esquerdo. Elas podem ser lidas, respectivamente, como C é verdadeira se P1 e Py e -+ e
P,, sdo verdadeiras (regra com cabega e corpo), F é verdadeira (fato ou regra sem corpo),
sao Py e Py e -+ e P, verdadeiras? (consulta ou regra sem cabeca).

Consideremos a seguinte base de dados:
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/* Base de Dados Familia */

/* m3e(X)Y) denota “X é mae de Y" */

/* pai(X)Y) denota “X é pai de Y" */

/* avd(XY) denota “X é avd de Y */

/* avé(X,Y) denota “X é avé de Y" */

/* feminino(X) denota “X é do sexo feminino” */
/* masculino(X) denota "X é do sexo masculino” */

m3e(claudilene,amanda).
mae(rossana,gabriela).
mae(gabriela, aline).
i(roberto,amanda).
i(roberto,gabriela).
i(mario,rossana).
pai(mario,jodo).
avo(X,Y) :- pai(X,Z),mae(Z,Y).
avo(X,Y) :- pai(X,Z),pai(Z,Y).
avo(X,Y) - mae(X,Z),pai(Z,Y).
avi(X,Y) :- mae(X,Z),m3e(Z,Y).
feminino(X) :- mae(X,-).
feminino(aline).
feminino(amanda).
masculino(X) :- pai(X,-).
masculino(jo3o).

pai(r
pai(r
pai

Nesta base de dados, as relagdbes mde e pai sdao definidas (em extensao) por fatos,
enquanto as relagoes avd e avé sao definidas (em intensdo) por regras. Uma resposta a
pergunta

?7- avo(roberto,aline).

nao pode ser encontrada entre os fatos na base de dados, de vez que nenhum fato casa
com ele, mas é encontrada entre as regras onde algumas cabegas de regra casa com ela.

Uma pergunta pode ser casada pela cabega de uma regra do mesmo modo que ela
casa com um fato: mesmo nome de predicado, mesmo nimero de argumentos, mesmas
constantes nos mesmos lugares. Assim, o predicado

?7- avo(roberto,aline).

é casado com
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avo(X,Y).
Este casamento associa valores as variaveis na cabeca da regra:
X=roberto, Y=aline.

Entao o corpo da regra, na qual as varidaveis tomaram novos valores, tornam-se a nova
meta a ser satisfeita, neste caso:

?- pai(roberto,Z),m3e(Z,aline).

Este meta é uma conjuncao de predicados, a ser tratada como uma seqiiéncia de
submetas. Eles sao satisfeitos pela atribuicao

Z=gabriela

e a resposta a pergunta é sim.

O valor de uma variavel interna, isto é, uma variavel tal como X, Y e Z, que nao
aparecem na pergunta, nunca sao impressos. Aqui a pergunta pede uma resposta sim-
nao, as variaveis internas servem somente para computar esta resposta.

Observe que no caso da pergunta
?- avé(rossana,aline)
serd casado com
avo(X,Y).
na regra
avo(X,Y) - mae(X,Z),pai(Z,Y).
Este casamento associard os seguintes valores as variaveis X e Y:
X=rossana, Y=aline.

em seguida o corpo da regra com os valores de X e Y ja instanciados sera a nova meta,
isto é

?-m3e(rossana,Z),pai(Z,aline).

como nao existe em familia nenhum valor para Z satisfazendo esta pergunta, o Prolog
casara a meta original com a regra
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avo(X,Y) - mae(X,Z),mae(Z,Y).

Assim, a ordem em que aparecem as regras e fatos num programa Prolog é importante
na execuc¢ao do programa.
9.6.1 Regras Recursivas

Uma base de dados sobre relagoes familiares deveria ser capaz de responder questoes sobre
ancestralidade. O predicado “X é ancestral de Y” tem, necessariamente, uma definicao
recursiva. Em Prolog, ancestralidade pode ser definido pelas regras

ancestral(X,Y) :- mae(X,Y).
ancestral(X,Y) :- pai(X)Y).

ancestral(X,Y) :- m3e(X,Z),ancestral(Z,Y).
ancestral(X,Y) :- pai(X,Z),ancestral(Z,Y).

Regras recursivas como estas devem ser permitidas, caso contrario a linguagem nao
seria util para muitas aplicagoes.

Qualquer predicado definido por uma regra recursiva deve, é claro, ter no minimo uma
definicao nao recursiva. Se isso nao acontecesse, a definicao seria logicamente mal-formada
e o programa correspondente ficaria em circulo (lago infinito). Porém isto nao é suficiente
para evitar que o programa fique em laco infinito. Devemos também tomar cuidado com
a ordem na qual casamentos sao procurados para metas. Por exemplo se invertermos a
ordem nas regras recursivas do predicado ancestral, isto é

ancestral(X,Y) :- ancestral(Z,Y),mae(X,Z).
ancestral(X,Y) :- ancestral(Z,Y),pai(X,Z).

o programa entrard em um lago.

9.7 Disjuncoes e Negacoes

Usando somente conjungbes para compor consultas e regras (clausulas de Horn) nés da
uma espécie de Prolog puro, que pode nao ser muito pratico. Em muitos casos, sao
fornecidas, também, disjuncoes e negacoes, com semanticas refletindo a logica.
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9.7.1 Disjuncao

A disjuncao em regras pode ser usada implicitamente em Prolog puro usando varias regras
com a mesma conclusao. Por exemplo para dizer que uma pessoa é filho de alguém se
esse alguém é o seu pai ou sua mae, pode ser expressado através das regras:

filho(X,Y) - pai(Y,X).
filho(X,Y) :- mae(Y,X).

Ja em consultas uma disjuncao nao poderia ser desdobrada, pois consultas sao feitas
através de uma unica clausula sem conseqiiente. Assim, para facilitar as consultas um
Prolog nao puro permite o uso de disjuncao em consultas, e usa o ponto e virgula para
representar disjungao. Por exemplo a consulta “Joao é pai de Maria ou de Pedro” pode
ser feita da seguinte forma:

?- pai(jodo,maria); pai(jodo,pedro).

onde o ponto e virgula representa disjunc¢ao, é aproximadamente o mesmo que a férmula
l6gica

pai(joao, maria) V pai(joao, pedro)

Quando uma consulta é uma disjuncao, o sistema primeiro tenta satisfazer a parte
esquerda e, se este nao foi bem sucedido, ele tenta entao satisfazer a parte direita. é claro,
podemos sempre procurar todos os casamentos possiveis. Com o exemplo fatos, isto da:

?- tem(X,bicicleta); gosta(X,maria).
— X=emilia;
— X=joao;
— X=emilia;

— nao

Observe a ordem na qual as respostas sao produzidas para concluir que uma vez que a
disjuncao nao esta num predicado composto, as duas partes da disjuncao se comportam
como duas questoes sucessivas.

Embora, nao seja necessario incluir disjungoes em regras, para facilitar a programacao
Prolog permitiremos o uso desta (também através do ponto e virgula) em regras. Porém
devemos ter cuidados especiais quando uma disjungao envolva conjungoes. Nestes casos
assumiremos que a ordem de precedéncia é a usual em ldgica (conjuncao é mais forte
que disjungao). Caso desejarmos quebrar esta precedéncia devemos usar parénteses. Por
exemplo uma regra para expressar a relagao “X é avo de Y” é a seguinte

avo(X,Y) :- pai(X,Z),(pai(Z,Y);mae(Z,Y)).
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Se nao usarmos os parénteses, isto é
avo(X,Y) - pai(X,Z),pai(Z,Y);mae(Z,Y).

qualquer pessoa (X) seria avo de qualquer pessoa (Y), desde que esse alguém (Y) tenha
mae.

9.7.2 Negacao por Falha e Hip6teses do Mundo Fechado
Quando fazemos uma consulta a um programa Prolog, por exemplo
?- pai(X,maria).

e ele da como resposta “Nao”, nao significa que Maria nao tenha pai, mas que o programa
nao tem informacoes sobre o pai de Maria. Tal raciocinio é baseado na “hipéteses do
mundo fechado”, segundo a qual o mundo é fechado, no sentido que “tudo o que existe
estd ou pode ser deduzido do programa”. Assim, se alguma coisa nao estd nem explici-
tamente (fato) nem implicitamente (derivada através de regras) no programa, entao nao
¢ verdadeira. Portanto devemos ter isto em consideracao ao momento de fazer consul-
tas e fazer nosso programa Prolog. Uma maneira de aliviar isto seria usar um conectivo
de negacao para indicar que algo nao é verdadeiro, mas isto tornaria o programa muito
tedioso, pois deveriamos por todo o que um objeto nao é, por exemplo na base familia
deveriamos por que Roberto nao é pai de André, Vera, Alice, e até dele mesmo.

Nos usaremos um operador légico de negacao em Prolog, mas nao no sentido acima,
mas para auxiliar as consultas e regras (nao em fatos!!) e assumindo a hipdteses de mundo

fechado.

Negacao é escrita como um predicado chamado not cujo inico argumento é o predicado
a ser negado. Se P é um predicado, a meta not(P) é bem sucedida se a meta P falhar e
falha se o predicado P é bem sucedido. Nenhuma varidvel € instanciada quando not(P)
¢ bem sucedida. De fato, instanciacao de varidveis pode acontecer somente se P é bem
sucedido.

?- not(tem(camilo,bicicleta)).
— sim
?- not(tem(X,bicicleta)).

— nao

A primeira resposta diz que Camilo nao tem uma bicicleta, ja a segunda diz que existe
alguém que tem uma bicicleta.

Este é somente uma explicacao procedural do predicado not: uma meta negada é bem
sucedida se seu complemento nao pode ser satisfeito com respeito a base de dados. Esta
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visao pragmatica nao é entretanto equivalente ao ponto de vista logico tedérico. De um
ponto de vista légico, Prolog manipula a negagao de uma meta como uma falha de sua
prova.

Em regras podemos usar este operador somente nos antecedentes. Por exemplo uma
regra para descrever irmaos somente por parte de pai na base familia seria a seguinte:

irmaosP(X,Y) :- pai(Z,X),pai(Z,Y),mae(M,X),not(mae(M,Y)).

No caso de se ter uma consulta ou regra envolvendo negacoes, conjuncoes e disjuncoes,
o compilador Prolog usa a seguinte ordem de prioridade nos conectivos: primeiro negagao,
depois conjuncao e por ultimo disjuncao. Caso deseje alterar a ordem deve usar parénteses.

9.8 Operadores de Controle

Até o momento nos conseguimos interferir no controle de execucao de um programa Pro-
log através da reordenacao das clausulas ou dos antecedentes de uma regra. No entanto
este controle ¢ muito limitado. Nesta secao introduziremos dois operadores que interferi-
ram no proprio processo de execucao do programa abortando o processo de backtracking,
aumentando a eficiéncia do programa.

9.8.1 Backtracking

Ao se fazer uma consulta a um programa Prolog, ela terd como respostas um simples
“Sim”, um “Nao” ou valores para as variaveis da consultas. Estas respostas dependem se
é possivel deduzir no programa a clausula em questao. Por simplicidade assumamos que
o Prolog é puro. Assim uma consulta seria da forma: ? — py,...,p,. Para o compilador
Prolog determinar a resposta a essa pergunta tenta unificar p; a primeira regra ou fato
do programa possivel. Se for um fato entao tenta agora responder p, e assim por diante.
Se casar com o conseqiiente de uma regra, digamos pj : —qs,...,qx entdo o objetivo se
transforma em 7 — qi0,...,qk0,p20 ..., pno, onde o é o unificador mais geral entre p;
e p;. Quando um objetivo falha, isto é, ndo conseguimos casar um dos sub-objetivos,
entao retornamos a ponto imediatamente anterior ao ultimo casamento e avancamos no
programa. Ao retornar pelo caminho ja percorrido todo o trabalho executado é desfeito.
A resposta sé serd “Nao” quando todos os caminhos falharem.

Vejamos um exemplo para esclarecer melhor o processo de backtracking.

Seja a base de dados familia. fagamos a ela a seguinte consulta:
?- pai(roberto,X),mae(rossana,X)

O compilador Prolog tenta primeiro satisfazer o primeiro objetivo, isto é pai(roberto,X),
desencadeando a seguinte execucao top-down.
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1. Encontra que Roberto é pai de amanda.
2. Instancia X com “amanda”.
3. Tenta satisfazer o segundo objetivo com a varidvel X jé instanciada, isto é m3e(rossana,amanda).

4. Como nao consegue satisfazer este objetivo, realiza um backtracking, isto é volta
a consulta original 7- pai(roberto,X),mae(gabriela,X) a partir do dltimo fato casado
(pai(roberto,licia).).

5. Encontra que Roberto é pai de gabriela.
6. Instancia X com “gabriela”.
7. Encontra que mae(rossana,gabriela).

8. Foi bem sucedido, pelo que a resposta é: X=gabriela.

Mas como o compilador Prolog acha que Roberto é pai de amanda? fazendo refutacao.
Primeiro negamos pai(roberto,X) e tentamos refutar o conjunto de cldusulas de Horn
que compoem o programa Prolog acrescido desta clausula. Existem basicamente duas
refutacoes

—pai(roberto, X) pai(roberto, amanda)
o1 = [(amanda, X)]
—pai(roberto, amander———  pai(roberto, amanda)

0

Figura 9.1: Arvore para a refutacio da pergunta ?- pai(roberto,X).

—pai(roberto, X) pai(roberto, gabrela)
o1 = [(gabriela, X))
—pai(roberto, gabriekey———  pai(roberto, gabriela)

o0

Figura 9.2: Segunda arvore para a refutagado da pergunta ?- pai(roberto,X).

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagao

227



Bedregal e Acidly

Mas, o compilador Prolog acha primeiro a refutacao 9.1. Este mesmo processo é
realizado para achar que Rossana é mae de Gabriela.

Vejamos agora uma pergunta mais complexa:
?- avd(rossana,X),mie(Y,X)

Primeiro tenta achar de quem Rossana é avd, no caso seria “Aline”, através da
refutacdo do programa Prolog acrescido da cldusula —avod(rossana, X). Este processo
é ilustrado pela arvore 9.3 a seguir. Observe que foi feita uma separagao padrao das
variaveis antes de fazer a refutacgao.

—avé(rossana, X) avd( X' Y'YV —mae(X', Z) V —mae(Z,Y")
o1 = [(rossana, X'), (X, Y")]

—avé(rossana, X) avé(rossana, X))V —mae(rossana, Z )V —mae(Z, X)

—mae(rossana, Z) V —~mae{£2X) 2" mae(rossana, gabriela)
o9 = [(gabriela,rossana)

—mae(rossana, gabriela) V —mae(gabriela, X) 2". mae(rossana, gabriela)

—mae(gabriela-X———maefgabriela, aline)
o3 = [(aline, X)]

—mae(gabriela, ainey———mmae(gabriela, aline)

O

Figura 9.3: Arvore para a refutacio da consulta ?- avo(rossana,X).

Assim, o3 diz que aline é atribuido a variavel X, em seguida essa instancia de X é con-
siderada na segunda parte da pergunta, isto é em mae(Y,X), ou seja agora seria indagado
quem é mae de Aline, cuja resposta seria “Gabriela”. Esta resposta poderia ser achada
usando a refutacao apresentada na figura 9.4.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (versdo 3.1)

228



CAPITULO 9. PROGRAMACAO EM LOGICA E PROLOG

—mae(Y, aline) mae(gabriela, aline)
o1 = [(gabriela,Y)]

—mae(gabriela, aliney————  mae(gabriela, aline)

N
Figura 9.4: Arvore para a refutaciao da pergunta ?- mae(Y,aline).

No caso de um Prolog nao puro, é possivel considerar também disjuncoes e negacoes,
nesses casos procede-se da seguinte maneira: Um programa Prolog satisfaz uma consulta
do tipo

?- a, (ﬁla 52)7 7

somente se ele satisfazer «, (31 e v ou caso isto nao seja possivel, se ele satisfazer «a, (5 e
~. Analogamente, se a consulta for do tipo

?- a, nOt(ﬂl)a 7

ele tenta satisfazer a e se for o caso, tenta satisfazer (3; e se nao for o caso de (31 ser
satisfeito entao tenta satisfazer ~, se  for satisfeito entao o programa Prolog satisfaz a
consulta «, not(f3;),~y como um todo.

O backtracking automatico é uma ferramenta muito poderosa, pelo que um progra-
mador Prolog deve conhece-la bem para assim poder explora-la melhor. Porém, as vezes,
ela pode tornar o processo de execucao altamente ineficiente em termos de memoria e
tempo de execucao.

9.8.2 Comando “Cut”

O comando “cut” (corte) é um comando extra-logico sem argumento que quando em-
pregado se comporta como uma formula atomica sem argumento que é sempre satisfeita.
Assim ele permite indicar ao Prolog quais sub-metas ja satisfeitas nao necessitam ser
consideradas de novo ao realizar um backtracking. Isto é, ele aborta o processo de back-
tracking.

Existem duas razoes de porque isto pode ser importante:
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1. Permite que seu programa possa rodar mais rapido, pois este comando pode evitar
desperdicar tempo tentando satisfazer sub-metas que a priori sao sabidas que nao
contribuem nunca para determinar a resposta da meta.

2. Permite que seu programa possa ocupar menos memoria, pois nao sera necessario
armazenar todas as sub-metas analisadas (pontos do backtracking).

Em alguns casos, o uso do comando “cut” pode evitar que um programa fique em lago
infinito para uma determinada consulta e retorne uma resposta.

A resposta a uma regra com comando cut depende da ordem em que estao dispostas
as regras e fatos no programa.

“'77

Sintaticamente o cut é representado pelo simbolo de exclamagao

Suponha que uma regra da forma
C - Pl, .. .,Pm,!,Pm+1, e ,Pn

foi ativada por algum objetivo O que unifica com C, entdao no momento em que o cut
é encontrado o sistema ja possui alguma solucao para as sub-metas Pq,...,P,,. Ao se
executar o cut essa solucao é tomada enquanto as demais solugoes sao descartadas. Além
disso o sistema fica impossibilitado de unificar o objetivo O com outra clausula. Entretanto
o backtracking ainda é possivel para as sub-metas P,,11,...,P,.

Por exemplo, o comando cut no programa

/* Base de Dados Familia 2 */

/* pai(X)Y) denota “X é pai de Y" */

/* primogénito(X,Y) denota “X é o primogénito de Y" */
/* feminino(X) denota “X é do sexo feminino” */

/* masculino(X) denota "X é do sexo masculino” */

pai(jodo,ana).
pai(jodo,carlos).
pai(jodo,sofia).
pai(jodo,pedro).
feminino(X) :- mae(X,-).
feminino(sofia).
feminino(ana).
masculino(X) :- pai(X,-).
masculino(carlos).
masculino(pedro).
primogénito(X,Y) :- pai(Y,X), masculino(X),!.
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A inclusao do comando cut na ultima regra garante que seja retornado s6 uma tnica
resposta (a primeira, isto é "Carlos””) para a consulta

?- primogénito(X,jodo)

Sem o cut o sistema retornaria duas respostas ("Carlos”” e "Pedro””) o que nao faz
sentido, pois o conceito de primogénito pressupoe ser tnico.

9.8.3 Comando “Fail”

O comando “fail” (falha) é um comando extra-l6gico sem argumento que quando em-
pregado se comporta como uma férmula atomica sem argumento que nunca é satisfeita,
ou seja equivalente a clausula vazia. Ele forca ao sistema um retrocesso no processo de
backtracking para a procura de respostas alternativas. Assim, este comando pode ser
usado para solicitar respostas corretas alternativas ou provocar um laco que possibilite a
execucao de uma seqiiéncia repetidamente.

Por exemplo como dizer em Prolog que “Ana gosta de todas as flores menos de cravo”?
uma possibilidade seria escrever para cada flor diferente de cravo um fato indicando que
Ana gosta dessa flor. Porém isto seria extremamente tedioso e ineficiente, tendo em vista a
quantidade de flores que existem. A outra possibilidade seria usar a comando extra-légico
“fail”, da seguinte forma

é_cravo(cravo).
gosta(ana,X) :- é_cravo(X),! fail.
gosta(ana,X) :- flor(X).

Na primeira regra se X ¢ “cravo” entao o comando cut evita o backtracking excluindo
a segunda regra e o fail ocasionard a falha da clausula. Desta maneira as duas regras tem
0 comportamento:

Se X é um cravo
entao nao é verdade que Ana goste de X
senao se X é uma flor entao Ana gosta de X.

9.9 Algumas Ferramentas Praticas de Programacao

Nesta secao introduziremos algumas ferramentas de programagao que sao uteis na pratica.
Assim, veremos como lidar com tipos de dados numéricos e com algumas estruturas de
lista. Como jé foi observado, as defini¢oes Prolog apresentam operadores e fungoes como
predicados e seus predicados como termos.
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9.9.1 Operadores

Para Prolog, um operador é, antes que tudo, o nome de uma funcao que, no caso de ser
bindria, pode ser escrita entre seus argumentos e que no caso de ser unaria pode ser escrita
antes ou depois de seu argumento. Ja dissemos que um termo funcional é composto de um
nome de funcao seguido por uma lista de argumentos entre parénteses. Além disso, um
atomo simbdlico é, sempre que isso fizer sentido, considerado como um termo funcional
com zero argumentos.

Cada termo pode, portanto, ser representado como uma &arvore cuja raiz ¢ o nome
da funca@o e cujos ramos representam os argumentos. Por exemplo, a representacao de
f(z,g(y, 2)) seria a ilustrada na drvore da figura 9.5

Figura 9.5: Arvore que representa o termo flz,g(y,2))

Esta representacao é 1util pelo fato de que existem termos que podem ser escritos em
mais de uma maneira. A arvore é uma forma canonica que nao depende da maneira como
os termos sao escritos. Por exemplo, no caso de termos com um ou dois argumentos,
a funcao pode ser escrita como uma opera¢do com o nome da funcao escrito como um
operador binario, ou como um prefixo, ou como um sufixo undrio:

a opy b opy C d ops

em vez de

op1(a,b) opa(c) ops(d)

E suficiente que os nomes de funcoes se tornem operadores com uma prioridade.
Quando um nome de funcao é um operador, ambas as notagdes podem coexistir. As-
sim, por exemplo, a op; b e opi(a,b) constituem o mesmo termo. A figura 9.6 ilustra a
representacao de arvore deste termo.

Nomes de funcao ou de predicado sao predefinidos como operadores. Por exemplo,
a+ b*c é o mesmo termo que +(a, (b, c)), representado pela arvore da figura 9.7.

Como usual, o operador + tem menor prioridade que o operador *. Mas precisamos
estar consciente que a + b * ¢ é um termo funcional em Prolog e nao representa uma
computacao numérica a ser executada para produzir um resultado.
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opr————

Figura 9.6: Arvore que representa o termo op;(a,b).

+—

Figura 9.7: Arvore que representa o termo +(a, x(b, c)).

9.9.2 Computacoes Numéricas

Em Prolog, como usual em linguagem de programagao, temos as operagoes numeéricas
usuais sobre os tipos de dados inteiros e ponto flutuante. Os operadores aritméticos e
unarios tem as mesmas prioridades usuais a qualquer linguagem de programacao. Assim,
por exemplo,

leticia*natalia, -ricardo, leticia*natalia+joana
sao termos Prolog equivalentes, respectivamente, a
*(leticia,natalia), -(ricardo), +(*(leticia,natalia),joana).

Embora estes termos nao tenham nada de computagao numérica, elas podem ser us-
adas para gerar um programa valido em Prolog. Por exemplo, a base de dados

+(leticia, joana).
leticia*natalia+joana.
9+16.

x+10%*3.

log(4).

sin(2).

As seguintes perguntas e respostas a base de dados obedecem as regras Prolog e nao
as da aritmética:
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7- X+joana.
— X = leticia;
—— X = leticia*natalia.
?- 12+5.
— nao
- X+Y.
— X=leticia , Y=joana;
— X=leticia*natalia , Y=joana;
— X=9, Y=16;
— X=x, Y=10%*3;
— nao
?- log(X).
— X=3

pois Prolog realiza computagoes simbdlicas. No entanto, para auxiliar as computagoes
simbdlicas assim como para Prolog poder realizar computacoes usuais em outras paradig-
mas de programacao, precisamos de facilidades de computacoes numéricas. Embora, teori-
camente, seja possivel, nao podemos usar o mecanismo de unificagao assim como devemos
incorporar operagoes predefinidas. Em Prolog, computagdes numéricas sao baseadas em
trés aspectos

1. Existem dtomos numéricos (nimeros) os quais se diferenciam dos simbdlicos pela
sua sintaxe.

2. Existe um conjunto de operadores e funcoes definidos como executaveis, no sentido
numérico, de tal modo que termos formados somente por estas fungoes, operadores,
nimeros e variaveis cujos valores sao termos executaveis, sao também executaveis.

3. O operador binario predefinido, is, transforma um termo executavel num &tomo
numérico que representa o resultado da computagao e unifica este resultado com
outros termos, normalmente uma variavel.

O termo
Xis T

onde X é uma variavel e T um termo executavel, é uma atribuicao de T a X. Assim, a
computacao numérica definida pelo termo T, interpretado como uma expressao aritmética,
é realizada e o resultado, um dtomo numérico, é unificado com X, se possivel.

A maioria das fungoes e operagoes numeéricas disponiveis nas linguagens de programagcao
tradicionais estao predefinidas em Prolog. No entanto, nao podemos em Prolog definir
nossa propria biblioteca de operagoes numeéricas, pois nao podemos criar novos predicados
executaveis.
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Exemplo 9.9.1 O seguinte programa define o fatorial.

fatorial(1,1).
fatorial(X,Y) :- integer(X), X>2, X1 is X-1, fatorial(X1,Y1), Y is X*Y1.

Para unificar fatorial(X,Y) € necessdrio que X seja unificado com inteiro positivo e
que Y seja unificado com uma varidvel ou com o niumero o qual € o fatorial de X. Isto
dd o resultado esperado, porém fatorial jamais serd executdvel” e portanto esta funcdo
ndao poderd aparecer numa expressao aritmética. Assim, para obter o resultado de 5!*3,
devemos escrever

fatorial(5,Y), Z is 3*Y

o resultado esperado estard em Z.

9.9.3 Computacoes com Listas

Em Prolog listas sao definidas a partir de um simbolo atomico escrito por [ ], representando
a lista vazia, e de pares ordenados precedidos por um ponto. Formalmente,

Definicao 9.9.2 Uma lista é uma sequéncia de termos, possivelmente vazia, separados
por virgulas entre parénteses quadrado, | e ].

Exemplo 9.9.3 Os termos [ ], [a,b,c] e [1,suc(X),[a,b,c]] sdo exemplos de listas, onde a
primeira representa a lista vazia.

As vezes é mais pratico distinguir, em listas nao vazias, o primeiro elemento da lista,
chamado cabega, dos restantes, chamados de cauda. A cabega é um termo da lista
enquanto que a cauda é uma lista. A seguinte notagao é usada em Prolog para este fim:
[C|T] para denotar a lista cuja cabega é o termo C e cuja cauda é a lista T.

Exemplo 9.9.4 As duas listas, nao vazias, do exemplo 9.9.3 podem ser reescritas em
termos de cabeca e cauda, da sequinte maneira: [a|[b|c]] e [1|[suc(X)|[[al[blc]]]]]-

Este tipo de notagao é mais utilizada quando queremos definir certas operagoes ou re-
gras sobre listas. As operacoes sao definidas por predicados cujos argumentos representam
parametros tanto como resultados das operagoes.

Exemplo 9.9.5 Uma operacao usual sobre listas é dado um elemento e uma lista, de-
terminar se o elemento estd ou nao na lista. O sequinte par de regras descrevem esta
operacao através do predicado elem.
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elem(X,[X|-]).
elem(X,[-|Y]) :- elem(X[Y).

Este predicado serda bem sucedido se o sequndo argumento € uma lista da qual o
primeiro argumento € um elemento.

Uma possivel sessao perqunta e resposta é

?- elem(X,[a,b,c]).
— X=3;
— X=b;
— X=c;

?- elem(b,[a,b,c]).

?- elem(b,[a,[b],c]).

— nao

Exemplo 9.9.6 Uma outra operacdao usual entre listas € a concatenacdao de listas. O
sequinte par de regras definem esta opera¢ao.

concat([ ],X,X).
concat([X|Y],Z,[X|W)]) :- concat(Y,Z,W).

Uma possivel sessao de perquntas e respostas €

?- concat([a,b],[c,d],L).
— L=[a,b,c,d];

?- concat(X,Y,[a,b,c,d]).
— X=[], Y=[a,b,c,d];
— X=[a] , Y=[b,c,d];
— X=J[a,b] , Y=[c,d];
— X=J[a,b,c] , Y=[d];
— X=[a,b,c,d], Y=[];

—— nao
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9.10 Exercicios

1. Crie uma base de dados de livros em prolog, onde cada livro deve conter informacoes
do autor principal, titulo e ano de publicagao. Faca as seguintes perguntas:

(a) Quais os livros de um determinado autor?
(b) Existe um livro na sua base publicado este ano?
(¢) Quais os livros escritos nos anos 1997 e 19987

)

(d) Quais os livros escritos nos anos anteriores?

2. Defina regras e fatos no seu programa em logica Familia que lhe permita inferir as
seguintes relacoes

—~

conjuges(X,Y) - X é um conjuge de y se tem algum filho em comum.

avos(X,Y) - X é um dos avéds de Y.

a
b

~

¢) irmaos(X,Y) - X e Y sdo irmaos (tem ambos pais em comum).

)
)
)
d) irma(X,Y) - X é irma de Y.
)
)
)

D

tia(X,Y) - X é um tia de V.

primo(X,Y) - X é um primo ou prima em primeiro grau de Y.

e
f

g

P

~—~

parentes(X,Y) - X e Y s@o parentes (sdo da mesma familia).

3. Escreva um programa PROLOG que descreva as seguintes situagoes:

—~
&

Marcos era um homem,;

=

Marcos nasceu em Pompéia;

Todos os que nasceram em Pompéia sao romanos;

@]

a/—\

César era um soberano;

Todos os romanos eram leais a César ou entao odiavam-no;

—~
s

Todo mundo ¢ leal a alguém;

As pessoas s6 tentam assassinar soberanos aos quais nao sao leais;

= ©)
N N e e e e N N N

Marcos tentou assassinar César;

e
]

Todos os homens sao pessoas.

—~
— e

Em seguida faca a seguinte pergunta ao seu programa: Marcos era leal ao César?
qual seria a resposta de seu programa? Porque?

4. Escreva programas em légica que computem as seguintes funcgoes numéricas. As-
suma o tipo de dados inteiro munido das operacoes aritméticas e as relacoes de
igualdade e de ordem (< e <) como primitivo
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a) valor absoluto.

(a)

(b) raiz quadrada.

(¢) quadrado de um nimero.

(d) ¥n=1+2+---+nparacadan >0e Xn =0 cason < 0..

(e) f(z) dé o z-ésimo valor da série de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,13,-- ).

(f) determinar se um ndmero é primo ou nao.

5. Escreva programas em logica para os seguintes procedimentos que manipulam com
estruturas de listas (de nimeros naturais).

(a) insiral(X,L1,L2) - L2 é o resultado de inserir X no inicio da lista L1.
(b) insira2(X,L1,L2) - L2 é o resultado de inserir X (em qualquer parte) na lista L1.

(¢) mesma(L1,L2) - Diz se L1 e L2 tem os mesmos elementos, independente da
ordem em que estao dispostos.

(d) retira(X,L1,L2) - L2 é o resultado de retirar a primeira ocorréncia (de esquerda
para direita) do elemento X da lista L1. Se X nao faz parte da lista L1, entao
L2 é o préprio L1.

(e) retira2(X,L1,L2) - L2 ¢ o resultado de retirar todas as ocorréncias do elemento
X dalista L1. Se X nao faz parte da lista L1, entao L2 é o préprio L1.

(f) ordenada(L) - Diz se L esta ordenada (ascendentemente).

(g) ordena(L1,L2) - L2 é o resultado de ordenar L1 ascendentemente.

(h) apaga(X,L1,L2) - L2 é o resultado de apagar todas as ocorréncias de X em L1.

(i) sublista(L1,L2) - L1 é uma sublista de L2, isto é, a lista L1 inteira estd (con-
tiguamente) em L2. Assim, isto ndo significa que cada elemento de L1 estd em
L2. Por exemplo

e sublista([1,2],[2,1,2,3]) é verdadeira
e sublista([1,2],[2,1,3]) ¢ falsa

(j) resto(X,L1,L2) - L2 é a sublista de L1 que comega na primeira ocorréncia de X
em L1. Se X nao ocorre em L1 entao L2=[].

(k) max(L,X) - X é o maximo valor da lista de nimeros L. (Assuma que vocé dispoe
do relacionamento “maior ou igual que”, denotado por >).

(1) inverte(L1,L2) - L2 é a lista L1 invertida, isto é, se L1=[1,2,3] entao L2=[3,2,1].
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Capitulo 10

Outras Apresentacoes da Loégica
Classica

Tanto em légica proposicional quanto em légica de predicados vimos trés abordagens ou
estilos diferentes de se lidar com elas. Essas abordagens captam diferentes aspectos da
logica:

e semantico: no qual o importante é o conceito de verdade e conseqiiéncia légica,

e formal: no qual desenvolvemos uma teoria de provas (no caso do estilo axiomatico
isto compreende uma linguagem formal, um conjunto de axiomas e regras de in-
feréncias) para construir provas para os teoremas da légica,

e operacional: no qual apresentamos um algoritmo para refutar a negacao de um
teorema (no caso usamos o método de eliminacao de literais complementares).

O primeiro é de maior interesse filoséfico e matematico no sentido classico (teoria dos
modelos), o segundo de maior interesse mateméatico construtivo e o terceiro computacional.
No entanto, estas trés abordagens da légica classica sao complementares, do ponto de
vista epistemoldgico, e sao essenciais para o bom entendimento da légica para ciéncias da
computacao. Observe que os dois ultimos estilos sao ambos de natureza sintatica, sendo
que o terceiro é mais operacional, pois é factivel de ser implementado computacionalmente,
por exemplo definindo uma linguagem de programacao baseada nos principios légicos desse
estilo.

Neste capitulo veremos mais trés maneiras de apresentar a légica proposicional e de
predicados classica. Sendo que as duas primeiras, deducao natural e calculo de seqiientes
de Gentzen, sao de natureza formal, isto é, descrevem um conjunto de regras formais
para construir provas dos teoremas e dedugoes da logica proposicional e de predicados.
O terceiro estilo que veremos aqui, o estilo tableaux, é uma maneira alternativa de se
realizar provas por refutacao e, portanto, ¢ mais um método computacional de se provar
teoremas.
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10.1 Deducao Natural

Provas axiomaticas sao dificeis de construir além de serem muito longas. Assim, na pratica
nao se constréi uma tal prova, mas mostra-se que existe uma prova. Uma maneira na
qual temos usados esta técnica é quando, numa prova, consideramos qualquer teorema
que ja tenha sido provado anteriormente. Outra maneira, é quando usamos o teorema da
dedugao, o qual nos permite provar a partir de assungoes (hipéteses) e ndo uma prova ax-
iomatica como originalmente definida. Uma terceira maneira é introduzir novos simbolos
por definicao, e derivar novas regras para os novos simbolos as quais serao, usualmente,
usadas em provas a partir de assuncgoes. Assim, a partir de um certo momento, o desen-
volvimento de um sistema axiomatico dificilmente serd um prova axiomatica real, mas
baseado sobre uma variedade de pequenas partes. Usando uma analogia computacional,
uma prova ¢ baseada num conjunto de “macros” de provas.

A principal idéia do que chamamos “deducao natural’ é abandonar o ponto de partida
axiomatico e, em vez disso, comecar com o que chamamos acima de “pequenas partes”.
O ponto fundamental em deducao natural é considerar a nocao de prova a partir de
assuncoes como noc¢ao basica, e trabalhar simplesmente com estas. Tais provas nao sao
pensadas como abreviando alguma outra, nem como um tipo mais basico de prova, mas
sao os objetos primarios de estudo. Logo, as regras bésicas iniciais serao regras para usar
em provas a partir de assuncgoes. Axiomas, como tradicionalmente entendidos, nao terao
nenhum papel preponderante (inclusive nos sistemas de dedugdo natural que veremos
aqui nao teremos a figura do “axioma”). Esta é a caracteristica crucial de todo sistema
de deducao natural. Mas, existem diversas outras caracteristicas que também sao hoje
em dia esperadas e desejadas. Por exemplo, o conectivo légico — nao tem qualquer status
especial, com respeito aos demais conectivos, como era o caso no sistema axiomatico.

Desse modo no estilo de deducao natural a légica é apresentada apenas por regras. Este
estilo é caracterizado por dois fatos bésicos: primeiro, o uso, em certas regras, de assungoes
(hip6teses). Essas hipéteses sao internas a deriva¢do e nao devem ser confundidas com
premissas. Uma hipdétese é somente para ser usada com o propésito de derivar um
resultado particular determinado pela regra que motivou sua introducao. Cada hipotese
tem um escopo que vai da linha na qual ela é introduzida até a linha antes da regra na
qual é descartada. A hipotese nao deve ser usada fora do escopo. Por isso a definicao
linear de prova (como uma seqiiéncia finita) deve ser ligeiramente modificada de modo
a permitir o acomodamento de hipdteses e de premissas. Uma segunda caracteristica do
estilo de dedugao natural consiste no fato de que as regras aparecem em pares. Uma regra
para introduzir o operador e outra para eliminé-lo.

Assim, sistemas de dedugao natural constituem uma outra familia de mecanismos de
prova, que tenta formalizar o tipo de raciocinio nos argumentos informais das pessoas.
Eles sao baseados nas idéias de provas subordinadas, nas quais derivamos conclusoes a
partir das premissas, entao descartamos estas premissas para produzir resultados livres
de assuncgoes.
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Uma tipica regra de um sistema dedugao natural é: Se podemos derivar 3, assumindo
a, entao podemos descartar a assuncao « e concluir que temos provado a — (3. Isto é
esquematizado na figura 10.1.

a

5

a—f
Figura 10.1: Uma regra de dedugao natural para a implicagao

Observe que, analogamente a provas em teorias formais, nao necessariamente usamos
a premissa « para obter (3.

Um conjunto de regras devem satisfazer algumas propriedades para ser considerado
um “sistema de deducao natural”.

1. Para cada conectivo logico, um sistema de deducao natural deve considerar somente
regras que concernem especificamente a esse conectivo e mais nenhum outro conec-
tivo. Isto é mais um requerimento de elegancia que uma condicao que possa ser
considerada como “deducao natural”.

2. Para cada conectivo existem uma ou duas regras de introdugdo as quais permitem
introduzir o conectivo, e uma ou duas regras de eliminacdo que possibilitem eliminar
o conectivo.

3. Deve-se ter uma certa completude entre as regras de introdugao e eliminagao de
um conectivo légico, no sentido de levarem a um sistema completo para as férmulas
contendo sé este conectivo. Isto é, para cada fbf logicamente véalida que contenha
somente esse conectivo se deve ter uma deducao natural para ela que use somente
as regras de introducao e eliminacao do conectivo.

4. Asregras para cada conectivo logico devem ser “naturais”, no sentido que inferéncias
usando essas regras ilustrem argumentos e inferéncias de maneira “natural”.

5. Se a formula a ser provada nao é “muito complexa”, entao deve haver uma prova
razoavelmente curta que use somente as regras inicialmente adotadas.

Existem diversas maneiras de ilustrar uma prova em deducao natural. A que usaremos
aqui nao vé uma prova como uma seqiiéncia linear de férmulas, mas como um vetor
bidimensional destas, arranjados numa estrutura de arvore. A estrutura tem uma férmula
como sua raiz, a qual fica na parte inferior da arvore. A férmula na raiz é a formula que é
provada e os ramos que se espalham para acima da raiz representam a série de raciocinio
que necessitamos para chegar até a conclusao, e cada ramo tem como sua formula mais
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acima uma assuncao da prova. Em uma prova de dedugao natural existem dois tipos
de assuncgoes, uma na qual ela é considerada uma premissa da prova, semelhante a «,
num prova de o F (e outra na qual a assunc¢ao é usada temporariamente, em cujo caso
dizemos que ela é descartada na prova ao se usar uma determinada regra.

Devemos ter cuidado em nao usar, numa derivacao, uma assuncao que ja tenha sido
descartada na prova. Por exemplo na regra da figura 10.1, a assun¢ao « deve ser descar-
tada apds usar essa regra. Indicaremos isto colocando um traco acima da assuncao e
pondo no lado um nimero, sinalizando a derivacao na prova pela qual ela foi descartada
(o mesmo nuimero estard no lado direito da derivagao).

10.1.1 Légica Proposicional

Um sistema de dedugao natural para a logica proposicional é dado pelo seguinte conjunto
de regras.

Introducao do A:

alp
Eliminacao do A:
A A\
o 5

Exemplo 10.1.1 Uma dedugao natural para mostrar que a conjuncao € associativa, isto
¢ que a N (BAY)F (aNB) Ny, € ilustrada pela sequinte drvore de derivagao:

aA(BNAY)
Eng: ——m———
an(BAY) BN~y an(BAY)
ENg: ——m—— EAq Eng: —m ——
Q B B Ay
IA EN, :
alp g
IA :
(anB) Ay

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (versdo 3.1)

242



CAPITULO 10. OUTRAS APRESENTACOES DA LOGICA CLASSICA

Introducao do V:

o p
V1 aV V2 aV g
Eliminacao V:
= (n) 7(”)
By VP 7 il (n)
Y

Embora a regra de eliminacao do V, aparentemente, nao seja tao imediata como as
anteriores, ela é bastante natural. Para ver isso pense da seguinte maneira: Suponha que
temos uma premissa « V 3, e queremos saber o que podemos deduzir dela, entao vemos
o que podemos deduzir de o e o que podemos deduzir de 3, se v é dedutivel de ambas
entdo, independente de qual seja verdadeira (o ou [3) poderemos sempre deduzir v de
a V (3. Este processo implica que tivemos inicialmente que introduzir a assuncao a e a
assuncao (3, pelo que devemos descartar essas assuncoes quando derivamos ~.

Exemplo 10.1.2 Uma drvore de derivacao para a propriedade de comutatividade do
conectivo V, isto € que BV at aV (3, € mostrada a sequir:

5 =)
|\/25 e |\/12
BV« aVp aV i
Ev: (1)
aV g

Note que nesta deducao natural de BV at aV 3, B e a sao premissas, enquanto que
BV a é uma hipotese.

Também podem haver dedugoes que combinem regras de diferentes conectivos.

Exemplo 10.1.3 Uma drvore de derivacao para a propriedade de distributividade do
conectivo V sobre A\, isto é que aV (B A7) F (aV B) A (aV ), € mostrada a sequir:
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=) =) (1) (1)
|\/1 : |\/1 : E/\]_ E/\2
(aVvB) (V) (aVv3) (a VA7)
IA IA
aV(BA7) (aVB)A(aVy) (aVB)A(aVy)

EvV :

Introducao do —:

o (1)
P G
a— 3
Eliminacao do —:
a a— [
E—- —m——
5

Exemplo 10.1.4 Uma dedugdo natural para o azioma o — (f — «) € ilustrada pela
sequinte drvore:

a—(f—a)

Exemplo 10.1.5 Uma dedugdo natural de f,c — (f — ) F a — ~ € ilustrada pela
sequinte drvore:

o (1) a— (8—7)
E—
B—y B
E —:
~
| — (1)
a— 7y
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Na literatura nao héd um consenso claro de quais as regras mais “naturais” para a
negacao. Aqui, consideramos uma que capte a idéia de que se na assuncao de a derivamos
uma contradi¢ao, entao podemos derivar -« e descartar a assungao a.

Introducao do —:

|=
— (n)
Eliminacao do —:

B

Exemplo 10.1.6 O unico azxioma, dos sistema wvisto no capitulo 4, que considera a
negagdo € (= — —a) — (- — «) — [). Uma dedugio natural para esse axioma
¢ dada pela sequinte drvore.

E—: E—
1= (1)
3
E-
B
| —: (2)
(=8 —a)—p
— (3)
(=8 = —a) = (=8 — a) = B)

Exemplo 10.1.7 A seguir uma dedugao de —(aV 3) F —~a A —f.

(1) 7(2)
(AVAS (AVAS
~(aV B) av @ ~(aV B) av g
E— (1) E—: (2)
- -0
I (1)
—a A\
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Teorema 10.1.8 Se a é um teorema de Tp, entao existe uma deducao natural para .

DEMONSTRACAO: Se F « entdo existe uma prova aq, o, -+ ,a, de «. Provaremos por
inducao no tamanho da prova que existe uma deducao natural para a.

Caso base: Se 1 = 1, entao a é um dos axiomas.

1. Uma dedugao natural para o — (f — «) é mostrado no exemplo 10.1.4.

2. Uma deduc¢ao natural para (« — (8 — 7)) — ((« — ) — (o — 7)) ¢é dada pela
seguinte arvore:

o) 5=50 =) 5= =) (3)
E—: E—:
B B—=n
E—:
7
—— (1)
a—y
- (2)
(@—0) = (a—)
| —: (3)

(= (B—7)— (a—pF)—(a—7))

3. Uma deducao natural para o axioma (=8 — —a) — ((=f — a) — ) é mostrado
no exemplo 10.1.6.

Etapa indutiva: Suponha que existe uma deducao natural para cada «; na prova tal que
1 < k. Entao por definicao de prova

e (y, é um axioma, ou

e oy, segue por MP de o e o, onde 7,5 < k e o é a; — ay,.

O primeiro caso é exatamente como no caso base mostrado acima. No segundo caso,
pela etapa indutiva, existe uma dedugao natural para «; e outra para «; — ay. Logo,
juntando ambas dedugoes e aplicando a regra (E —) obteremos uma dedugao natural para
Q..

Portanto segue o teorema. m

Em deducao natural também podemos provar conseqiiencias logicas.
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Exemplo 10.1.9 Uma dedu¢ao natural para -3 — —a - o — 3 € dada pela sequinte
arvore.

-0 (1) -0 — -«
E—
o o (2)
1= (1)

5

E-: ——

B
| — (2)

a— f3

10.1.2 Ldgica de Predicados

Analogamente ao estilo axiomatico, o sistema de deducao natural para a légica proposi-
cional estd incluido no correspondente da logica de predicados. Assim, sé devemos incor-
porar as respectivas regras de introducao e eliminacao dos quantificadores.

Introducao do V:

e}
IV :
V.o
Eliminacgao do V:
Vr.o , .
EV: ———— , onde t é um termo livre para r em «
aft/x]

Exemplo 10.1.10 Deduc¢oes naturais para os axiomas 5 e 4, respectivamente, sao dadas
pelas drvores sequintes:

Vr.o (1)

aft/x]
—: (1)
Ve.a — alt/x]

EV :
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Vafa = 5)

EV :

(1) a—
E—:
o
IV :
V.0
| - ——— (1)
a — V.0
—: (2)

Ve.(a — ) — (o — Vz.03)

Exemplo 10.1.11 Uma drvore de dedug¢ao natural para Vx.Ny.P(z,y) — Vz.P(x,z) é a
sequinte:

"v’x.‘v’y.P(x,y) (1)

EV:
Vy.P(z,y)
EV:
P(x,x)
v:—
Va.P(z,x)
IV :
VaVy.P(x,y) — VYo.P(z, x)
Introducao do 3:
t
3 M , onde t é um termo livre para r em «
dr.a
Eliminacao do d:
dz.« i
EJd: ———— , onde a é uma constante nova na prova de dz.«
ala/x]

Exemplo 10.1.12 Uma dedu¢io de 3x.(P(a) A R(z)) = P(a) A 3z.R(x) no estilo de
deducao natural € ilustrada na sequinte drvore.
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Jz.(P(a) A R(x))

Ed:
dz.(P(a) A R(x)) P(a) A R(b)
Ed: ENs : _
P(a) N R(b) R(b)
EAp: I3
P(a) Jx.R(x)

P(a) A Jz.R(x)

Exemplo 10.1.13 Uma deducio de —Vr.ao — dx.—a no estilo de dedu¢ao natural é
tlustrada na sequinte drvore.

- (1)

Vo.a WQ)
[—: (1)

e’

Jr.—«

| —:

V.o« — dz.—a

No caso do estilo axiomatico, temos algumas restri¢oes no uso do teorema da deducao.
Por outro lado, o uso da regra de introducao da implicacao, do jeito que estd, incorporaria,
implicitamente, na logica de predicados um teorema da deducao irrestrito. Portanto, para
ser coerente com a légica de predicado vista aqui, devemos introduzir estas restri¢oes. Para
isto, devemos observar que a regra de inferéncia Gen, que era a que trazia os problemas
apontados no capitulo 6, é exatamente igual a regra de introducao do quantificador uni-
versal (IV). A incorporacdo da generalizagao, também esta implicita no uso de regra I3,
pois para provar, na teoria formal de primeira ordem TP, que «[t/z] F Jx.a (ou equiv-
alentemente que aft/z] = =Vx.—«) é necessario aplicar a regra Gen. Assim, a regra | —
sO podera ser aplicada, no sistema de deducao natural da légica de predicados, quando
no ramo que deriva 8 de «, nao se aplicou nenhuma regra IV ou |3 introduzindo uma
variavel x que é livre em «. A maioria dos autores da apresentacao da légica classica no
estilo de dedugao natural [Tho87, Cos92, RS92, Bos97] incorporam restri¢oes no uso das
regras de introdugao e eliminacao dos quantificadores para tentar compensar a auséncia
de restrigoes no uso da regra | —. Mas, estas restri¢oes nas regras dos quantificadores sao
severas, impedindo provar conseqiiéncias logicas do tipo P(x) F Vz.P(x).

Como vimos no teorema 10.1.8, para todo teorema da logica proposicional existe uma
dedugao natural (proposicional). Assim, é natural pensarmos num teorema equivalente
para a légica de predicados.
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Teorema 10.1.14 Se o é um teorema de TT entdo existe uma prova no estilo de dedugao
natural para o.

DEMONSTRAGAO: A demonstracao deste teorema é andloga a demonstragao do teorema
10.1.8. Assim, s6 devemos acrescentar uma prova de que os axiomas A4 e A5, da teoria
formal de 1¢ ordem, sao dedutiveis no estilo de deducao natural, o qual foi mostrado no
exemplo 10.1.10. Por outro lado como a regra de inferéncia Gen é exatamente a mesma
que a regra |V, podemos afirmar que para todo teorema de T existe uma prova no estilo
de dedugao natural. =

10.2 Calculo de seqiiente de Gentzen

Pensemos, de modo geral, no que acontece numa prova de deducao natural. Uma prova
¢ uma seqiiéncia de féormulas, as quais estabelecem algum seqiiente! com o lado esquerdo
sendo composto de todas as hipdteses que nao foram descartadas na prova e com o lado
direito sendo composto pela férmula que foi provada ao final da prova. Também, consider-
aremos as regras de inferéncias como regras sobre seqiientes. Uma prova sempre iniciard
com uma assuncao, por exemplo «, e se nao acrescentamos nenhuma outra, entao ela
mesma ¢é considerada como a prova do seqiiente a = «. Assim, a regra que nos permite
comecar é uma regra a qual nos leva diretamente a que todos os seqiientes deste tipo
sejam corretos. As outras regras sao todas condicionais, elas refletem a idéia de que se
certos sequientes sao corretos, entao os seqiientes que podemos concluir deles também sao
corretos. Por exemplo, a regra Modus Ponens pode ser escrita em forma de seqiientes
como segue

Sel'Fae AFa— Gentao I', A+

O que acontece numa prova é que comecamos com certos seqiientes conhecidos como
corretos e entao deduzimos que outros seqiientes devem, portanto, também ser corretos.

A idéia de um calculo de seqiiente é manter um registro explicito de que seqiiente é
estabelecido em cada ponto da prova. Isto é possivel introduzindo um novo tipo de prova
na qual cada linha, por si mesmo, é um seqiiente provado até esse ponto da prova. Logo,
analogamente as provas de deducao natural, uma prova no célculo de seqiientes nao é uma
seqiiéncia linear ou outro vetor de formulas, mas uma combinacao de vetores de seqiientes.

Podemos pensar nas listas que compoem um seqiiente como tacitamente fechadas por
parénteses de chave, pelo que seu papel seria especificar um conjunto de férmulas. Quando

'Um seqiiente é um par de ordenado de listas finitas de férmulas, que pode ser interpretado como que
uma das férmulas da segunda lista “segue” (pode ser deduzida) da primeira lista. Na pratica usamos a
notagao sugerida por Gentzen: O seqiiente (I'; A) serd denotado por T' F A.
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um conjunto ¢é especificado por uma lista de seus membros, entao a ordem na qual os mem-
bros sao listados nao é relevante, e qualquer repeticao na lista pode automaticamente ser
desconsiderada. Isto é devido a que dois conjuntos sao iguais se, e somente se, tem os
mesmos membros e diferentes listas dos membros podem ainda listar os mesmos membros.
Mas se nao quisermos pensar em termos de conjuntos, e trabalharmos diretamente com
listas, entao nao podemos prosseguir sem dizer que ordens e repeticoes sao relevantes.
Para isso precisamos considerar duas novas regras de inferéncia que reflitam estas pro-
priedades intrinsecas a conjuntos, a regra de intercambio (Int) e a regra de contragao
(Con), respectivamente.

Analogamente a deducao natural, podemos apresentar o calculo de seqiientes como
um sistema cujas provas tém a estrutura de uma arvore. Na posicao superior sobre cada
ramo existird um seqiiente o qual, de acordo com as regras, pode ser descartado. Este
portanto serd uma instancia de uma regra com assuncoes. As outras posi¢des na prova
serao ocupadas por um seqiiente o qual é deduzido de outros seqiientes, os seqiientes do
qual este é deduzido sao escritos imediatamente acima deste separando-os por uma linha
horizontal. Podemos, portanto, escrever nossas regras basicas de inferéncia da mesma
maneira. Diferentemente do estilo de dedugao natural, no estilo de seqiientes de Gentzen
teremos dois tipos de regras: aquelas que dependem de um dos conectivo légicos (usadas
para introduzir este conectivo ou no lado esquerdo ou direito do seqliente) e que por isso
sao chamadas de regras logicas e aquelas que nao dependem dos conectivos logicos, mas
da disposicao ou estrutura do seqiiente, denominadas regras estruturais.

Temos cinco regras estruturais ,algumas das quais tem sua versao para o lado direito
(que denotaremos por d) e outra para o lado esquerdo (denotado por e), as quais se
denominam: inclussao (Inc), emfraquecimento (Emf), corte (Cor), intercambio (Int) e
contragao (Con).

Regras Estruturais

Inc Cor - 'Fa TakFA
IakFa A ' I'FA
. TFA ._TFA
Emfe: Toarr B TER A
Int. - I'a,B,AFO Int I'-A «,6,0
e IG,a,AF O 4 TFA B, a,0
Con I'o,aF A Con. - I'F o, aA
€ INakFA - " TFo, A

A regra Cor pode ser omitida, uma vez que existe uma maneira de obté-la a partir
das outras. Como esta demonstracao é complexa nao a incluimos neste texto. Uma
demonstracao de que a eliminacao do corte é possivel pode ser encontrada em [GLT89,
Fit96, Bos97].

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagao

251



Bedregal e Acidly

10.2.1 Ldgica Proposicional

No célculo de seqiientes, também existem regras para os operadores légicos, chamadas
regras légicas. Para cada um dos operadores l6gicos teremos uma regra para introduzir o
conectivo no lado esquerdo e outra para o lado direito.

Regras Logicas

T'Fa,A TFGBA

N TFEFaABA
- I'Fa,pB,A
Vii TEav i A
. LabpBA
" TrFa—F,A
_ . DakFA
4 TF-a,A

. LagrA

e IaANPBEA

v aFA T6FA
€ avpEA

. I'ta,A T'GFEA
e a— [fFA

_ . IT'FaA

e T, —aFA

Exemplo 10.2.1 Uma dedu¢do no cdlculo de seqiientes para = —(a A B) — (maV =f3) é

dada pela sequinte drvore de deducao.
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Inc:
ab«
Emfo: ——— Inc:
a, 0« G+
Inte: ——— Emf.: _—
O,a bk « B,ak (3
/\d .
B,abkFaA(
BF-a,aN(
Intd :
OFaAnpB, -«
F=8,a A B, -«
Inty :
FaA B, -3, ~a

_‘E'

~(aAB) =8, -a
Intd .

“(aApB)F —a, -4
Vg :

“(aApB)F—-aV s

—d-

F=(aAf) = (ma v —b)

Teorema 10.2.2 Se a € Lp tem uma prova por deducdo natural entdo existe uma
dedug¢ao no cdlculo de seqiientes de Gentzen para o.

DEMONSTRAGAO: Primeiro expressaremos cada uma das regras da dedugao natural como
sequentes.

I''Fa T'Hp CI'FaAnp I'FanAp
N —TFaAap B =7 BT
. TFra . I'+8 . IThavp Tiaby T'BEY

Vit ove  NVerTEavg BV =
. Lakp E 'YFa TFa—p
F|—04—>ﬁ Fl—ﬂ
|_|. F,O('_ﬂ F)OC'—_'ﬁ E_|.

I'F -« I' —atF «

A seguir mostraremos que para cada regra de deducao natural existe uma dedugao no
estilo Gentzen. Claramente as regras IA e | — sao casos particulares das regras Agq € —q4,
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respectivamente, onde A = (). J& as outras regras (as regras de eliminagio e as regras 1V,
e |I=) devem ser obtidas de uma maneira indireta.

[ ) E/\1 .
Inc : -
INaka
Emf,: ———
I'a,bFa
Ne: ———
'Fanp aNfhEa
Cor :
'k«
(] |\/1 :
'«
Emfd .
I'Fa,p
Vg: ——
'Favp
e EV:
INak~y IoE~
Ve :
'Favp MavpkEy
Cor :
I'F~
e E—:
I'Fao
Emfy: — Inc: ———
I'Fa,p IgEp
—)e:
'-a—p Na—pgkFpg
Cor :
p
[ ] |—|
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INatkpg
_ld: _—
' G, -« I'at -4
—|e: _— _'d: _—
I=6F -« ' =6, -«
Cor :
I'F -«
[ ] E—|:
Inc :
INaka
' —a,«
I'——at «

As regras EA; e 1V, sdo obtidas de maneira andlogas as regras EA; e |Vq, respectiva-
mente.

Considerando a familiaridade das regras formuladas dessa maneira e a idéia basica de
que uma prova no calculo de seqliente registra, a cada etapa, o seqiiente que foi provado
até essa etapa, fica facil de ver como uma prova, originalmente escrita como uma prova
de deducao natural, pode agora ser reescrita como uma prova no calculo de seqiientes.
Portanto, para uma dada deducao natural de um a € Lp, substituindo cada regra de
deducao natural usada na prova pela arvore de deducao de Gentzen correspondente, sem-
pre poderemos construir uma deducao no céalculo de seqiientes de Gentzen para - . m

Exemplo 10.2.3 Seja a prova do exemplo 10.1.2. Podemos escrever uma prova equiv-
alente para ela no calculo de sequentes, é dada pela sequinte drvore.

Inc : _ Inc : _
rgkEp I'atk«

Emfy: —  Emfy: _
I''GkFa,p INatka,p

Vyq : —_— Vyq : —_—
IBFavp NakFavp

Ve :

'-08Va IgvakaVvp
Cor
'cavp
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10.2.2 Logica de Predicados

Analogamente a deducao natural, pelo fato da légica de predicados ser uma extensao
da logica proposicional, sé incorporaremos as respectivas regras logicas para os quantifi-
cadores universal e existencial, assim como uma restricao ao uso da regra —4 e a regra
-4, que é equivalente a aplicar o teorema da deducao.

Regras Logicas

v, ['Falt/z], A V. - L aft/z] F A
d - " TFVz.o, A ¢ I''Vz.alF A
= I'Falt/z], A = [ afa/z| H A
d " TF3z.o, A e Idr.akF A

Em todos os casos, t é um termo livre para x em a. Em e, a constante a nao deve
ocorrer em I', A nem o

As restrigoes impostas ao uso do teorema da deducao aqui também sao necessérias,
uma vez que a regra —4 ¢ uma versao de seqiientes de este teorema e a regra —y incorpora
implicitamente este teorema. Logo, devemos restringir o uso de esta regra: a regra —4 s0
podera ser aplicada, no calculo de seqiientes de Gentzen da logica de predicados, quando
no ramo que deriva I', o F 3, A nao se aplicou nenhuma regra Vy4 ou 3¢, introduzindo uma
variavel x que é livre em «.

Exemplo 10.2.4 A sequir daremos uma prova do seqiente Vr.oo b Jx.«r

Inc : _—
ab o
Ve : _
Vr.ab o
E|d O —
Ve.a b dr.o

Considerando que x € livre para x em «, para qualquer varidvel x e qualquer formula
a, temos que afx/x] é a. Assim, as aplicagoes das regras V. e 34 nesta prova sao corretas.

Note que se desejarmos provar a reversa deste teorema, isto é a férmula dz.ac — V.«
nao conseguiriamos. Uma tentativa de prova seria a seguinte

Inc :

ala/z) F ala/z]
de:

dr.a b afa/x]
\V/d .

dr.a FVz.a
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Mas ao aplicar a regra J. nesta prova, estamos transgredindo a restricao de a nao
ocorrer em A.

Como visto no teorema 10.2.2, para cada deducao natural de uma férmula bem
formada de Lp temos uma deducao no cédlculo de seqiientes de Gentzen. Assim, resulta
natural pensarmos que o mesmo ¢é valido para dedugoes naturais de férmulas bem formadas

de LP.

Teorema 10.2.5 Seja o € LP. Se existe uma dedugao natural para o entao existe uma
deducao no calculo de seqiiente de Gentzen para c.

DEMONSTRAGAO: Como a ldgica predicados estende a légica proposicional e, como
demonstrado no teorema 10.2.2, se @ € Lp tem uma deducao natural, entao a tem
uma dedugao no célculo de seqiientes de Gentzen, aqui sé realizaremos a prova da parte
nao incluida na prova do teorema 10.2.2. Analogamente a demonstracao do teorema
10.2.2, primeiro expressaremos as regras de deducao natural para os quantificadores em
termos de seqiientes.

o Tha
V: TFvra
. I'FVr.a
BV ' alt/x]
3 : % , onde t ¢ livre para x em «
3. L F3za , onde a é uma constante nova na deducao de I' - dz.«
I'F afa/z]

Claramente, as regras de introdugao sao instancias das regras Vy e dg, respectivamente.
Assim, s6 precisamos provar as regras EV e Ed.

o EV:
Inc :
T, aft/z] F aft/x]
Ve :
I'FVra [ Ve.a b aft/z]
Cor :
['F aft/x]
o E5:
Inc :
I, afa/z| b ala/z]
e :
I'F3dzr.a I 3z.a k- afa/x]
Cor :
['F afa/z]
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Como a restricao sobre o uso da regra | — em deducao natural e da regra —4 no
calculo de seqiiente de Gentzen é a mesma, entao podemos transformar cada deducgao
natural de uma féormula o € L P numa deducao no céalculo de seqiientes de Gentzen para
a.m

10.3 Estilo Tableaux

O método de tableau para a légica cléssica, devido a Jaako Hintikka (1929- ) e Evert Beth
(1908-1964) em [Hinb5, Bet59], é semelhante ao método de resolucdo, no sentido que uma
prova tableau é uma prova por reducao ao absurdo. Comecamos com uma hipdtese e se a
partir dessa hipdtese derivamos uma conseqiiéncia impossivel, entao podemos concluir que
a hipdtese original é impossivel. Se a prova nao foi bem sucedida, e nenhuma conseqiiéncia
impossivel é vislumbrada, entao em alguns casos podemos concluir que nao existe erro
com a hipdtese aberta, isto é, a hipdtese pode ser verdadeira para alguma interpretacao.
Existem casos nos quais podemos mostrar que a procura por uma conseqiiéncia impossivel
foi exaustiva, e poderiamos ter encontrado uma conseqiiéncia impossivel se uma existisse.
Mas nem todos os casos sao assim. Algumas vezes tudo o que podemos dizer sobre a
prova é que ainda nao chegamos a nenhuma conseqiiéncia impossivel e que nao sabemos
se isto ira acontecer caso continuemos a prova. As assuncgoes que sao pesquisadas dessa
maneira sao assuncgoes de certas férmulas com determinados valores verdades. O caso
mais simples, e que sera usado neste texto, é quando assumimos que todas as férmulas em
questao sao verdadeiras. Se estas assuncoes levam a uma conseqiiéncia impossivel, entao
temos mostrado que as féormulas sao inconsistentes. Porém, podemos também considerar
a assuncao que todas as formulas sao falsas ou que algumas sao falsas e outras verdadeiras
(por exemplo como em [Bos97]).

Embora o método tableau para prova de teoremas em logica cléssica tenha se mostrado
bastante satisfatorio no estudo de logica, acreditava-se que ele nao teria uma aplicagao
computacional satisfatoria devido a dificuldade de se controlar as varias instanciagoes de
uma variavel quantificada universalmente e pelo espago de busca necessario para essas
instanciagoes. Entretanto, a experiéncia mostrou o contrario, e inclusive podemos incor-
porar a ele o algoritmo da unificagao para se obter um provador automatico de teoremas
tao eficiente quanto os considerados mais eficientes usando o método de resolucao [Cos92].

10.3.1 Logica Proposicional

Notemos que as formulas do tipo a A =« sao insatisfativeis para qualquer interpretacao
e uma férmula da forma o V 3 é insatisfativel se e somente se ambas, a e (3, sao insatis-
fativeis. Assim, para verificarmos se uma férmula « é insatisfativel, poderiamos reescrever
« na sua forma normal disjuntiva e observar se cada conjuncao contém um subconjunto
insatisfativel (isto é, se contém uma subférmula do tipo a A =), entao « é insatisfativel.
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Porém isto nao sera necessario, uma vez que podemos incluir regras tableau especificas
para cada conectivo tendo presente as equivaléncias légicas:

ea—f=-aVp

e ((a—f)=an-p

o (¥ =

e ~(aVp)=-aAN-f

e “(aNp)=-aV [

Assim, o primeiro a se fazer para se provar uma férmula « usando o sistema tableau é
colocar na forma normal disjuntiva a férmula —«, dispondo-a numa estrutura de arvore,
onde cada conjuncao da formula ocupe um ramo da arvore. Depois procura-se subférmulas

insatisfativeis em todos os ramos da arvore. Se todos os ramos da arvore sao insatisfativeis,
entao —« ¢ insatisfativel e, portanto, a é logicamente valida.

O sistema tableau tem como base um conjunto de regras de expansao, as quais sao
divididas em duas categorias:

Regras de Expansao do tipo A

alp —(a V) (o — ) -
a =a a a

B 0 0

Regras de Expansao do tipo B

avpg a—=p  o(anp)
al B —alf ool P

A idéia é por as duas subformulas imediatas de uma conjun¢ao no mesmo ramo, o que
é feito com a aplicacao de uma regra do tipo A. Analogamente, as subféormulas imediatas
de uma disjun¢ao devem bifurcar o ramo original, o que é conseguido com a aplicagao de
uma regra do tipo B.

Exemplo 10.3.1 Vamos provar o teorema o — (5 — «) usando o método tableau.

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagao

259



Bedregal e Acidly

1) =(a— (8 — «)) (o teorema negado)
2) « (1, Regra A)
3) (8 —a) (1, Regra A)
4) (3, Regra A)
5) -« (3, Regra A)

Os niumeros nao sao parte oficial tableau, mas foram acrescentados para melhor falar
sobre a prova. Em particular, podemos dizer que no unico ramo do tableau acima encon-
tramos duas formulas contraditorias (2 e 5). Assim, a negagdo do teorema nos leva a um
absurdo e portanto provamos o teorema.

Agora definiremos a noc¢ao de prova tableau formalmente.
Definicao 10.3.2 Seja a uma féormula.
1. « é um tableau.

2. Se T é um tableau e T* resulta de T ao aplicar uma das regra de expansao tableau,
entao T* também é um tableau.

Definicao 10.3.3 Um ramo A de um tableau T ¢ um ramo fechado se ele contiver o
e na, para alguma formula o.

Definigao 10.3.4 Um tableau 7 ¢ um tableau fechado se cada um de seus ramos for
fechado.

Definicao 10.3.5 Uma prova tableau de o é um tableau fechado cuja raiz é —a. a é
um teorema do sistema tableau, se o tem uma prova tableau.

Exemplo 10.3.6 Uma prova tableau (com rétulos adicionados para referenciar) de
(a—(B—7) = (aVd) — ((8— ) Vi) é dada abaizo.

1) =((a = (6= 7)) = ((aVd) = ((8—=7)V9))) teorema negado

)
2)a—(B—7) 1, regra A
3) ~((aVé) = ((B—n) Vi) 1, regra A
4)a Vi 3, regra A
5) =((8 — ) Vo) 3, regra A
6) =(8— ) 5, regra A
7) =0 5, regra A
2, regra B
8) ~a_____9) B —v
4, regra B
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Nesta prova, 1. é a negacao da formula a ser provada; 2. e 3. saem de 1. pela regra
do tipo A; 4. e 5. saem de 3 pela regra do tipo A; 6 e 7 sao obtidas de 5 pela aplicagao da
regra de tipo A, 8 e 9 de 2 pela aplicacao da regra de tipo B e, finalmente, 10. e 11. sdo
obtidas de 4. pela regra de tipo B. Lendo da esquerda para direita, os ramos sdo fechados
uma vez que 8. e 10., 7. e 11. e 6. e 9. sao contraditorias. Note que num dos ramos
fechados temos uma formula nao atomica.

A seguir estenderemos o conceito de prova tableau para seqiientes.

Definicao 10.3.7 Sejam I' e A conjuntos de formulas. Uma prova tableau para
o seqiiente I' - « € uma prova tableau de oy — (g — (++-(a, — «)--+), onde
ai,...,a, € I'. Uma prova tableau para o seqiiente I' = A € uma prova tableau de I' F «
para algum o € A.

Exemplo 10.3.8 Uma prova tableau para o - ——a € a sequinte prova tableau para

o — .

1) =(a — ==a) conclusio negada
2) -« 1, regra A.
3) —a 1,regra A

Ha—p hipdteses

2) 3 —~ hipdtese

3) ~(a — ) conclusao negada
4) « 3, regra A

5) =, 3, regra A

1, regra B

8) —p 9) v

Teorema 10.3.10 Se existe uma derivag¢ao no estilo de Gentzen para o € Lp, entdo
existe uma prova tableaw para c.
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DEMONSTRAGAO: Para provar este teorema, ¢ suficiente mostrar que cada regra no
calculo de seqiientes de Gentzen tem uma prova tableau, isto é, se a regra é da forma

'-A
| NSAN

supomos que contamos com uma prova tableau de I' = A e a partir dela construimos uma
prova tableau para IV = A’.

Por simplicidade consideraremos em cada uma das regras que ' = ©@ = e A = ()
ou A = 3 (ou ainda igual a ), segundo seja o caso. Primeiro reescreveremos as regras
usando esta simplificagao e as consideragoes na definicao de prova tableau para seqiientes
(definicao 10.3.7).

Regras Estruturais

i Fa Fa— 0
R Cor ¥
. Fp : p
Emfe.m Emfd C \/ﬁ
. Fa= (=) . Fap
Inte : FB= (@ = 7)) Inty : FB.a
CFa—(a— ) o«
Cone- '_&_>ﬁ Cond.W
Regras Logicas
W Fa FB o Fa—(3o9)
T FaAnp * F(aAp) =y
v, o f V.. Fa—=y FB—q
" Favp T Fvi =y
. Fa—p tay FB—y
d Fa— 73 CE I—(og—>ﬁ)—>fy
_ Fa— (3 _ Fa,
R ¢ Foa—p

Introdugao a Légica Classica
para a Ciéncia da Computagéo (verséo 3.1)

262



CAPITULO 10. OUTRAS APRESENTACOES DA LOGICA CLASSICA

e Inc:
1) —(av — «) teorema negado
2) « 1, regra A
3) —a 1, regra A

e Cor: Seja A_, uma prova tableau de a. Por outro lado, uma prova tableau de
a — [ tem a seguinte forma:

1) =(a — () teorema negado

2) « 1, regra A
3) 0 1, regra A
A

Como A precedido de a nao pode ser uma prova de algum ~ tal que o = —y, pois
isso contradiz a hipdtese de que temos uma prova para o (A-,). Logo,

1) =5
A

é uma prova tableau de (.

e Emfe : Se A_3 é uma prova tableau de 3 entao o seguinte tableau é uma prova de

a— (.
1) —=(a — B) teorema negado
2) « 1, regra A
Ap

e Emfy: Se A_g é uma prova tableau de 3 entao, pela definicao 10.3.7, ela também
é uma prova tableau de - «, (3.

e Int. : Uma prova de a — (8 — =) deve ter a seguinte forma

1) =(a— (8 —1)) teorema negado

2) « 1, regra A

3) —(8—1) 1, regra A

4) 3, regra A

5) —v 3, regra A
A

Claramente, o tableau

1) =(8 — (o — 7)) teorema negado

2) 1, regra A

3) (a—7) 1, regra A

1) « 3, regra A

5) —v 3, regra A
A

é uma prova de § — (o — 7).

e Inty : Direta da definicao 10.3.7.
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e Con : Uma prova de @ — (o — [3) deve ter a seguinte forma:

1) =(a— (v — f)) teorema negado

2) « 1, regra A

3) —(a—p) 1, regra A

1) « 3, regra A

5) —f 3, regra A
A

Logo, o seguinte tableau é uma prova de o — f3:

1) —(a — () teorema negado

2) « 1, regra A
3) 0 1, regra A
A

e Cong : Se A é uma prova tableau de - «a, a entao, pela definicao 10.3.7, ela é uma
prova de a.

o Ng:Se A, e Az sao provas tableau de o e 3, respectivamente, entao o seguinte
tableau é uma prova tableau de a A 3.

1) =(aAB) teorema negado

A Ay

e A : Uma prova tableau de o — (5 — =) deve ter a seguinte forma

1) =(a¢— (8 — 1)) teorema negado
2) « 1, regra A
3) =(B8—7) 1, regra A
4) 3, regra A
5) -y 3, regra A
A

Logo, o seguinte tableau é uma prova para (a A 3) — 7.

1) =((aAB)— ) teorema negado
2) anf 1, regra A
3) vy 1, regra A
4) « 2, regra A
5) 0 2, regra A
A

e V4 :Se A é uma prova de F «, 3 entao pela definicao 10.3.7, A é uma prova de «
ou de 3. Se A é uma prova de a entao
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1) —=(aV ) teorema negado
2) =0 1, regra A
A

é uma prova tableau de aV 3. Analogamente, se A é uma prova tableau de 3, entao

1) —=(aV ) teorema negado
2) -« 1, regra A
A

é uma prova tableau de o V .

e V. : Uma prova tableau de @ — 7 tem a seguinte forma:

1) —(a — ) teorema negado

2) « 1, regra A
3) - 1, regra A
Ay

e uma prova tableau para § — v deve ter a seguinte forma

1) —(8 — ) teorema negado

2) 1, regra A
3) 1, regra A
Ay
Se
1) —v teorema negado
A,

para algum ¢ = 1,2, entao, trivialmente,

1) =((avVp) — ) teorema negado

2) aVvp 1, regra A
3) — 1,regra A
A,
é uma prova tableau de (aV ) — ~. Se nao, isto é, se
1) « 1) g
A A

sao tableau fechado, entdo o seguinte tableau é uma prova de (aV 3) — v

1) =((aV ) — ) teorema negado
2) avp 1, regra A
3) 1, regra A

1, regra A

4) 5) B
A Ay

onde 4) e 5) safram de 2 aplicando a regra do tipo B.
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e —: Direta.

e —.: Seja A; uma prova tableau de - «,7y. Uma prova tableau de § — v tem a
seguinte forma.

1) —(8 — ) teorema negado

2) 1, regra A
3) - 1, regra A
Ay

Uma prova tableau de (v — (3) — 7 é

1) =(( — ) — ) teorema negado

2) a—f 1, regra A
e —
1, regra A
4) —a 5) B
Ay AV

e —y : Uma prova tableau de o — (3 tem a seguinte forma,

1) —(av— () teorema negado

2) « 1, regra A

3) -0 1, regra A
A

Logo,

1) ——a teorema negado
2) « 1, regra A
A

é uma prova de -« ou

1) =0 teorema negado
A

¢ uma prova tableau de 3. Portanto, uma das duas é uma prova tableau de - -, 3

e —.: Se A é uma prova tableau de o ou 3 entao o seguinte tableau é uma prova de

1) —(-a — B) teorema negado

2) -« 1, regra A
3) —p 1, regra A
A

Assim, é facil ver que podemos transformar qualquer deducao no estilo de Gentzen de
um sequiente numa prova tableau. m
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10.3.2 Logica de Predicados

Analogamente como fizemos com o estilo de dedugao natural e com o calculo de seqiientes
de Gentzen, para definir o sistema tableau para a légica de predicados s6 acrescentaremos
a regras especificas dos quantificadores, pois, a menos do teorema da deducao, tudo que
foi definido para a légica proposicional vale aqui.

Antes de darmos as regras de extensao para os quantificadores, é bom lembrar as

equivaléncias

Ve.oo = ~dz.~a e dr.ao = V.-«

Regras de Expansao do tipo C

Vr.a —dz.«
aft/z]  —alt/x]

Regras de Expansao do tipo D

dz.o Voo
ala/z], —ala/z),

onde a é uma constante nova para o tableau

Exemplo 10.3.11 Uma prova tableau do teorema Vx.P(x) — Jy.P(y) é dada a sequir:
1. =(Vz.P(x) — Jy.P(y)) teorema negado

2. Vx.P(x) 1, regra A
3. ~3y.P(y) 1, regra A
4. P(b) 2, regra C
5. =P (b) 3, regra C

onde 1. é o teorema a provar; 2. e 3. saem deste pela aplicagao da regra A; 4. € obtida
de 2. pela aplicacao da regra C e 5. pela aplicacdo da regra D a 3. Como 4. e 5.
sao contraditorios e temos um unico ramo na arvore, concluimos que o tableau acima é
fechado e portanto € uma prova do teorema desejado.

Observe que a definigdo de prova tableau para seqiientes (definicao 10.3.7) admite o
uso indiscriminado do teorema da deducao. Assim, as restricoes impostas por este uso
indiscriminado nos leva a introduzir uma definicao mais forte de prova tableau.

Definigao 10.3.12 Seja 7 uma prova tableau para algum o« € LP. T é uma prova
tableau forte para a se a primeira regra de expansdao usada em T ¢é do tipo B, C, D, ou
¢ a regra do tipo A

QL
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A definicao de prova tableau para seqiientes continua a mesma. Assim, teremos uma
prova tableau para o seqiiente a = Vx.av mas nao teremos uma prova tableau forte para
Fa— Vr.o.

Teorema 10.3.13 Se existe uma derivacao no estilo de Gentzen para o € LP, entao
existe uma prova tableau forte para o.

DEMONSTRACAO: Para demonstrar este teorema, devemos considerar toda a prova do
teorema 10.3.10 e acrescentar um prova tableau para as regras de Gentzen dos quantifi-
cadores. Antes, porém, simplificamos estas regras usando os mesmos critérios adotados
na prova acima mencionada.

Falt Falt — [
Voi gt Ve e
- . -

S RS e ﬁﬁ

® V4:Se A ya/q € uma prova tableau de aja/x| (como ¢ é qualquer termo livre para
x em «, consideramos o termo constante a) entdo o seguinte tableau é uma prova

de Vz.«

1) —Vz.a  teorema negado
A—\a[a/m]

e V. : Uma prova tableau de @ — (3 tem a seguinte forma,

1) —(a— () teorema negado

2) « 1,regra A
3) 0 1, regra A
A

Logo, o seguinte tableau é uma prova para Vr.ao — f3.

1) =(Vz.oco — ) teorema negado

2) Vz.a 1, regra A

3)

4) « 2, regra C
A

e J4: Se A4/ ¢ uma prova de afa/x| entdo o seguinte tableau é uma prova de
dz.o.
1) —3x.a  teorema negado
Aﬁoz[a/:):]
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e . : Uma prova tableau de afa/x] — [ tem a seguinte forma,

1) —(ala/z] — () teorema negado

2) ala/z] 1, regra A
3) —f 1, regra A
A

Uma prova tableau para dx.ac — (3 é a seguinte

1) —(3z.a — () teorema negado

2) dr.«a 1, regra A

3) -0 1,regra A

4) afa/x] 2, regra D
A

Assim, considerando estas provas tableau junto com as do teorema 10.3.10, podemos
transformar qualquer deducao no estilo de seqiientes de Gentzen numa prova tableau do
mesmo seqiiente. m

10.4 Sistema Tableau com Unificacao

O procedimento de unificacao de Robinson, apresentado no capitulo 7, pode ser adaptado
para ser usado pelo sistema de tableau para légica classica de 1* ordem, conforme mostrado
por [Bow82, Ree85]. Nesta secao apresentamos o sistema tableau com unificagdo para a
l6gica de 1* ordem e enunciamos sua equivaléncia com o sistema tableau sem unificacao.

De aqui em diante s6 consideraremos féormulas fechadas na forma normal Prenex livres
de quantificadores existenciais. Assim, toda vez que comecemos aplicar o sistema tableau,
comegaremos com a forma normal de Skolem da negacao da férmula original. Em virtude
desta restricao a Regra D nao precisa ser mais considerada. Este sistema tableau é
denominado com unificacao porque usamos o procedimento de unificacao de Robinson na
obtencao de pares de férmulas atomicas complementares. Assim aqui acharemos tableau
atomicamente fechados, isto é tableau fechados onde cada ramo contém uma férmula
atomica e sua negacgao. Smullyan [Smu68| demonstrou que se uma férmula é insatisfativel
entao existe um tableau atomicamente fechado para a formula. A maneira como podemos
achar esse tableau atomicamente fechado ¢ ilustrado no seguinte algoritmo:

Procedimento tableau com unificagao:

1. Crie uma variavel booleana para cada férmula. Esta varidvel indicara se uma
férmula foi usada ou nao (inicialmente todas as varidveis tem valor “falso”).

2. A regra do tipo C é modificada para:

Vr.a —dz.«
aly/z]  —aly/z]
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onde a variavel y é nova para o tableau. Esta nova regra serd denominada de Regra
C'.

3. A regra do tipo D é eliminada do sistema.
4. Comece o tableau escrevendo a negacao da formula original.

5. Encontre a forma normal de Skolem (FNS) para a férmula (negacdo da férmula
original).
6. ENQUANTO o tableau nao for atomicamente fechado

tente unificar as férmula atomicas de cada ramo aberto com o seu com-
plementar

SE existir alguma féormula nao-atomica que nao foi usada
ENTAO {
faga a a primeira férmula nao-atomica (de cima para baixo)
nao usada
PARA { cada ramo aberto © contendo « aplique a regra apropriada
a«aem© }

marque « como uma féormula usada

}
FIM-ENQUANTO

7. Pare com “ Sucesso”

8. FIM

Para ilustrar este procedimento, vamos apresentar alguns exemplos.

Exemplo 10.4.1 Vamos tentar provar a formula

Va.dy.P(x,y) — Jz.Yu.P(u, z) :

1. VaVz.~(P(z, f(z)) — P(g(x, 2),2)) FNS da negagdo
2. Vz.=(P(v, f(v)) — P(g(v, 2),2)) 1, Regra C'
3. —~(P(v, f(v) — Plg(v,w),w)) 2 Regna C
4. P(v,f(v)) 3, Regra A
5. = P(g(v,w),w) 3, Regra A

Claramente, os literais 4 e 5 nao podem ser unificados. Portanto, a unica regra que
pode ser aplicada € a regra C' em 1 ou em 2 obtendo-se uma copia da formula 2 ou 3,
respectivamente (mudando sé o nome da varidvel) o qual sé poderd gerar novas cdpias
das formulas 4 e 5. Logo, o tableau nunca poderd ser fechado.
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Exemplo 10.4.2 Provaremos usando o sistema tableau com unificacao que a formula

V. (P(z,2) A R(x,y)) — (3o.P(x,2) VVr.R(x,y))

€ um teorema.

1. Vazy.Vro.((P(x1,a) A R(x1,b)) A (=P(x2,a) A =R(f(x1,22),0))) FNS da negagao

2. Vao.((P(x,a) AN R(x,b)) A (=P(x2,a) A —R(f(x,x2),b))) 1, Regra C'

3. ((P(z,a) A R(xz,0)) A (=P(y,a) A =R(f(x,9),b))) 2, Regra C'

4. P(z,a) A\ R(z,b) 3, Regra A

5. =P(y,a) N—=R(f(x,y),b) 3, Regra A

6. P(x,a) 4, Regra A

7. =P(y,a) 5, Regra A

8. P(y,a) de 6 aplicando o|(y, )]

Como no caso do tableau tradicional (sem unificagdo) nao temos a restrigao de que
a variavel introduzida ao usar a regra C seja nova, poderiamos ter substituido em 3,
ao aplicar a regra C, a varidvel x5 por x. Assim, em 7, obterfamos —P(z,a) em vez
de =P(y,a), fechando assim com 6 o unico ramo do tableau. Assim, resulta natural
pensarmos que podemos sempre construir uma prova tableau forte tradicional a partir de
uma com unificagao. A reversa também é razoavel ser correta, isto é, sempre que tivermos
uma prova tableau forte tradicional (de uma férmula na forma normal de Skolem) também
poderemos obter uma prova tableau com unificacao. Por exemplo seja a seguinte prova
tableau forte tradicional da férmula

a =Vr.(P(z,2) A R(z,y)) — (3z.P(z,2) VVz.R(z,y))

negando « e reescrevendo-o na sua forma normal de Skolem resulta na formula

‘v’z.‘v’y.‘v’$1.Vx2.(P(x1, Z) A R(l'by) A _‘(P(:E?a Z) \% R(f(zvya $1,$2),y)))

Prova tableau forte tradicional:

1. VzNyVzyVas.((P(x1,2) A R(z1,y)) A (P(22,2) V R(f(2,y,21,22),y))) FNS da negagdo de «

2. (P(a,z) N R(a,y)) A (P(a,z)V R(f(z,y,a,a),y)) 1, Regra C, aplicada 4 vezes
3. P(a,2) A R(a,y) 2, Regra A

1 ~(Pla,2)V R(f(5,0,a),9)) 2, Reara A

5. P(a,z) 3, Regra A

6. —P(a,z) 4, Regra A

Claramente esta prova pode ser modificada para uma prova tableau com unificagao,
simplesmente alterando todas as aplicacoes da regra C, na qual se substitua uma varidvel
quantificada por um termo ¢ por uma aplicacao da Regra C modificada, isto é na qual se
substitui a variavel quantificada por uma nova varidavel. Assim, o tableau com unificacao
correspondente seria:
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1. VzNyVzyVee.((P(r1,2) A R(z1,y)) A =(P(22,2) V R(f(2,y,21,22),y))) FNS da negagao de «

2. (P(xs,z3) A R(xs5,24)) A (P26, 23) V R(f (23, %4, T5,%6), T4)) 1, Regra C, aplicada 4 vezes
3. P(xs,23) A R(z5,24) 2, Regra A

4. —(P(xe,x3) V R(f(x3, 24,25, %¢),24)) 2, Regra A

5. P(xs,x3) 3, Regra A

6. —P(ze,x3) 4, Regra A

7. P(xe,x3) de 5 aplicando o[(ze, x5)]

Teorema 10.4.3 Seja o uma formula na forma normal de Skolem e T um tableau forte
para o. Se T contém a formula y[t/z] obtida ao aplicar uma Regra C, entao eziste um
tableau com unifica¢ao T' para o que contém ~[y/x], obtida ao aplicar a Regra C', e tal
que t € livre para y em 7.

DEMONSTRAGAO: Para demonstrar este teorema usaremos inducao nas férmulas do
tableau, 7 = aj,qq,...,q, para construir um tableau (provavelmente nao fechado)
T =01, ..., B
Base da inducao: «; é forma normal de Skolem da negacao do teorema a ser provado.
Logo, 1 = ay.

Etapa indutiva: Assuma que para ¢ < n, ja temos construido o tableau fi,..., 3;, com
J < m. Se a;41 nao foi obtida pela aplicagao da Regra C, entao 3,41 = a;41. Senao, isto
é, 11 = [t/z] obtido pela aplicagao da regra C, entao faca (5,41 = [y, x] como sendo
obtido pela aplicacao da regra C’ (y é uma variavel nova em [y, ..., ;).

Finalmente, para tornar este tableau atomicamente fechado, aplique o algoritmo da
unificacao para todos pares de férmulas atomicas em cada um dos ramos do tableau. m

Dessa maneira todo o que pode ser provado usando tableau tradicional também pode
ser provado usando tableau com unificacao. Observe que a restrigao no teorema da férmula
a ser a forma normal de Skolem da negacao da féormula a ser provada é supérflua, uma
vez que uma férmula é um teorema se e somente se sua forma normal de Skolem também
é.

10.5 Correspondéncia entre Tableau e Resolucao

Robinson [Rob79] utilizou o sistema tableau para explicar o principio da resoluc¢ao. Por
outro lado, Gallier em [Gal86] apresentou um algoritmo para transformar provas da légica
proposicional usando o estilo de seqiientes de Gentzen em refutacoes por resolucao e vice-
versa. Nesta segao apresentaremos uma adaptagao, realizada em [Cos92], do método
apresentado por Gallier, para obter um algoritmo para transformar provas tableau com
unificagao em refutagoes por resolugao.

Teorema 10.5.1 Eziste um algoritmo para transformar uma refutacao por tableau com
unificacao de um conjunto I' de cldusulas da légica cldssica de 1* ordem em uma refutagao
por resolucao para I'.
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DEMONSTRACAO: A demonstracao sera por inducao no numero de ramos do tableau.
Para verificar se o resultado esta correto, sera necessario verificar em cada etapa da
inducao se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Existe uma refutacao por resolucao para I' obtida a partir da prova tableau com
unificacao de I' e ambas provas tem o mesmo unificador.

2. O numero de resolventes é menor ou igual ao niimero de ramos fechados no tableau.

3. O conjunto de pares de literais usados nas etapas da resolucao é um subconjunto

do conjunto de pares de literais usados para se fechar o tableau.

Base da indugao: O tableau tem s6 um ramo. Portanto, I' contém clausulas atomicas C;
e C; tais que existe um unificador mais geral oy para C; e o complemento de C;. Entao
a seguinte arvore ¢ uma resolugao para I’

Assim, ambos tableau e resolucao tém o mesmo unificador oy, a refutacao por resolucao
tem um resolvente e o par de literais usados é o mesmo para usado para fecharmos o
tableau. Logo, esta etapa da inducao satisfaz as condicoes exigidas.

Etapa indutiva: O tableau tem mais de um ramo. Assim o tableau que foi fechado com
um unificador digamos oy, é da forma

i

Ch

By

B,

onde a cldusula Cj, é da forma C; V C}, com ¢,j < k, e os ramos B e By sao gerados por
aplicacao da regra B a C}, de tal modo que C; estd em By e C; estd em B,. Como o
tableau é fechado, cada um dos ramos deve também ser fechado. Suponha que os ramos
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By e B, sejam fechados e seus unificadores mais gerais sejam oy e 09, respectivamente.
Entao, o9 = 01 0 09.

Pela hipétese indutiva,

1. Existem refutagoes por resolucao Dy e Dy derivadas de B; e By com unificadores
mals gerais 01 e 0y, respectivamente.

2. O numero de resolventes de D; e Dy sao menores ou iguais ao nimero de ramos
para se fechar By e B», respectivamente.

3. O conjunto de pares de literais usados nos passos de D; e Dy sao subconjuntos dos
conjuntos de pares de literais usados para se fechar By e Bs, respectivamente.

Se cada clausula de entrada de D; é um membro de I', entao

1. Pela hipotese indutiva, D; é uma refutacao para I' com o7 como unificador mais
geral. Desde que o conjunto de pares de literais usados nos passos da resolucao
de D; é um subconjunto do conjunto de pares de literais usados para fechar Bj, o
unificador oy para o tableau é também um unificador para D;. Agora, s6 é preciso
refazer Dy usando o unificador mais geral oy ao invés de o.

2. O numero de resolventes é, pela hipdtese indutiva, menor ou igual ao nimero de
ramos para se fechar Bj.

3. O conjunto de pares de literais usados nos passos de Dy é subconjunto do conjunto
de pares de literais usados para se fechar By, e portanto é um subconjunto dos pares
de literais usados para se fechar o tableau inteiro.

Se cada clausula de entrada de D, é um membro de I', entao a situacao é anédloga a
descrita acima para D;.

Caso contrario, substituimos D; por Dj, onde D] ¢é similar a D;, substituindo a
clausula C; por C; V () e conseqiientemente, todos os resolventes obtidos recursivamente
a partir de C;. Se no final o resolvente for a clausula vazia, entao a refutagao estd feita e o
resultado é verificado da mesma maneira que acima. Caso contrario, o dltimo resolvente
deve ser uma instancia de C;. Assim, construimos uma refuta¢ao por resolugao para
I' concatenando Dy a D) e usando o unificador mais geral oy. Note que o nimero de
resolventes é igual a soma dos ntumeros de resolventes de D; e Dy, o qual é menor ou
igual que a soma de ramos necesséarios para fechar By e By, ou seja o nimero de ramos
necessarios para fechar o tableau inteiro. m
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10.6 Completude do Sistema

O teorema da completude (teorema 8.8.8) indica que cada uma das maneiras como abor-
damos a légica de 1* ordem sao potencialmente equivalentes. Portanto, para mostrar, por
exemplo, que uma fbf de 1* ordem é universalmente valida podemos mostrar que ela é
um teorema usando uma prova no estilo axioméatico ou uma refutagao por resolucao da
negacao da férmula. Assim, os conceitos de conseqiiéncia logica, provabilidade e refutabil-
idade se correspondem, embora eles sejam de natureza diferentes (seméantico, sintético e
computacional). Neste capitulo, por outro lado, vimos uma série de novas maneiras de
apresentar 16gica (proposicional e de 1* ordem). Assim, resulta natural que queriamos
que estes estilos de apresentar légica sejam equivalentes entre se. Mas os resultados que
os teoremas 10.1.14, 10.2.5, 10.3.13, 10.4.3 e 10.5.1 nos garantem é mostrar que toda
prova no estilo axiomatico de um teorema « pode ser transformada num deducao natural
para «, e que toda deducao natural de um « pode ser transformada numa dedugao no
estilo de seqiientes de Gentzen para «, etc. A figura 10.2 mostra como se relacionam
os diversos modos de abordar logica vistos aqui, na figura o sentido da seta indica que é
possivel transformar uma prova no estilo descrito na origem da seta no estilo descrito no
final da seta.

Claramente devido a circularidade dos estilos apresentados neste capitulo com o estilo
axiomatico, e pelo teorema da completude 8.8.8, podemos estender este mesmo teorema
da completude, para um que englobe estes novos estilos.

Teorema 10.6.1 Para o cdlculo de predicado as sequintes sentencas sao equivalentes:

1. = «, isto € a é universalmente vdlida.

2. F a, isto € a € um teorema de TP.

3. —a == 0O, isto € existe uma refutagcao por resolucao de —av.
4. existe uma deduc¢ao natural para c.

5. existe uma deducao no estilo de seqientes de Gentzen para .
6. existe uma prova tableau forte de c.

7. existe uma prova tableau com unificacao de a.

DEMONSTRACAO: Direto do teorema da completude 8.8.8 e dos teoremas 10.1.14, 10.2.5,
10.3.13, 10.4.3 e 10.5.1.m
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Figura 10.2: Representacao esquematica de como se relacionam os diversos estilos de
apresentar légica de 1* ordem.
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10.7 Exercicios

1. Prove as proposigoes 4.3.2 e 4.3.3 e os exercicios do capitulo 4 e capitulo 7 no estilo
de deducao natural

2. Prove os seguintes teoremas usando deducgao natural
(a) ~(aApB) = (=8V —a)

(b) aV(BV7y) = (=8 — (eV7))Va)

() aVv(BVy) = (BV(xV7))

(d) Vz.(=P(z) V R(x)) — =(3z.P(z) A =3x.R(x))

(e) (Va.(P(z) — (R(x) vV 5(x))) A ~Va.(P(z) — R(z))) — Jz.(P(x) A S(z))

3. Prove de maneira direta que todo teorema de L pode ser provado usando célculo
de sequente de Gentzen.

4. Prove no estilo de Gentzen os seguintes seqiientes:

(a) a = 3,86 —>yFa—y

(b) V(8 —7),8F~(aA—)

(¢) BVa,~f—alka«a

(d) Ve.Vy.P(z,y) F Vy.3z.P(z,y)

(e) Vae.Ny.P(z,y) - Vz.Ny.P(y, x)

(f) Va.(P(z) — (R(x) v 5(x))) A =V (P(x) — R(z)) & Jz.(P(x) A S(x))

5. De uma prova tableau para cada uma das férmulas bem formadas dos exercicios do
capitulo 5.

6. De uma prova tableau para
(a) ~(aV ) = (maA=p)
(b) o= (6 = (aAJ))

(c) cada um dos axiomas de L*
(

)
)
)
d) 3z.(P(z) — Vy.P(y))
)
)

Q

C

e) VeVy.P(x,y) - Vy.3z.P(z,y)

(
(f) VaVy.P(x,y) - Vz.Vy.P(y, )
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