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RESUMO

Este texto descreve um trabalho de conclusao de curso que consistiu em implementar um
algoritmo para encontrar emparelhamentos perfeitos em grafos ctibicos e sem pontes. O
algoritmo em questao é o que apresenta a melhor complexidade de tempo entre todos
aqueles disponiveis na literatura até entao para o tipo de grafo acima. A implementacao
do algoritmo exigiu a utilizacao de uma estrutura dinamica de conectividade para testar,
de forma eficiente, se um grafo, inicialmente conexo, permanece conexo apoés a remocao
ou insercao de arestas. O algoritmo possui aplicagoes em vérios problemas de geometria

computacional.
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Implementation of an algorithm for finding perfect
matchings in bridgeless cubic graphs

Author: Thiago Henrique de Aratijo Lemos
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ABSTRACT

This manuscript describes the development of a senior project, which comprised the im-
plementation of an algorithm for finding perfect matchings on bridgeless, cubic graphs.
To the best of our knowledge, this algorithm has currently the best upper bound for time
complexity among all matching algorithms for the same type of graph in the literature.
The algorithm implementation is based on a data structure for dynamic connectivity tests.
This data structure allows us to find out whether a connected graph becomes disconnected
after each insertion or deletion of an edge. Finally, the algorithm implemented here can
be applied to many important research problems in computational geometry and related

areas.
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1 Introducao

Este capitulo introduz o desenvolvimento de um trabalho de conclusao de curso de
graduagao. A Sec¢ao 1.1 contextualiza o problema-alvo do trabalho e a Sec¢ao 1.2 apresenta
os objetivos e contribui¢oes. Por fim, a Se¢ao 1.3 descreve como o restante do texto esta

organizado.

1.1 Contextualizacao

A procura por emparelhamentos é um problema antigo da teoria dos grafos, com
uma histéria que remonta ao final do século XIX, quando um brilhante matematico dina-
marqués, Julius Petersen, publicou um artigo pioneiro sobre o tema (PETERSEN, 1891).
Neste artigo, Petersen prova um teorema, que ficou conhecido como teorema de Petersen,
que implica que todo grafo ctuibico e sem pontes possui um emparelhamento perfeito. Atu-
almente, esse teorema ¢ mais conhecido como um corolario do teorema de Tutte (LOVASZ;
PLUMMER, 1986; TUTTE, 1947), caracterizando a existéncia de emparelhamentos perfeitos

em grafos gerais.

Como a prova para o teorema de Petersen dada pelo proprio Petersen é bastante
complexa, diversos autores tentaram publicar versdoes mais simples desde entao. O pro-
blema com a maioria dessas demonstragoes é que elas nao fornecem um algoritmo para
computar emparelhamentos perfeitos, por nao serem construtivas. De particular interesse
para esta monografia é a prova de Orrin Frink Jr. (FRINK JR., 1926), que é construtiva,
por inducao no nimero de vértices do grafo, e leva a um algoritmo com complexidade
de tempo O(n?). Uma pequena falha contida na prova dada por Frink foi corrigida por

Koénig (KONIG, 1990).

O problema de encontrar emparelhamentos perfeitos em grafos cibicos e sem arestas
de corte ocorre em muitas aplicagoes. As subsecoes a seguir ilustram algumas das mais

conhecidas.
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1.1.1 Tluminagao de terrenos

Um dos problemas classicos em geometria computacional é o de iluminar ou patrulhar
uma area utilizando o menor niimero possivel de lampadas ou guardas, respectivamente.
Uma de suas instancias mais conhecidas ¢ a de patrulhar uma galeria de arte usando o
menor nimero possivel de cameras e a maior parte da pesquisa nessa area foi realizada
tendo em mente o caso bidimensional (O'ROURKE, 1987; SHERMER, 1992; URRUTIA, 2000).
O caso tridimensional, que tem sido cada vez mais alvo de pesquisas, leva em conta o
estudo de terrenos poliédricos, isto é, superficies poliédricas que fazem intersecao com
cada linha vertical em no méximo um ponto. Cole e Sharir (COLE; SHARIR, 1989) ja
demonstraram que a versao de decisao do problema de guardar um terreno poliédrico é
NP-dificil.

A maior parte do trabalho feito até entao para o caso tridimensional considera os
terrenos poliédricos a serem patrulhados como triangulagoes, e modela-os como grafos
planares. Isso permite relacionar o problema geométrico de guardar o terreno com o pro-
blema de otimizacao combinatéria subjacente de guardar um grafo planar. Um grafo
planar estd wvigiado por um conjunto de guardas (posicionados em vértices ou arestas)
se pelo menos um guarda é incidente em cada face do grafo. Essa relagao é baseada na
observacao de que a regiao visivel associada a um guarda contém a uniao de todas as
faces incidentes aquele guarda (na verdade, este é o caso quando o poliedro é convexo).
Portanto, resolvendo-se o problema de otimizagao combinatoéria subjacente ¢ possivel se
obter um limite superior no nimero de guardas necessarios para guardar um terreno

poliédrico.

Utilizando o teorema das quatro cores, Bose, Shermer, Toussaint e Zhu (BOSE et
al., 1997) estabeleceram que |n/2| guardas nos vértices ou pelo menos [(4n — 4)/13]
guardas nas arestas sao sempre suficientes para patrulhar um terreno poliédrico com n
vértices. Everett e Rivera-Campo (EVERETT; RIVERA-CAMPO, 1997) provaram o resultado
aprimorado de que |n/3] guardas nas arestas sao sempre suficientes, também utilizando
o mesmo teorema. Infelizmente, nao se conhece nenhum algoritmo pratico para o teorema
das quatro cores, e esses resultados nao levam a um algoritmo para posicionar os guardas

no terreno.

Uma maneira de escapar da dependéncia do teorema das quatro cores é recorrendo
ao uso de emparelhamentos. Com essa estratégia, Bose, Kirkpatrick e Li (BOSE; KIRK-
PATRICK; LI, 1996) apresentaram algoritmos com complexidade de tempo O(n*?) para

vigiar uma triangulagdo de n vértices com |n/2| guardas nos vértices ou |n/3] guardas
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nas arestas. Para tal, eles usaram o grafo dual da triangulagao, que é um grafo ctibico e sem
pontes. Logo, pelo teorema de Petersen, este tipo de grafo admite um emparelhamento
perfeito e a complexidade dos dois algoritmos é dominada pelo tempo para encontrar esse
emparelhamento. O grafo dual das triangulagdes considerado em (BOSE; KIRKPATRICK;
LI, 1996) também é planar, mas a restricdo de planaridade nao é de interesse para esta

monografia.

1.1.2 Refinamento adaptativo de malhas

Uma triangulacao ¢ uma maneira de representar um objeto geométrico continuo como
uma malha discreta de regides mais simples, conexas, com interiores disjuntos e com for-
mato triangular. Malhas desse tipo (e as formadas por outros poligonos convexos simples,
tais como quadrilateros) possuem aplicagoes em diversas disciplinas, como anélise nu-
mérica (CARVALHO; VELHO; GOMES, 1992), geometria computacional (GUIBAS; STOLFI,
1985), computagao grafica (WATT, 1999) e modelagem geométrica de superficies (SCHU-
MAKER, 1993).

Muitas simulagoes numéricas envolvem a solugao de equagoes diferenciais parciais
em algum dominio geométrico. O Método dos Elementos Finitos (MEF), um dos mais
populares e poderosos para resolver esse tipo de equagao (na forma variacional), requer
como entrada uma subdivisao do dominio do problema (JOHNSON, 2009), que, na maioria
das vezes, é¢ uma triangulacao ou quadrilaterizagao quando o dominio é planar. Em geral,
quanto maior for o nimero de elementos (por exemplo, tridngulos) da malha e quanto
menor for o tamanho deles, mais precisa serd a simulacao. Porém, as areas do dominio
que requerem a maior precisao sao muitas vezes dificeis de prever antes da simulacao ser
realizada, e podem variar em func¢do do tempo (no caso em que o fen6meno simulado varia

com o tempo).

E possivel resolver o problema de encontrar a malha “ideal” refinando-se adaptati-
vamente a malha; isto é, aumentando-se, durante a realizacao da propria simulacao, o
numero de tridngulos nas regioes onde o erro numérico resultante do ultimo passo da si-
mulagao é maior. Uma das maneiras de se fazer isso é marcar um vértice de cada tridngulo
como o vértice mais novo e procurar compatibilidades entre os triangulos, bisseccionando
triangulos compativeis de seu vértice mais novo ao ponto médio da aresta oposta ao vér-
tice mais novo. Um tridngulo é compativel se nao possuir vizinho (outro tridngulo que seja
incidente & aresta oposta ao vértice mais novo) ou se seu vértice mais novo se opoe ao

vértice mais novo de seu vizinho. Os vértices no ponto médio tornam-se os vértices mais
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novos dos tridngulos refinados. Esse procedimento é conhecido como bissecgdo do vértice

mais novo (MITCHELL, 1991).

A utilidade de emparelhamentos perfeitos, nesse contexto, surge da necessidade de
comecar o procedimento acima com uma atribuicao compativel de vértices mais novos
(uma atribuic¢do tal que cada tridngulo seja compativel). Como o grafo dual da triangu-
lagao (modificado pelo acréscimo de alguns vértices ao longo das arestas de fronteira da
triangulacao, isto é, aqueles incidentes em apenas um tridngulo) é ctbico e sem pontes, o
grafo admite um emparelhamento perfeito. Qualquer emparelhamento desse tipo no grafo
em questao resulta em uma atribuicao compativel na triangulagao. Logo, a complexidade
de encontrar tal atribuicao é dominada pela busca por um emparelhamento perfeito no

grafo dual.

1.1.3 Quadrilaterizacoes

Nem sempre triangulagoes sao o tipo de malha mais apropriado para certas simula-
¢Oes numeéricas, como € o caso de algumas simulagoes baseadas no MEF (MALANTHARA;
GERSTLE, 1997). Em tais casos, é preferivel o uso de quadrilaterizag¢oes: subdivisdes do
dominio em regioes na forma de quadrildteros. Existem vérios algoritmos para calcu-
lar quadrilaterizagoes de regides planares (BLACKER, 1991; JOE, 1995; BERN; EPPSTEIN,
1997: OWEN et al, 1999; VISWANATH; SHIMADA; ITOH, 2000; RAMASWAMI et al., 2005;
ATALAY; RAMASWAMI; XU, 2008), mas eles nao oferecem garantias tedricas tdo boas para
alguns atributos da malha gerada quanto os algoritmos que calculam triangulagoes — o
que pode ser fundamental em algumas aplica¢oes (BERN; EPPSTEIN, 1992). Isso ocorre
pois, diferente do que ocorreu com triangulac¢oes, cujas propriedades foram bem estuda-
das e sao conhecidas ha décadas, sabe-se relativamente pouco sobre as propriedades das

quadrilaterizacoes.

A dificuldade em se gerar “boas” quadrilaterizacoes e o bom conhecimento das propri-
edades das triangulacoes levaram varios pesquisadores a adotar a estratégia de converter
boas triangulacoes em quadrilaterizagoes, na esperanca de “herdar”, neste processo de
conversao, as boas propriedades da malha triangular. Uma das maneiras de realizar essa
conversao consiste, basicamente, em emparelhar pares de tridngulos que compartilham
uma aresta, originando blocos independentes de pares de triangulos, que sao, em seguida,
transformados em quadrilateros através da remocao da aresta comum aos dois triangulos
do par. De maneira semelhante ao mostrado na subsecao anterior, esse problema pode ser

modelado como a busca por um emparelhamento perfeito no grafo dual da triangulagao,
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que ¢ cubico e sem pontes e que, portanto, admite o emparelhamento desejado.

1.2 Objetivo e contribuicoes

Diferentemente da maioria dos outros algoritmos para encontrar emparelhamentos
perfeitos, que se baseiam na ideia de encontrar caminhos de aumento (EDMONDS, 1965;
GABOW, 1976; LAWLER, 2001; MICALL; VAZIRANI, 1980; BLUM, 1990; GABOW; TARJAN,
1991) e lidam com grafos arbitrarios, o algoritmo apresentado por Biedl, Demaine, Bose e
Lubiw em (BIEDL et al., 2001) se baseia na prova de Frink para o teorema de Petersen e ¢
restrito a grafos cibicos e sem pontes (ou, equivalentemente, 3-regulares e biconexos). Mais
especificamente, esses pesquisadores identificaram dois “gargalos” no algoritmo resultante
da prova de Frink, que possui complexidade de tempo O(n?), onde n ¢ o ntmero de
vértices do grafo, e propuseram um algoritmo com complexidade de tempo O(n Ig* n).
Esta complexidade é assintoticamente inferior aquela de todos os algoritmos baseados em
caminho de aumento (EDMONDS, 1965; GABOW, 1976; LAWLER, 2001; MICALI; VAZIRANI,
1980; BLUM, 1990; GABOW; TARJAN, 1991), quando estes sao aplicados a grafos ctibicos

€ sem pontes.

Mais recentemente, Diks e Stanczyk (DIKS; STANCZYK, 2010), levando em conta algu-
mas propriedades dos grafos ctibicos e sem pontes e utilizando duas estruturas de dados
dindmicas, foram capazes de alterar o algoritmo em (BIEDL et al., 2001) e torna-lo ainda,
mais eficiente. Com uma complexidade (amortizada) de tempo O(nlg®n), o algoritmo
proposto é, até onde se saiba, o algoritmo mais eficiente para calcular emparelhamentos
perfeitos em grafos ciibicos e sem pontes. O trabalho aqui exposto tem como objetivo

implementé-lo.

A principal contribuicao deste trabalho consiste, justamente, na implementacao do
algoritmo em (DIKS; STANCZYK, 2010), pois ndo se encontrou uma implementacao dis-
ponivel publicamente. Outra contribuicao do trabalho é a apresentacao das analises dos
algoritmos que atuam sobre as varias estruturas de dados utilizadas, que sao mais de-
talhadas e esclarecedoras do que as presentes nos proprios artigos onde tais estruturas
sao descritas. Finalmente, este trabalho apresentou ao autor as oportunidades de estudar
um problema atual na area de processamento geométrico, aprofundar-se em um tépico
importante em teoria dos grafos (isto é, emparelhamento) e de ganhar experiéncia em

pesquisa.
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1.3 Organizacgao

O restante do texto estd organizado em mais seis capitulos e dois apéndices como

segue:

e o Capitulo 2 apresenta varias defini¢oes necessarias para entender a declaracao for-

mal do problema-alvo do trabalho;
e o Capitulo 3 apresenta uma revisao da bibliografia e declara o problema-alvo;

e os Capitulos 4 e 5 tratam, respectivamente, das Arvores Splay e das Arvores Dina-

micas, ambas desenvolvidas por Sleator e Tarjan;

e o Capitulo 6 tem como objeto de estudo uma estrutura de dados para o problema

da conectividade dindmica em grafos;

e o Capitulo 7 detalha as etapas envolvidas na implementacao do algoritmo e a estru-
tura do codigo, apresenta os resultados dos testes realizados com o codigo e avalia

os resultados obtidos;

e o Capitulo 8 sintetiza os pontos mais importantes do texto e destaca algumas pos-

siveis continuacoes deste trabalho;

e o0 Apéndice A descreve, detalhadamente, a prova de Frink para o teorema de Petersen

(caso particular e geral);

e 0 Apéndice B revisa o método do potencial para analise de complexidade amortizada.
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2  Preliminares

Este capitulo apresenta a terminologia e a notagao utilizadas ao longo do texto, assim
como uma série de defini¢oes necessarias ao entendimento do problema-alvo do trabalho
proposto. Em particular, a Segao 2.1 introduz conceitos elementares de Teoria dos Grafos
relevantes para este trabalho. O propoésito em introduzir tais conceitos é apresentar e uni-
formizar a terminologia e a notacao utilizadas. A Secao 2.2 define emparelhamentos em
grafos, enfatizando o tipo de emparelhamento com o qual esta monografia lida, e também
discute varios resultados importantes relacionados a emparelhamentos de cardinalidade
méxima e emparelhamentos perfeitos. Finalmente, a Secao 2.3 apresenta o teorema de
Petersen, que é a base dos algoritmos para emparelhamento perfeito estudados no Ca-
pitulo 3. O contetido das segoes 2.1 e 2.2 é uma compilagdo do material encontrado em
(CLARK; HOLTON, 1991; BONDY; MURTY, 2010; WEST, 2002; DIESTEL, 2000; GALLIER,
2011).

2.1 Terminologia e notacao

Esta monografia trata de algoritmos para encontrar emparelhamentos perfeitos em
grafos ctibicos e sem pontes. Um teorema classico de Teoria dos Grafos, conhecido como
teorema de Petersen, garante a existéncia de emparelhamentos perfeitos neste tipo de
grafo. Esta secao apresenta definicoes basicas relacionadas a grafos, tais como grafos
cubicos, pontes, pontos de articulagao e biconectividade, e descreve alguns resultados
importantes que relacionam esses conceitos com certas estruturas de um grafo, tais como

caminhos disjuntos e ciclos.

Definigao 2.1.1. Um grafo é uma tripla G = (V, E, st), onde V' é um conjunto de vértices
(ou nds), E é um conjunto de arestas disjunto de V', e st: E — V U [V]? é uma fungdo
de incidéncia que atribui um par de vértices em [V]? ou um vértice em V a cada aresta,

onde
VPP ={{u,v} €V XV |u+#v}.
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Se e ¢ uma aresta em F tal que st(e) = {u,v} (resp. st(e) = u), entdo se diz que e conecta
u a v (resp. u a ele proprio) e que u e v sao os vértices extremos de e (resp. u é o extremo
de e).

Definig¢ao 2.1.2. Dado um grafo G, para cada aresta e € F| tal que st(e) = {u, v}, diz-se

que:

(i) Os vértices u e v s@o adjacentes;
(ii) Os vértices u e v sdo incidentes em e;
(iii) A aresta e é incidente nos vértices u e v;

(iv) Duas arestas, e, ¢’ € E sao adjacentes se, e somente se, elas incidem em um mesmo

vértice.

Note que a funcao st nao é necessariamente injetiva ou sobrejetiva, o que permite
grafos com “vértices isolados” (isto ¢, vértices que ndo sao extremos de nenhuma aresta) e
“arestas paralelas”. Duas arestas e, ¢’ € F sao ditas paralelas se, e somente se, st(e) = st(e’).
Se exatamente m arestas de GG incidem sobre os mesmos dois vértices ou sobre o mesmo
vértice, diz-se que cada uma delas possui multiplicidade m. Arestas de multiplicidade
um, dois e trés sao denominadas, respectivamente, arestas simples, duplas e triplas. A
Defini¢ao 2.1.1 também permite lagcos em um grafo. Um laco é uma aresta e € E tal que

st(e) € V.

Definicao 2.1.3. Um grafo G é dito ser simples se, e somente se, o grafo G nao possui
arestas paralelas nem lagos, ou seja, se, e somente se, toda aresta de GG for uma aresta

simples.

Denotam-se os numeros de vértices e arestas de um grafo G por v(G) e e(G), res-
pectivamente. Os numeros, v(G) e e(G), sdo denominados a ordem e o tamanho de G,
respectivamente. Quando v(G) e e(G) sdo finitos, o grafo G é dito finito. Este trabalho
lida apenas com grafos finitos. Portanto, assume-se, de agora em diante, que todo grafo é

finito.

Definigao 2.1.4. Seja G = (V, E, st) um grafo. Entao, para cada u € V, o grau, dg(u),
de u ¢é
de(u) =|{e€ E|uestle)}|+2-|{e€ E|u=stle)}].
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O grau de um vértice também é conhecido por valéncia do vértice e nada mais é do que
o namero de arestas que incidem no vértice, tal que cada lago (se algum) é contado duas

VezZes.

Definicao 2.1.5. Um grafo G onde todos os vértices possuem o mesmo grau, k, é deno-
minado k-regular ou, simplesmente, regular. Um grafo 3-regular também é chamado de

cubico.

Definigao 2.1.6. Dados dois grafos, G = (V, E, st) e G' = (V' E', st'), o grafo G’ é dito
subgrafo de G se, e somente se, V' C V, E' C E, e st' é a restricao de st a E'. Se G’ é um
subgrafo de G e V' =V, entao G’ é chamado de subgrafo gerador de G. Dado qualquer
subconjunto V' de V', o subgrafo induzido, G[V'], de G ¢é o grafo G[V'] = (V', By, st') tal
que

By, ={e€ E|si(e) € V' ou ste) € [V']} .

Definigao 2.1.7. Seja G um grafo qualquer. Um grafo G’ é chamado k-fator de G se,
e somente se, o grafo G’ for k-regular e subgrafo gerador de G, onde k é um inteiro

nao-negativo.

Definigao 2.1.8. Dados um grafo G = (V| E, st) e quaisquer dois vértices u,v € V, um
caminho em G de u para v, ou simplesmente, um caminho u — v é uma sequéncia finita,
Vpe1v1€2Vs - - - V16,0, tal que n € Ny v; € Ve € E, vg = u, v, = v e e; = {vj_1,7,},
para todo j € {1,...,n} e para todo i € {0,...,n}. O comprimento do caminho 7 ¢
denotado por |r| = n. Quando n = 0, tem-se um caminho nulo de u para u. Se u = v,
entao o caminho 7 é denominado de caminho fechado; caso contrario, ele é denominado de
caminho aberto. Finalmente, um caminho é dito simples se, e somente se, nenhum vértice

do caminho ocorre duas vezes, com a possivel excegao do vértice u (se o caminho for

fechado).

A seguinte proposicao estabelece que a existéncia de um caminho v — v em um grafo
G ¢ suficiente para garantir que existe um caminho v — v simples em G' (CLARK; HOLTON,

1991):

Proposigao 2.1.9. Dados quaisquer dois vértices, u e v, de um grafo G, todo caminho
v — v em G contém um caminho u — v simples em G; isto é, dado qualquer caminho
P = ueqvy - - - v,_1€,v no grafo G, apoés algumas remogoes de vértices e arestas de P (se
for necessario), obtém-se uma subsequéncia, @, de P que é um caminho u — v simples em

G.
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A seguinte proposicao estabalece outro fato relacionado a caminhos em grafos. Este
fato, demonstrado em (KONIG, 1990), é utilizado pela prova do teorema de Frink dada no
Apéndice A:

Proposicao 2.1.10. Sejam u, v e w trés vértices distintos de um grafo G tais que ha
um caminho (aberto), P, em G que conecta u a v, e um caminho (aberto), @, em G que
conecta v a w. Entao, hd um caminho simples em G de u a w cujas arestas pertencem a
P ou Q.

Definigao 2.1.11. Seja G um grafo. Um ciclo em G é um caminho fechado em G no
qual todas as arestas sao distintas. O ciclo é simples se, e somente se, ele for um caminho
fechado simples. Um ciclo de comprimento k, isto é, um ciclo com k arestas, é dito um

k-ciclo.

Definigao 2.1.12. Seja G = (V, E, st) um grafo e C¢ a relacéo binaria sobre V' definida
da seguinte maneira: para cada u,v € V, tem-se que uCqgv se, e somente se, existe um
caminho u — v em G. Quando isso ocorre, diz-se que os vértices u e v estao conectados.
Observe que a relagdo Cg é uma relagao de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva),
e suas classes de equivaléncia sao denominadas componentes conexas de G. O nimero de
componentes conexas de G é denotado por w(G). Um grafo G é conezxo se, e somente se,
existe um caminho em G entre quaisquer dois vértices, u e v, de GG, ou seja, se, e somente
se,

w(G@) =1.

Seja G = (V, E, st) um grafo qualquer. Se e é uma aresta de G, entdo G — e denota o
grafo obtido pela remogao da aresta e de G: G —e = (V, E —{e}, st.), onde st.(f) = st(f),
para toda aresta f € E — {e}. De forma analoga, se v é um vértice de G, entdo G — v
denota o grafo obtido pela remocao do vértice v e de todas as arestas incidentes nele:
G—v=(V—-{v},E,st,),onde E, ={e € E|v ¢ st(e) ouv # stle)} e st,(f) = st(f),
para toda aresta f € FE,. Finalmente, se P = vpejvies - - - v,_1€,v, ¢ um caminho em G e

e = {vpn, Upy1} € qualquer aresta em G incidente sobre v, entdo P + e denota o caminho
Vp€1V1€2 * * * Up—1€pUn€Un 41,

que se obtém a partir de P = vpeqvi€s - - - v, 16,0, com a inclusao da aresta e ao final de

P.

Definigao 2.1.13. Uma aresta e de um grafo G é uma ponte (ou aresta de corte) de G

se, e somente se, G — e possuir mais componentes conexas do que G; isto é, se, e somente
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se,

w(G —e) > w(G).

O seguinte teorema estabelece uma rela¢do entre pontes e ciclos do grafo (CLARK;

HOLTON, 1991):

Teorema 2.1.14. Uma aresta e de um grafo G é uma ponte se, e somente se, a aresta e

nao pertence a nenhum ciclo em G.

Definicao 2.1.15. Um vértice v de um grafo G é denominado ponto de articulagao de G
se, e somente se, G — v possuir mais componentes conexas do que G; isto é, se, e somente
se,

w(G —v) > w(G).

Definigao 2.1.16. Seja G um grafo simples. A conectividade (de vértices) de G, denotada
por k((G), é o menor numero de vértices em G cuja remogao faz com que o grafo resultante
tenha mais componentes conexas do que G ou que seja isomorfo ao grafo K (isto ¢, o
grafo resultante é um grafo que consiste de um tnico vértice e que nao possui nenhuma

aresta).

Definicao 2.1.17. Seja G um grafo simples. Entao, diz-se que G é n-conexo se, e somente
se,

k(G) >n,

onde n € N. Isto é, um grafo simples G é n-conexo se, e somente se, devem-se remover
pelo menos n vértices de G para se obter um grafo com mais componentes conexas do que
G ou K;.

Note que um grafo simples G é 1-conexo se, e somente se, o grafo GG é conexo e possui
pelo menos dois vértices. Além disso, o grafo G é 2-conexo (biconexo ou biconectado) se,
e somente se, o grafo G é conexo, contém pelo menos trés vértices e nenhum ponto de

articulagao.

Definicao 2.1.18. Sejam u e v dois vértices de um grafo GG. Dois caminhos u — v, P e
@, em G sao ditos disjuntos (internamente) se, e somente se, os Gnicos vértices comuns

aPe(saouew.

Teorema 2.1.19 (Teorema de Whitney, 1932). Seja G um grafo simples com pelo
menos trés vértices. Entao, o grafo GG é biconexo se, e somente se, para cada par de vértices

distintos, v e v, de G houver dois caminhos © — v em G que sao disjuntos internamente.
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Uma prova para o Teorema 2.1.19 pode ser encontrada em (CLARK; HOLTON, 1991).
Uma consequéncia imediata deste teorema implica que um grafo biconexo nao pode con-
ter nenhuma ponte, pois todo par de vértices do grafo deve pertencer a um ciclo simples

do grafo e uma ponte nao pode pertencer a nenhum ciclo do grafo, como afirma o Teo-

rema 2.1.14.

Corolario 2.1.20. Sejam u e v dois vértices de um grafo G biconexo. Entao, ha um ciclo

simples em G que contém os vértices u e v.

Uma prova para o Coroléario 2.1.20 também pode ser encontrada em (CLARK; HOLTON,
1991).

Os algoritmos que serao apresentados no Capitulo 3 fazem uso de uma estrutura
de dados que suporta consulta, de forma eficiente, a pares de vértices de um grafo com
respeito a um tipo um pouco menos restrito de conectividade do que aquela definida em

2.1.16:

Definicao 2.1.21. Seja G um grafo simples com pelo menos dois vértices. Entao, a
conectividade de aresta de G, denotada por A(G), é o menor nimero de arestas em G cuja
remogao gera um grafo desconexo. Em particular, tem-se que A\(G) = 0 se G nao é um
grafo conexo. Finalmente, o grafo G é dito n-aresta-conezo se, e somente se, \(G) > n,

onde n € N.

Note que qualquer grafo, GG, simples que possui uma ponte ¢é tal que \(G) = 1. Além
disso, tem-se que A(G) = 0 se, e somente se, o grafo G ndo é conexo e possui mais de um
vértice. Note também que se GG é n-conexo, entao G também é n-aresta-conexo, mas nem
todo grafo n-aresta-conexo é n-conexo, como comprova o exemplo ilustrado na Figura 2.1.
Em particular, pode-se mostrar que a relagao x(G) < M\(G) < §(G) ¢ satisfeita para todo
grafo, G, simples com pelo menos dois vértices, onde §(G) denota o grau do vértice de
menor grau do grafo G (DIESTEL, 2000). O seguinte teorema fornece uma caracterizagao
de grafos n-arestas-conexos em termos do niimero de caminhos que nao compartilham

arestas:

Teorema 2.1.22. Um grafo simples, G, com pelo menos dois vértices é n-aresta-conexo
se, e somente se, para quaisquer dois vértices distintos, u e v, de G, houver pelo menos n
caminhos u — v (ndo necessariamente simples) aresta-disjuntos em G, ou seja, caminhos

u — v sem arestas em comum (dois a dois).

Uma prova para o Teorema 2.1.22 pode ser encontrada em (CLARK; HOLTON, 1991).

Uma consequéncia importante deste teorema para o presente trabalho é a seguinte: se G
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é um grafo 2-aresta-conexo, entao G nao pode possuir uma ponte, pois, de acordo com
o Teorema 2.1.22, ha pelo menos dois caminhos aresta-disjuntos em G unindo os dois
extremos de cada aresta. Logo, toda aresta de G pertence a um ciclo (simples) no grafo
G. Note que se GG é cibico e possui mais de dois vértices, entao 2-aresta-conectividade
implica 2-conectividade, pois se houvesse um ponto de articulagao em um grafo 2-aresta-
conexo, (7, entao uma das arestas incidentes no ponto de articulacao seria uma ponte.
Mas, sendo G 2-aresta-conexo, isso é impossivel. Grafos 2-aresta-conexos sao de grande

interesse aqui.

Figura 2.1: Um grafo 2-aresta-conexo que nao é 2-conexo.

Finalmente, tém-se as definigoes de arvore, floresta e arvore geradora:

Definigao 2.1.23. Uma drvore é um grafo conexo e aciclico (isto é, que nao possui ciclos).
Uma floresta ¢ um grafo cujas componentes conexas sao arvores. Uma drvore geradora
de um grafo G é um subgrafo gerador de G que também ¢é uma arvore, ou seja, conexo e

aciclico.

2.2 Emparelhamentos

Como dito antes, esta monografia descreve um algoritmo para encontrar emparelha-
mentos perfeitos em grafos ctibicos e sem pontes. Esta secao é dedicada a formalizagao da
nogao de emparelhamento em grafos e alguns fatos importantes relacionados a esta nogao.
Informalmente, um emparelhamento envolve a formagao de pares disjuntos de vértices de
um grafo, “casando-os” dois a dois. O emparelhamento é perfeito quando todos os vértices

do grafo estiverem “casados” de forma que cada vértice faca parte de exatamente um par.

Definigao 2.2.1. Dado um grafo G = (V, E, st), um emparelhamento M em G é um
subconjunto de arestas de F tal que quaisquer duas arestas distintas em M nao possuem
extremos em comum (ou seja, ndo sao adjacentes) ou, equivalentemente, tal que cada

vértice v € V seja incidente em, no méaximo, uma aresta em M. Diz-se que um vértice
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v € V esta emparelhado (ou saturado com respeito a M) se, e somente se, ele é incidente

em alguma aresta em M, e é dito ndo emparelhado (nao saturado ou livre) caso contrario.

A Figura 2.2 ilustra um emparelhamento em um grafo com quatro vértices e seis
arestas. As arestas do emparelhamento s@o mostradas em vermelho e as arestas que nao
estao no emparelhamento sao mostradas em azul. Usar-se-a esta convencao de cores daqui

em diante.

o N

Figura 2.2: Exemplo de emparelhamento.

Um emparelhamento, M, em um grafo G é um conjunto de arestas. Logo, a cardi-
nalidade (ou tamanho) de M corresponde ao numero de arestas que ele contém. Assim
sendo, uma maneira de construir um emparelhamento é escolhendo, iterativamente, ares-
tas cujos extremos ainda nao estejam saturados, até que nenhuma outra aresta possa ser
adicionada. Um emparelhamento construido dessa maneira ¢ definido por (WEST, 2002)
como maximal, nao sendo necessariamente de cardinalidade mdxima, conforme a definicao

abaixo:

Definigao 2.2.2. Seja G = (V, E, st) um grafo, e M o conjunto de todos os emparelha-
mentos em G. Um emparelhamento M em M é de cardinalidade mdxima se, e somente
se,

| M| > [M'],

para todo M’ € M, onde |A| é a notagao de cardinalidade de A, para qualquer conjunto
A.

Definigao 2.2.3. Seja G = (V, E, st) um grafo. Um emparelhamento M em G ¢ um
emparelhamento perfeito se todos os vértices de G estao saturados (emparelhados) com

respeito a M.

O emparelhamento da Figura 2.2 é perfeito.

Observe que todo emparelhamento perfeito ¢ um emparelhamento de cardinalidade

méxima, mas nem todo emparelhamento de cardinalidade méxima é perfeito. Quando um
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emparelhamento de cardinalidade méxima, M, nao é perfeito, o grafo nao admite um em-
parelhamento perfeito. Caso contrario, haveria um emparelhamento (isto ¢, o emparelha-
mento perfeito) de cardinalidade maior que |M|, o que contradiz o fato da cardinalidade,
|M|, de M ser méaxima. Observe também que um subgrafo gerador, G', de um grafo G,

¢ um 1-fator de G se, e somente se, o conjunto de arestas de G’ ¢ um emparelhamento

perfeito em G.

Definicao 2.2.4. Seja M um emparelhamento em um grafo G. Entao, um caminho al-
ternante com respeito a M é um caminho simples cujas arestas estao alternadamente nos
conjuntos &/ — M e M, isto é, um caminho simples que alterna arestas livres e ocupadas
com respeito a M. Caso os vértices extremos desse caminho sejam livres com respeito
a M, diz-se também que o caminho é um caminho de aumento com respeito a M. As-
sim, as arestas extremas de um caminho de aumento também sao livres com respeito ao

emparelhamento.

O teorema a seguir estabelece uma importante relagao entre emparelhamentos de
cardinalidade maxima e caminhos de aumento. Esta relacao é a base de praticamente
todos os algoritmos para encontrar emparelhamentos de cardinalidade maxima em grafos

arbitrarios:

Teorema 2.2.5 (Berge, 1957). Seja G um grafo sem lagos e M um emparelhamento
em GG. Entao, M é méximo se, e somente se, G nao possui nenhum caminho de aumento

com respeito a M.

A prova dada por Berge pode ser encontrada em (CLARK; HOLTON, 1991). O interes-
sante é que a prova é construtiva e fornece um algoritmo para que um emparelhamento de
cardinalidade maxima seja encontrado. De maneira geral, o algoritmo consiste em procu-
rar por caminhos de aumento no grafo com respeito a um emparelhamento qualquer, M.
Caso um caminho, P, de aumento seja encontrado, o emparelhamento M é substituido

por outro,

M =(M-P)u(P-M),

de maior cardinalidade. Em seguida, repete-se a busca por outro caminho de aumento no
grafo com respeito a M, com M = M’. Caso nenhum caminho de aumento com respeito a
M exista, o Teorema 2.2.5 garante que o emparelhamento atual, M, possui cardinalidade

maxima.

Basicamente, todos os algoritmos conhecidos para encontrar emparelhamentos de car-

dinalidade méxima em um grafo qualquer, GG, se distinguem pela forma como a operagao
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fundamental da prova de Berge, encontrar um caminho de aumento com respeito ao em-
parelhamento atual, é realizada. O primeiro algoritmo deterministico de tempo polinomial
para encontrar um tal emparelhamento foi dado por Jack Edmonds (EDMONDS, 1965) e
possui complexidade O(v(G)*). O trabalho de Edmonds inspirou uma série de novos algo-
ritmos e implementagoes computacionais robustas, que sao de grande valor em aplicacoes

praticas.

Em 1976, Gabow e Lawler mostraram, independentemente, que implementacoes mais
cuidadosas do algoritmo de Edmonds possuem complexidade de tempo O(v(G)?) (GA-
BOW, 1976; LAWLER, 2001). A partir dai, muitas outras modificagoes que simplifica-
ram e reduziram a complexidade de tempo do algoritmo foram propostas. Atualmente,
os algoritmos propostos por Micali e Vazirani (MICALI; VAZIRANI, 1980), Blum (BLUM,
1990) e Gabow e Tarjan (GABOW; TARJAN, 1991), todos com complexidade de tempo
O(e(G) - v/v(G)), ainda sdo o que ha de melhor em termos de algoritmos deterministi-
cos para o problema de encontrar emparelhamentos de cardinalidade maxima em grafos

quaisquer.

2.3 O teorema de Petersen

Como ja foi dito diversas vezes, o interesse desta monografia é por grafos ctbicos e
sem pontes. Tais grafos gozam de uma propriedade importante: eles admitem um em-
parelhamento perfeito. Este fato foi provado pelo matematico dinamarqués, Julius Peter
Christian Petersen, em 1891 (PETERSEN, 1891) e ficou bastante conhecido como o teorema

de Petersen:

Teorema 2.3.1. Todo grafo ciibico e sem pontes admite um emparelhamento perfeito.

H& intimeras demonstragoes deste teorema. Uma das mais conhecidas e elegantes
pode ser facilmente obtida a partir de um resultado provado por William Tutte, em
1947 (DIESTEL, 2000). No entanto, esta demonstragao e muitas outras nao sao construtivas
e, portanto, nao fornecem um algoritmo que possa ser utilizado para se encontrar um
emparelhamento perfeito, como é o caso da prova dada por Berge para o Teorema 2.2.5.
Uma excec¢do é a prova dada por Orrin Frink Jr. em 1926 (FRINK JR., 1926). A prova
de Frink para o teorema de Petersen se baseia em um resultado, denominado aqui de
teorema de Frink, que, por sua vez, faz uso de uma operagao local em grafos conhecida

como reducao de aresta.
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Seja e = {u,w} uma aresta de um grafo qualquer, GG, que 1) conecta dois vértices
distintos de grau 3 cada e 2) ndo é uma aresta paralela, como mostra a Figura 2.3. As
arestas e; e ey sao incidentes no vértice u e as arestas es e e4 sao incidentes no vértice w.
Removem-se de G os vértices u e w e as cinco arestas, e, €1, es, €3 € e4, neles incidentes
e adicionam-se duas novas arestas, ej3 e eqy, conectando o vértice x; ao vértice x3 e o
vértice x5 ao vértice xy, respectivamente. Denomina-se o grafo resultante de G1. Se, por
outro lado, as arestas adicionadas sao e14 € es3, que conectam o vértice x; ao vértice x4 € 0
vértice xo ao vértice x3, respectivamente, entao o grafo resultante ¢ denominado G,. Diz-se

que os dois grafos, G1 e Gy, originam-se de G a partir da reducao da aresta e = {u,w}.

€14 €23
€13 €24

G1 GQ

Figura 2.3: Reducdo da aresta e = {u, w}.

O teorema de Frink pode ser agora enunciado como segue:

Teorema 2.3.2 (Teorema de Frink). Seja G um grafo conexo, ctbico e sem pontes e
seja e uma aresta de G que nao pertence a um 2-ciclo em G. Sejam G e G5 os dois grafos
cubicos que se originam de G a partir da redugao da aresta e. Entao, pelo menos um

desses dois grafos, GG; ou G, é, a0 mesmo tempo, um grafo conexo, ctibico e sem pontes.

A prova de Frink para o Teorema 2.3.2 estd detalhada no Apéndice A. Embora a
prova deste teorema utilize o método de reducao ao absurdo (ou seja, contradigao), ela
faz uso de uma operagao construtiva: a reducao de aresta. Usando esta operagao e o
Teorema 2.3.2, Frink provou o teorema de Petersen. Mais recentemente, Bield, Demaine,
Bose e Lubiw perceberam que a operagao de reducao de aresta poderia ser utilizada para
se obter um algoritmo para determinar emparelhamentos perfeitos em grafos ctbicos e
sem pontes (BIEDL et al., 2001). Este algoritmo, que é descrito em detalhes no capitulo
que segue, baseou-se também em outras passagens da prova de Frink para o teorema de

Petersen.
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A importancia do algoritmo em (BIEDL et al., 2001) é que a complexidade de tempo
dele ¢ assintoticamente menor do que a dos algoritmos para encontrar emparelhamentos de
cardinalidade maxima em grafos quaisquer. Logo, se a classe de grafos que se quer estudar
for a dos grafos ctibicos e sem pontes, como ¢é o caso aqui, os algoritmos mencionados na
segao anterior, isto €, os algoritmos em (MICALIL; VAZIRANI, 1980; BLUM, 1990; GABOW;
TARJAN, 1991), ndo sdo os mais indicados. Em 2010, Diks e Stanczyk modificaram o
algoritmo em (BIEDL et al., 2001) e obtiveram um algoritmo de complexidade de tempo
ainda menor (DIKS; STANCZYK, 2010). Este algoritmo ¢é o principal objeto de estudo desta

monografia.
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3 Revisao Bibliografica

Este capitulo revisa os dois principais trabalhos que motivaram o presente trabalho
de final de curso. Os dois trabalhos fornecem os algoritmos mais eficientes e conhecidos
na literatura para encontrar emparelhamentos perfeitos em grafos ciibicos e sem pontes.
Como visto na Segao 2.3, tais grafos sempre admitem um emparelhamento perfeito e este
fato ¢ uma decorréncia do teorema de Petersen. Os algoritmos em questao foram inspirados
na prova desenvolvida por Frink (veja o Apéndice A) para o teorema de Petersen (FRINK

JR., 1926).

Em particular, a prova de Frink para o teorema de Petersen depende de um teorema
provado por Frink, chamado aqui de teorema de Frink (veja o Teorema 2.3.2). A prova
deste teorema ¢ inerentemente algoritmica, mas o algoritmo que se deriva diretamente
dela nao é mais eficiente do que os algoritmos mais eficientes para encontrar emparelha-
mentos de cardinalidade maxima em grafos quaisquer (MICALI; VAZIRANI, 1980; BLUM,
1990; GABOW; TARJAN, 1991). No entanto, Biedl, Bose, Demaine e Lubiw (BIEDL et al.,
2001) identificaram os “gargalos” do algoritmo resultante da prova de Frink e propuseram
modifica¢oes que resultaram em um algoritmo com complexidade assintoticamente menor
do que a dos algoritmos em (MICALI; VAZIRANI, 1980; BLUM, 1990; GABOW; TARJAN,
1991).

Mais recentemente, Diks e Stanczyk (DIKS; STANCZYK, 2010) foram capazes de re-
duzir, ainda mais, a complexidade de tempo do algoritmo proposto por Biedl e seus
colegas (BIEDL et al., 2001), obtendo um algoritmo mais eficiente para encontrar empare-
lhamentos perfeitos em grafos ciibicos e sem pontes; de fato, o algoritmo mais eficiente
(para o problema em questao) que se tem conhecimento na literatura até o presente mo-

mento.

A Segao 3.1 descreve o algoritmo resultante da prova de Frink para o teorema de
Petersen, enfatizando as duas operagoes do algoritmo que sao responsaveis pela cota

inferior da complexidade de tempo de pior caso do algoritmo. A Segao 3.2 discute o
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algoritmo proposto por Biedl, Demaine, Bose e Lubiw em (BIEDL et al., 2001), detalhando
a estratégia usada pelos autores para reduzir a complexidade do algoritmo resultante da
prova de Frink. A Segao 3.3 apresenta o algoritmo proposto por Diks e Stanczyk em (DIKS;
STANCZYK, 2010), que consiste em uma melhoria do algoritmo proposto em (BIEDL et al.,
2001).

3.1 O algoritmo de Frink

Seja G um grafo cubico e 2-aresta-conexo. Como visto na Segao 2.1, se um grafo é
2-aresta-conexo isso implica que ele também é conexo e sem pontes. Por sua vez, como
o grafo é cubico, a inexisténcia de pontes implica a inexisténcia de lagos, embora o grafo
possa possuir arestas duplas e triplas. Mas, como o grafo G é conexo, se G possuir uma
aresta tripla, entao o grafo G’ é um grafo com apenas dois vértices e trés arestas (triplas),
como ilustra a Figura 3.1. Por outro lado, se o grafo G nao possui aresta tripla, entao G
possui uma aresta simples, pois se todas as arestas do grafo fossem duplas, o grafo nao

seria cubico.

Figura 3.1: Um grafo ciibico e 2-aresta-conexo com arestas triplas que possui apenas 2
vértices.

As observagoes do paragrafo anterior, juntamente com o teorema de Frink (isto é,
o Teorema 2.3.2), permitem a construgao de um algoritmo recursivo para encontrar um
emparelhamento perfeito em G. Lembre-se de que o teorema de Frink diz que se e é uma
aresta simples de G, entao pelo menos um dos dois grafos, G e Gg, que se originam em
G a partir da redugao de e €, ao mesmo tempo, conexo, cibico e sem pontes. Entao, a
idéia por tras do algoritmo baseado na prova dada por Frink para o teorema de Petersen

é:

e Se GG ¢é isomorfo ao grafo da Figura 3.1, entao um emparelhamento perfeito, M,
de G ¢é definido escolhendo-se uma das trés arestas triplas. Este é o caso base da

recursao.

e Caso contrario, sabe-se que G possui uma aresta simples, e. Aplicam-se as duas

redugoes possiveis de e e obtém-se dois grafos cubicos, G; e Gy, um para cada
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possivel escolha de redugao (veja a Figura 2.3). O teorema de Frink garante que
um desses dois grafos é conexo, ciibico e sem pontes (e, portanto, 2-aresta-conexo).
Identifique um dos grafos, G; ou G, que é conexo, ctibico e sem pontes. Denote o

grafo encontrado por G’.

e Execute o algoritmo para a entrada G = G’. Seja M’ o emparelhamento perfeito de
G’ devolvido na chamada recursiva. Retire de M’ as arestas de G’ que nao pertencem

a G. Defina M = M’ e “estenda” M para torna-lo um emparelhamento perfeito de

G.

Ha duas operagoes criticas no algoritmo acima: (a) identificar um dos grafos, G; ou G,
que é conexo, cubico e sem pontes e (b) estender M para torné-lo um emparelhamento
perfeito de G. A existéncia de um grafo em {Gp,G2} que seja conexo, cubico e sem
pontes ¢ garantida pelo Teorema 2.3.2. Por sua vez, a existéncia de um emparelhamento
perfeito, M, de GG é garantida pelo teorema de Petersen. Logo, necessita-se detalhar como
as operagoes (a) e (b) podem ser efetuadas e qual é a complexidade de tempo de cada

uima.

De forma pouco eficiente, pode-se realizar a operagao (a) com uma simples adaptagao
de um algoritmo para busca em profundidade em grafos, o qual conta quantas componentes
biconexas ha no grafo (TARJAN, 1972). Neste caso, a complexidade da operacao (a) se

torna

O(v(G) + e(G)) = O(v(G)),

pois e(G) = ©(v(G)) para um grafo cibico G. Para a operacao (b), suponha, sem perda
de generalidade, que o grafo GG; tenha sido o grafo identificado como conexo, ctibico e sem
pontes pelo algoritmo. Isto implica que ha exatamente trés possiveis situagoes com respeito
as arestas ej3 e egy originadas a partir da redugao da aresta e de G e o emparelhamento
M’ de G' = Gy (veja a Figura 3.2): (i) as duas arestas, e13 e ey, estao em M’, (ii) as duas
arestas, ez e ey, nao estdo em M’ e (iii) apenas uma das duas arestas, €13 € ea4, esta em
M.

Os casos (ii) e (iii) sdo triviais. De fato, no caso (ii), basta inserir a aresta {u,w} em
M = M’ para se obter um emparelhamento perfeito de G. No caso (iii), se e;3 € M’,
entdo basta inserir as arestas {u,z1} e {w,z3} em M = M’ — {ei3} para se obter um
emparelhamento perfeito de G. De forma andloga, se ey € M’, entdo basta inserir as
arestas {u, o} e {w, x4} em M = M’ — {e94} para se obter um emparelhamento perfeito

de G. Observe que, tanto em (ii) quanto em (iii), M pode ser obtido de M’ em tempo
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Figura 3.2: As configuracoes (ii) e (iii) e as respectivas redugdes sendo desfeitas.

constante.

O caso “problematico” é o caso (i). Neste caso, apela-se para um resultado interme-
diario da prova dada por Frink para o teorema de Petersen: se o grafo G é conexo, cibico
e sem pontes e M é um emparelhamento perfeito de G, entao toda aresta, e, de G estd
contida em um ciclo alternante de G com respeito a M (veja o Lema A.3.1 no Apén-
dice A). Entao, escolhe-se uma das duas arestas, ej3 ou ey, em M e procura-se por um

ciclo alternante que a contém. Uma vez que este ciclo, C, seja encontrado, redefine-se M

M = (M —C)uU(C—M).

Observe que o novo M’ ainda é um emparelhamento perfeito de G'. No entanto, tem-
se, agora, que ej3, ey € M’ ou exatamente uma delas estd em M’. Logo, o problema
¢ reduzido para o caso (ii) ou o caso (iii) e, a partir dai, procede-se como explicado
anteriormente. O seguinte teorema diz que o ciclo C' pode ser encontrado em tempo linear

em v(G) (BIEDL et al., 2001):

Teorema 3.1.1. Sejam G, M e e um grafo cibico e sem pontes, um emparelhamento
perfeito de G' e uma aresta qualquer de G, respectivamente. Entao, pode-se encontrar, em
tempo O(v(G)), um ciclo, C, alternante em G com respeito ao emparelhamento M tal

que e € C.

Demonstracao. Ha duas possiveis situagoes para e com respeito a M: e € M oue & M.
Se e € M entao remova e de G. Pelo Lema A.3.1, sabe-se que h& um ciclo, C, alternante
em G com respeito a M tal que e € C. Logo, hda um caminho de aumento em G — e
com respeito a M — {e} que conecta os vértices extremos, = e y, de e. Como todos os
vértices de G — e, com excegao de x e y, estdo emparelhados com respeito a M — {e}, tal

caminho pode ser encontrado em tempo linear em O(v(G —e)) utilizando-se, por exemplo,
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o algoritmo em (GABOW; TARJAN, 1985) na entrada (G —e, M —{e}, x, y) para encontrar
caminhos de aumento conectando dois vértices quaisquer de um grafo. Por outro lado, se
e & M entao sejam e; e ey as outras duas arestas incidentes em um extremo, x, de e. Uma
delas, diga-se e, deve pertencer a M, pois M ¢é perfeito e, portanto, o vértice x deve ser
saturado com respeito a M. Logo, nenhum ciclo alternante com respeito a M pode conter
e e ey. Isto implica que um ciclo, C', alternante, com respeito a M, que contenha e tem
de conter e;. Logo, o ciclo C' também é um ciclo alternante em G — e; com respeito ao
emparelhamento perfeito, M, de G —e5. O ciclo C' pode ser encontrado se um caminho de
aumento, P, com respeito a M — {e;}, for procurado no grafo G — {e1, e2}, que é o grafo
obtido pela remocao das arestas e; e e5 de G. De fato, o caminho P tem de conectar x ao
extremo de e; distinto de z, pois todos os demais vértices de G — {e1, e5} estao saturados
com respeito a M — {e;}. Como e ¢ a tnica aresta incidente em z, tem-se que P tem de
conter e. Ao se incluir a aresta e; em P, obtém-se o ciclo C'. Como P pode ser encontrado
em tempo O(v(G —{ey,e2})), o ciclo C' também pode e, portanto, a afirmagao do teorema
é valida. O

Observe que a prova do Teorema 3.1.1 fornece uma forma de se encontrar um ciclo
alternante, com respeito ao emparelhamento M’ de G’, que contém e3 ou egy. Logo, a
descricao de todos os detalhes algoritmo de Frink est4 completa. Uma simples prova por
indugao no namero, v(G), de vértices de G fornece a corretude do algoritmo de Frink e,
também, mostra que o algoritmo possui tempo O(v(G)?), pois cada passo da recursao
gasta O(v(G)) unidades de tempo — para identificar G' e para calcular M a partir de M’
— e remove dois vértices do grafo G — para obter G'. Como ha v(G) vértices no grafo G,

ha ©(v(G)) chamadas recursivas. Logo, a complexidade de tempo do algoritmo de Frink

¢ O(v(G)?).

3.2 O algoritmo de Biedl, Demaine, Bose e Lubiw

Utilizar o algoritmo de Frink para encontrar um emparelhamento perfeito em um grafo
cibico e sem pontes é menos eficiente do que utilizar qualquer um dos algoritmos em (MI-
CALI; VAZIRANI, 1980; BLUM, 1990; GABOW; TARJAN, 1991), pois esses encontrariam o
emparelhamento desejado em tempo O(e(G)-+/v(G)) = O(v(G)'9), pois e(G) = O(v(Q))
para grafos ctubicos. Os gargalos do algoritmo de Frink, com respeito a complexidade de
tempo, s@o as operagoes (a) e (b), discutidas na Se¢ao 3.1, as quais podem requerer tempo

Qv(G)).
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Biedl, Demaine, Bose e Lubiw propuseram, em (BIEDL et al., 2001), duas modificagdes
importantes no algoritmo de Frink. Uma delas elimina, totalmente, a necessidade de se
encontrar um ciclo alternante durante a operagao (b). A outra modificagdo permite re-
duzir a complexidade da operacdo (a) para O(Ig*v(G)). Com essas duas modificacdes,
o algoritmo resultante passa a ter complexidade de tempo O(v(G) - Ig* v(G)) e se torna
uma solugdo bem mais atraente do que a utilizagao dos algoritmos em (MICALI; VAZIRANI,
1980; BLUM, 1990; GABOW; TARJAN, 1991), que podem ser aplicados a grafos quaisquer,
mas que sao menos eficientes para a classe de grafos que realmente interessa ao presente

trabalho.

Para eliminar a necessidade de se encontrar um ciclo alternante durante a operacao
(b), Biedl e colegas forneceram uma versao ligeiramente distinta do teorema de Petersen:
todo grafo cibico e 2-aresta-conexo possui um emparelhamento perfeito que nao usa uma
dada aresta, f. Agora, ao invés de escolher uma aresta arbitraria e com a qual realizar
uma reducao no algoritmo de Frink, deve-se escolher uma aresta simples, g, adjacente a

aresta f.

A reducado é realizada com ¢ e, em seguida, a aresta que for incidente a um dos
extremos de f no grafo anterior a redugao passa a ser a nova f. A escolha da nova aresta,
f, depende de qual redugao foi utilizada. O propoésito de Biedl e colegas em realizar
redugdes da forma descrita acima é que, no méaximo, uma das arestas de G’ originadas
com a redugao (isto é, ej3 ou egy se G' = Gy e ey ou ey3 se G' = () pertencerda a M'.
Logo, um emparelhamento perfeito, M, sempre poderé ser calculado sem a necessidade

de se encontrar um ciclo alternante.

Mais especificamente, seja f uma aresta qualquer de G que nao se deseja ter em M.
Suponha, inicialmente, que existe uma aresta simples, g, em G que é adjacente & aresta
f. Fazendo referéncia a Figura 2.3, assuma que f = {z;,u} e ¢ = {u,w}. Agora, no
algoritmo de Frink, utiliza-se g para efetuar a reducao. Em seguida, escolhe-se a nova f
para ser {x1, 23} se G’ = Gy; caso contrério, a nova f é {x1,x4}. Usando um argumento
indutivo, assume-se que a nova aresta f nao estara presente em M’. Logo, no momento

de calcular M a partir de M’, os tinicos casos possiveis s@o os casos (ii) e (iii) da operagao
(b).

Quando todas as arestas adjacentes a f nao sao simples, o argumento anterior nao
pode ser aplicado. Como o gréafico é ctubico, as arestas adjacentes a f devem ser todas
arestas duplas. Seja g = {x,y} uma dessas arestas. Um dos extremos de g, diga-se x, é

comum a f = {w,z}, enquanto o outro extremo, y, tem de pertencer, também, a uma
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aresta simples, h = {y, z}, distinta de f (veja a Figura 3.3). A modificagdo proposta por
Biedl e colegas, neste caso, é eliminar as arestas f, g, h e a outra aresta dupla paralela
a g de G e adicionar uma aresta j = {w, z} ao grafo resultante. Este grafo passa a ser o
grafo G’ e o algoritmo é invocado, recursivamente, com G = G’ e a nova aresta [ igual a
j. No retorno da chamada recursiva, sabe-se, pela hipotese indutiva, que a aresta f nao
pertence ao emparelhamento M’. Logo, o emparelhamento perfeito, M, de G pode ser
calculado a partir de M’ com a inclusdo de um dos lados de g em M: M = M' U {g},

como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3: O caso em que nao h4 arestas simples adjacentes a f.

Ja para reduzir a complexidade da operacao (a), foi necessario levar em conta que
testar se o grafo reduzido é 2-aresta-conexo equivale a testar se existem dois caminhos
aresta-disjuntos entre cada par de seus vértices (veja o Teorema 2.1.22), o que é conhecido
na literatura de Teoria dos Grafos como o problema da 2-aresta-conectividade. Para isso,
Biedl, Bose, Demaine e Lubiw fizeram uso de uma das estruturas dindmicas descrita
em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001), capaz de suportar esse tipo de consulta (se
um par de vértices é 2-aresta-conexo), além de inser¢oes e remogoes de arestas, em tempo

O(lg" v(G)).

Para descobrir a reducao correta, basta remover da estrutura dinamica as arestas
que seriam retiradas em uma das duas reducoes e testar, para cada par de vértices em
{1, 29, 23,24} (um nimero constante, portanto), se ainda existem dois caminhos aresta-
disjuntos entre eles. Se a resposta for verdadeira para todos os pares, basta escolher como
G’ o grafo — GG ou GGy — correspondente a reducao. Caso contrario, o teorema de Frink
garante que a outra reducao é a correta. Logo, a complexidade de tempo do algoritmo
proposto por Biedl e colegas ¢ O(v(G)-1g* v(G)). Um pseudocodigo do algoritmo é exibido
no Algoritmo 3.1. Assume-se que a estrutura dinamica D jé foi inicializada com as arestas
de G, e que uma aresta qualquer de G foi passada como argumento para ser a primeira

aresta f.



41

Algoritmo 3.1 BIEDL(G, D, f)

Entrada: Um grafo cubico e sem pontes, G = (V, E, st)
Entrada: Estrutura de 2-aresta-conectividade, D, inicializada com as arestas de F
Entrada: Uma aresta f que nao fara parte do emparelhamento
Saida: Um emparelhamento perfeito M de G
M <+ 0
escolha uma aresta g = U{z,y} € F adjacente a f
se |V| =2 entao
M+ M U{g}
senao
se g ¢ simples entao
utilize D para identificar a reducao apropriada
G’ + grafo resultante da reducao apropriada
f + a aresta de G’ que nao estd em G e é adjacente & velha f
M <« BIEDL(G', D, f)
se apenas uma das arestas reduzidas esta em M entao

sejam e; e ey as arestas que ligam os extremos dessa aresta aos de g
M+ MU {61, 62}

senao
M+ M U{g}
fim se
senao
G '+ G—ux,y

J < a aresta unica colocada no lugar das removidas
M <« BIEDL(G', D, j)
M +— M U{g}
fim se
fim se
return M

3.3 O algoritmo de Diks e Stanczyk

Mais recentemente, Diks e Stanczyk propuseram uma nova modificagao no algoritmo
de Frink que resultou em um aperfeicoamento significativo sobre o algoritmo desenvolvido
por Biedl e colegas (DIKS; STANCZYK, 2010). De forma geral, os autores elaboraram uma,
nova maneira de realizar o teste para identificar a reducao correta, que nao utiliza a
complexa estrutura de 2-aresta-conectividade adotada pelo algoritmo de Biedl e colegas.
Para tal, eles levam em conta algumas propriedades dos grafos ciibicos e sem pontes
e adotam duas outras estruturas de dados: a estrutura de conectividade dindmica —
coincidentemente apresentada no mesmo artigo que a adotada pelo algoritmo de Biedl e
colegas em (BIEDL et al., 2001) — e as arvores dinamicas de Sleator e Tarjan (SLEATOR;
TARJAN, 1983).
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De maneira semelhante a de 2-aresta-conectividade, a primeira estrutura de dados
suporta operacoes de insercao e remocao de arestas e consultas sobre se dois vértices de
um grafo, GG, estao conectados. Todas essas operagoes possuem complexidade amortizada
O(Ig” v(@)). Ja a segunda estrutura mantém uma floresta dinamica, H, que suporta, em
tempo amortizado O(lgv(H)), a inser¢ao e remoc¢ao de arestas e o célculo do ancestral
comum mais proximo — isto €, o de menor altura — de dois vértices, u e w, em uma arvore
enraizada. Esta operacgdo é denotada aqui por LCA(u,w) — do inglés Lowest Common

Ancestor.

No algoritmo em (DIKS; STANCZYK, 2010), a estrutura de conectividade dinamica (que,
por brevidade, sera denominada D daqui em diante) deve ser inicializada com as arestas
do grafo GG fornecido como entrada para o algoritmo. A estrutura manteré, internamente,
uma floresta geradora de G cujas arvores (apos serem enraizadas) sao representadas utili-
zando arvores dinadmicas (estrutura que sera chamada T'). Isso ¢ feito através da insergao,
em T', de todas as arestas da arvore geradora em D. Dessa forma é possivel se encontrar
o ancestral comum mais proximo para quaisquer dois vértices do grafo, o que pode ser
necessario na hora de determinar qual é a redugao apropriada (i.e., aquela que preserva bi-
conectividade). A maneira como esse teste é realizado é, essencialmente, a tinica alteragao

proposta por Diks e Stanczyk para o Algoritmo 3.1.

Para ser mais especifico, considere o momento em que o algoritmo se prepara para
determinar que redugao utilizar. Primeiro, remove-se de G e da estrutura D as arestas e,
e1, e, €3 € e4 que nao pertencerao a G'. A Figura 3.4(a) ilustra a estrutura de G antes
das arestas serem removidas. A Figura 3.4(b) mostra a redugao levando a um grafo nao
conectado. A Figura 3.4(c) exibe a redugao levando a um grafo biconectado. Em seguida,
consulta-se D para determinar se o vértice x; ainda esta conectado aos vértices x,, x3 e
x4. Isso equivale a verificar se o grafo, G”, resultante da remocao das arestas e, ey, e,
es e e4 de GG se tornou desconexo ou permaneceu conexo. Neste instante, o algoritmo
considera os dois possiveis resultados da consulta a estrutura D: 1) G” é desconexo ou 2)

G" permaneceu conexo.

Como, por hipdtese, o grafo G é um grafo 2-aresta-conexo, cada uma das arestas, e,
e1, €9, e3 € ey, faz parte de um ciclo em G. O fato da aresta e pertencer a um ciclo em
G implica que e ndo é ponte de G e que existe, em G”, um caminho entre x; e z3 (ou
x4) ou um caminho entre x5 e x4 (ou x3). Suponha que exista um caminho entre x; e
x3 em G”. Afirma-se que ha um caminho entre z5 e x4 em G”, pois se tal caminho nao

existisse, entao as arestas e, e ey seriam pontes em (G, o que contradiz a hipdtese de G
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ser 2-aresta-conexo. Reciprocamente, se houver um caminho entre z; e x4 em G”, entao

h& um caminho entre x5 ¢ x3 em G”.

~
-

-
~

Figura 3.4: O caso 1 do algoritmo de Diks e Stanczyk.

Pelo exposto acima, aplicam-se dois testes de conectividade, ao invés de biconectivi-
dade, no grafo G” para determinar qual dos dois casos, 1 ou 2, é o caso que se tem. Por
exemplo, testa-se se x; estd conectado a x3. Em caso afirmativo, sabe-se que x5 esté co-
nectado a x4. Entao, basta testar se x; também esté conectado a x4 para determinar se o

I 2 ~ 2 2
grafo G” é desconexo ou conexo. Se x; nao esta conectado a x3, sabe-se que x; esta conec-
tado a x4, x9 estd conectado a x3 e G” é desconexo. Logo, necessita-se de duas consultas

a estrutura de dados dindmica D, cada qual pode ser realizada em tempo amortizado

O(1g2v(G)).

Observe que se o resultado dos testes indicar o caso 1, a redugao apropriada também
pode ser inferida do resultado, ou seja, sem a necessidade de se fazer mais testes de
conectividade. De fato, se h4 um caminho entre z; e x3 em G”, aplica-se a reducao
que gera o grafo Gy da Figura 2.3, pois Gy é 2-aresta-conexo. Caso contrario, hd um
caminho entre z; e x4 em G” e, portanto, deve-se aplicar a reduc¢ao que gera o grafo G
da Figura 2.3. Em ambos os casos, o grafo G’ passa a ser o grafo que se origina da redugao

da aresta {u,w}.

O problema surge, porém, quando se tem o caso 2 e é justamente ai que se vé a
principal contribuicao de Diks e Stanczyk. Como o grafo G” é conexo, considere a arvore
geradora, T”, de G” em D. Considere a subarvore, H, de T"” que consiste de todas as
arestas nos caminhos que conectam os vértices x1, xs, x3 € x4 em T”. De acordo com
uma prova exposta na pagina 327 de (DIKS; STANCZYK, 2010), a reduc¢do que preservara

a biconectividade de G’ é aquela em que as arestas, f e g, resultantes da reducao (isto é,
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f =e13, 9 = e ou f = ey, g = ey3) sdo tais que cada aresta de T” pertence a algum
ciclo em T"” U {f, g}. Para isso, é necessario avaliar os ancestrais comuns mais proximos

dos vértices envolvidos, que devem se enquadrar em um dos trés casos a seguir:

(i) LCA(xy,23) = o, LCA(22,24) = y e LCA(z,y) = 2, com z # x,y;
(ii) LCA(z1,x3) = LCA(z2, x4);
(iii) Este caso possui duas variantes simétricas, cada uma com dois subcasos:

(1) LCA(2y, 23) = @, LCA (29, 4) = 2 e LCA(2, 2) = 2, com 2 # -
(a) LCA(22,2) = 2 ou LCA(z4, z) = x;
(b) LCA(2,2) # z e LCA (24, 7) # 3

(2) LCA (21, 73) = 2, LCA (29, 24) = 2 e LCA(x, 2) = x, com 2 #
(a) LCA(21,2) = 2 ou LCA(x3, 2) = =
(b) LCA(x1,2) # 2z e LCA(x3,2) # =

A Figura 3.5 ilustra os casos acima — omitindo os subcasos (iii).(2).(a) e (iii).(2).(b),

que sao simétricos aos de (iii).(1) — e, também, a redugao que deve ser aplicada em cada

um.
z z z z
] Q @ - @ -
// \ // \ \ ~ N \ ~ N
T s \\ Y T s/ \\ x N \ T \\ \
. 'R . e’ &----® & - - = v
| | ~ - | | \ ~ - \
’ \ ’ S ¢ \ ’ Y ’ S ¢ Yy
/ | | \ / PREEN \ / | | \ / PREREN \
/ \ / \ / ! / !
1 T T9 \ I Tq To \ 1 T To I| Il T To II
| | | | | |
\ I \ ! \ / \ /
\ / \ / \ / \ /
\ / \ / \ y 4 \ , 4
N 7/ N 7/ N 2 A 7
x3 T4 x3 Ty x3 X4 xs3 X4
Caso (i) Caso (ii) Caso (iii)

Figura 3.5: Algumas das possiveis configuracoes de T” quando G” é conexo.

Nos dois primeiros casos, basta adicionar as arestas f e g conforme especificado na
Figura 3.5. O caso (iii) ¢ um pouco mais complexo, pois sdo necessarios mais dois testes
para descobrir qual reducgao vai gerar ciclos que contenham as arestas entre x e z. Considere
o caso (iii).(1). Se LCA(x9,2) = x ou LCA(x4,2) = = — subcaso (a) — entao a redugao
que gera o grafo GG1, ou seja, que conecta x; com x3 e x5 com x4, deve ser aplicada. Caso

contrario, subcaso (b), a redugao que gera o grafo G, ou seja, que conecta x; com x4 € To



45

com z3, deve ser aplicada. No caso (iii).(2), simétrico ao anterior, a unica diferenga é no
teste a ser realizado, que se inverte. Isto é, o subcaso (a) ocorre quando LCA(xq,2) = 2
ou LCA(z3,2) = z, sendo também aplicada a redu¢do que leva ao grafo G;. De modo
semelhante, aplica-se a reducdo que leva a Gy no subcaso (b). E importante notar que,
em qualquer caso, sao feitas, no maximo, cinco consultas a estrutura dindmica D para se

obter o LCA de dois vértices, cada uma delas com complexidade de tempo O(lgv(G)).
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4  Arvores Splay

Este capitulo descreve um tipo autoajustavel de arvore binéaria de busca, conhecido
na literatura como drvore splay'. Esta estrutura de dados é de interesse especial para
esta monografia, pois ela serve de base para a implementagao da drvore ST descrita no
proximo capitulo, que por sua vez ¢ utilizada na implementagao da principal estrutura de
dados usada pelo algoritmo de emparelhamento perfeito de Diks e Stancyk (veja a Segao
3.3).

O contetdo deste capitulo se baseia inteiramente na descrigao de arvores splay dada
por seus proprios criadores em (SLEATOR; TARJAN, 1985). No entanto, tentou-se fornecer
aqui uma descricao mais detalhada dos algoritmos que manipulam tais arvores e, em
especial, tentou-se preencher algumas lacunas deixadas pelo texto em (SLEATOR; TARJAN,
1985) no que se refere as provas da analise da complexidade amortizada de tempo desses

algoritmos.

A Secao 4.1 apresenta uma visao geral das arvores splay. A Secao 4.2 descreve a
heuristica de autoajuste utilizada pelos algoritmos de manipulagao. A Sec¢ao 4.3 descreve
as operagoes de manipulagao das arvores splay e seus aspectos de implementacao. A
Secao 4.4 conclui o capitulo com uma analise da complexidade dos algoritmos descritos

na Secao 4.3.

4.1 Visao geral

O surgimento das arvores splay foi motivado pela observagao que muitos tipos conhe-
cidos de arvores de busca possuem varias desvantagens. Arvores balanceadas, tais como
aquelas balanceadas por altura (ADELSON-VELSKII; LANDIS, 1962; GUIBAS; SEDGEWICK,
1978) ou por peso (NIEVERGELT; REINGOLD, 1973) e as arvores B (BAYER; MCCREIGHT,
1972) e suas variantes (HUDDLESTON; MEHLHORN, 1981, 1982; MAIER; SALVETER, 1981),

'Em portugués, costuma-se denominar esta arvore de drvore de difusdo.
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sao estruturadas de tal forma que cada operagao de manipulagao possui complexidade
de tempo O(lgn), onde n é o nimero de nos da arvore. No entanto, além dessas arvores
balanceadas necessitarem de espaco extra para armazenar informagcao utilizada pelo pro-
cesso de balanceamento, os seus algoritmos de manipulacao nao sao tao eficientes quanto
o possivel quando o padrao de acesso aos elementos da drvore nao € uniforme, mas ten-

dencioso.

As arvores de busca 6tima (HU; TUCKER, 1979; KNUTH, 1971) garantem o menor
tempo médio de acesso aos elementos da arvore, mas esta garantia assume que os acessos
nao sao correlacionados e possuem probabilidades fixas e conhecidas a priori. Além disso,
o tempo gasto com insercoes e remocoes é mais alto do que nas arvores splay. Ja as arvores
de busca do tipo biased combinam o rapido tempo médio de acesso das arvores 6timas
com a rapida reestruturacao das arvores balanceadas, mas possuem restricoes estruturais
extremamente complexas e mais dificeis de manter do que as das arvores balanceadas.
Finalmente, as arvores de busca do tipo finger (BROWN; TARJAN, 1980; HUDDLESTON;
MEHLHORN, 1982; MAIER; SALVETER, 1981; KOSARAJU, 1981) permitem acesso rapido
na vizinhanc¢a de um ou mais “dedos” (os fingers), mas também requerem espaco extra

para armazenamento de apontadores.

Todas as estruturas mencionadas acima foram projetadas com a finalidade de reduzir
o tempo de pior caso de cada operagao individual. No entanto, em aplicagoes tipicas de
arvores de busca, nao apenas uma, mas toda uma sequéncia de operagoes é realizada.
Neste contexto, o critério de medida de tempo que realmente importa é o que leva em
conta o tempo (total) de execucao de todas as operagoes da sequéncia e nao os tempos
individuais das operacoes. Logo, em tais aplicacoes, deve-se pensar em reduzir o tempo
médio de cada operacao em uma sequéncia de pior caso de operagoes (isto €, uma sequéncia
que maximize o tempo total de execucgao entre todas as sequéncias com o mesmo nimero
de operagoes). Este tempo médio é conhecido como tempo (de execugio) amortizado e
a analise de complexidade que determina o tempo amortizado é conhecida como andlise

amortizada.

Uma das maneiras de se obter um tempo amortizado menor é efetuando algum tipo
de autoajuste em cada operacao sobre a arvore, modificando a estrutura interna dela
com o objetivo de melhorar a eficiéncia de operagoes futuras da sequéncia de operagoes.
Estruturas desse tipo tendem a ser mais faceis de implementar, a necessitar de menos
espago (pois nao armazenam informagoes de balanceamento) e a ter um desempenho

melhor na pratica do que seus equivalentes nao-ajustaveis. Como o foco é na reducao
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do tempo total de execucao da sequéncia de operagoes, algumas operacoes da sequéncia
podem ser computacionalmente onerosas. Isto pode inviablizar o uso dessas estruturas
autoajustaveis em aplicagdes de tempo real. Além disso, tais estruturas requerem uma

quantidade maior de ajustes do que as arvores balanceadas.

As arvores splay sao, justamente, arvores binarias de busca autoajustaveis que fazem
uso de uma heuristica de reestruturacao chamada splaying para reduzir o tempo amorti-
zado de uma sequéncia de operacoes. Esta heuristica consiste, resumidamente, em mover
determinado né para a raiz da arvore através de uma série de rotagoes ao longo do ca-
minho entre a posicao original do ndé em questao e a raiz. A principal desvantagem desse
tipo de arvore é que, por nao armazenar informacao de balanceamento, sua estrutura
pode acabar degenerando para uma lista linear (como ocorre caso todos os elementos
sejam acessados em ordem nao-decrescente). O que implica, conforme mencionado ante-
riormente, que algumas operagoes da sequéncia podem ser bastante lentas. Entretanto, o
tempo amortizado total ainda é logaritmico no ntimero de nés, mesmo em uma sequéncia

de pior caso.

No trabalho ora descrito, arvores splay sao utilizadas na implementagao da arvore ST
do Capitulo 5. Uma arvore ST é composta por uma tinica arvore splay ou por uma cole¢ao
delas. No tltimo caso, as varias arvores splays se conectam entre si por arestas especiais.
A arvore ST nao necessita ser implementada com arvores splay. Ha outras opg¢oes, como
descrito em (SLEATOR; TARJAN, 1983). No entanto, a adogao de arvores splay facilita
a implementacao da arvore ST, além de garantir que o tempo amortizado de qualquer
operagao individual sobre a arvore ST esta em O(lgn), onde n é o nimero de nos da
arvore. Esta garantia nao é dada por outras arvores balanceadas, tais como a AVL ou

rubro-negra.

4.2 Splaying

Como mencionado na Segao 4.1, arvores splay sao arvores autoajustéveis. Isto significa
que a estrutura de uma arvore splay é modificada em funcao da operacao realizada, da
estrutura atual e dos itens acessados pela operagao. Em particular, uma arvore splay muda
sua estrutura a cada operacao de acesso a um item da arvore. Para tal, uma operagao
denominada splaying é utilizada. Esta operacao faz com que o item acessado se torne a
raiz da arvore. Splaying ¢ uma forma de se implementar uma heuristica para reduzir o

tempo amortizado de uma sequéncia de operacoes na arvore. A idéia por tras da heuristica
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é manter os nés mais frequentemente acessados proximos a raiz da arvore. A heuristica se
justifica pela suposicao de que itens recentemente acessados possuem uma maior probabi-
lidade de serem acessados em breve novamente, o que realmente se observa, por exemplo,

no funcionamento de pagina¢do de memoria e memoria cache (TANENBAUM, 2009).

A operacao de splaying se baseia em uma primitiva de reestruturacdo denominada
rotacao, que possui tempo constante e que preserva a propriedade de arvore de busca da
arvore splay, como ilustrado na Figura 4.1. Seja y um n6 da arvore splay que possui o n6
x como filho esquerdo e C' como subarvore direita. Sejam A e B as subarvores esquerda
e direita de x, respectivamente. Entao, a operacao de rotacao a direita rotaciona a aresta
que conecta x a y de tal forma que x se torna pai de y, y se torna filho direito de = e a
subarvore B passa a ser a subarvore esquerda de y. A rotacdo a esquerda é a inversa da

direita.

Rotacao direita

Rotagao esquerda
A B B C

Figura 4.1: Rotagao da aresta entre os nés x e y. Tridngulos denotam subarvores.

Usando uma ou duas rotagoes de cada vez, um no, x, qualquer da arvore pode ser
movido até a raiz da arvore. Mais especificamente, uma sequéncia de operacoes de rotacoes
¢ executada sobre o n6 x de acordo com os trés casos descritos a seguir e ilustrados na

Figura 4.2:

(i) Se o pai de x for a raiz, rotacione a aresta que liga x a seu pai;

(ii) Se o pai, y, de x nao for a raiz e x e y forem ambos filhos esquerdos (ou, respecti-
vamente, filhos direitos), rotacione a aresta que liga y ao avo, z, de x e, em seguida,

rotacione a aresta que liga x a y;

(iii) Se o pai, y, de & nao for a raiz, « for um filho esquerdo e y for um filho direito (ou
vice-versa), rotacione a aresta que liga = a y e, em seguida, rotacione a aresta que

liga x a seu novo pai.

Os casos (i), (ii) e (iii) sdo denominados, respectivamente, zig (pois ocorre apenas uma
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rotagao a direita ou a esquerda), zig-zig (duas rotac¢oes a direita ou duas rotagoes a
esquerda) e zig-zag (uma rotagao a direita seguida por uma rotagdo & esquerda — ou
vice-versa — do mesmo nd). As operagoes de rotagao sdo aplicadas, segundo os casos
acima, até que o n6 x se torne a raiz da arvore. Observe que isto sempre ocorre apos d

rotacgoes, onde d é o nivel de x na arvore, pois cada rotacao diminui o nivel de x em uma

()
N@éﬁﬁ
(%)

unidade.

O.
OSEDAN /X
AN/ \ QI ©

Figura 4.2: Os trés possiveis casos da operagao splaying: (a) Zig. (b) Zig-zig. (c) Zig-zag.

O Algoritmo 4.1 contém o pseudocodigo da operagao splaying. Assume-se que cada
no6 da arvore possui apontadores para o filho esquerdo, filho direito e n6 pai. Desta forma,
as fungoes ESQUERDO(), DIREITO() e PAI(), que recebem um né da arvore e retornam
o filho esquerdo, o filho direito e o pai do nd, respectivamente, sao executadas em tempo
constante. Como cada chamada a ROTATE() faz com que a profundidade de x na &arvore
decresga em uma unidade e como ROTATE() é executada em tempo constante, pode-se

concluir que o corpo do lago enquanto de SPLAY() é executado d vezes, onde d é o nivel
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inicial de x na arvore, e que a complexidade de tempo de uma chamada a fungao SPLAY()
¢ ©(d). Pode-se mostrar também que SPLAY () reduz pela metade a profundidade de cada
n6 do caminho que vai de  a raiz (SLEATOR; TARJAN, 1983), embora isto ndo seja 6bvio

de ver.

Algoritmo 4.1 SPLAY(x)

Entrada: Um n6 z em uma arvore splay T’
Saida: Nenhuma
enquanto PAI(x) # nil faga
y < PAI(z)
z < PAI(y)
se z = nil entao
ROTATE(x)
senao
ambosEsquerdos < (x = ESQUERDO(y)) e (y = ESQUERDO(2))
ambosDireitos < (x = DIREITO(y)) e (y = DIREITO(z2))
se ambosEsquerdos ou ambosDireitos entao
ROTATE(y)
ROTATE(x)
senao
ROTATE(x)
ROTATE(x)
fim se
fim se
fim enquanto

4.3 Operacgoes

As arvores splay suportam todas as trés operacoes basicas do tipo abstrato de dados
(TAD) dicionario: busca, inser¢ao e remogao de elementos. Para se manter coerente com
a bibliografia sobre arvores splay, a operagao de busca serd denominada de operacao de
acesso. Cada uma das trés operagoes, acesso, inser¢ao e remoc¢ao, recebe como parametros

de entrada o valor, 7, da chave de um né e um apontador, ¢, para a raiz de uma arvore

splay:

e ACCESS(7,q): Se a chave i estiver na arvore enraizada em ¢, encontra o n6 que a
contém e devolve um apontador para ele; caso contrario, devolve um apontador para

nil.

e INSERT(i,q): Insere a chave i na arvore enraizada em ¢, assumindo que ela ndo esta

la.
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e REMOVE(7, q): Remove a chave i da arvore enraizada em ¢, assumindo que ela esté

l4.

A fungdo ACCESS() faz uma busca a partir da raiz, ¢, da arvore splay, procurando
pelo n6 que contém a chave i. Se tal n6 for encontrado, ACCESS() executa SPLAY(z),
onde x é o n6 contendo i, e retorna um apontador para ele (que passa a ser a raiz da
arvore). Se a chave ¢ ndo estiver na arvore e a arvore nao estiver vazia, ACCESS() executa
SPLAY () no ultimo né (interno) da arvore visitado durante a busca. Em seguida, devolve
um apontador para o endereco nil. A Figura 4.3 ilustra o funcionamento de ACCESS()
e o Algoritmo 4.2 contém o pseudocodigo da funcdo. E importante notar que, embora

AcCCESS() seja uma operagao apenas de “leitura”, ela modifica a estrutura da arvore.

ACCESs(3)

Figura 4.3: Acesso ao n6 com chave 3.

As operagoes INSERT() e REMOVE() sao implementadas com o auxilio de duas outras

funcoes:

e JOIN(q1, ¢2): Combina as arvores splay enraizadas nos nos apontados por ¢; e g2 em
uma Unica arvore splay e devolve um apontador para a raiz da arvore resultante.
Esta operacao assume que todas as chaves da arvore enraizada em ¢; sao menores
do que aquelas na arvore enraizada em ¢y. As arvores enraizadas em ¢; e ¢o 880

destruidas.

e SPLIT(7,q): Constréi duas arvores splay e devolve apontadores, ¢; e ¢o, para as
raizes dessas arvores. A arvore enraizada no né apontado por ¢; consiste de todas
as chaves da arvore splay enraizada em ¢ que sao menores ou iguais a ¢, enquanto a

arvore enraizada no né apontado por ¢y consiste de todas as chaves da arvore splay
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enraizada em ¢ que sao maiores do que i. Esta operacao destréi a arvore enraizada

em q.

Algoritmo 4.2 ACCESS(i, q)

Entrada: Uma chave ¢ e um apontador ¢ para a raiz de uma arvore splay
Saida: O endereco do nd contendo 7 ou o endereco nil se ¢ nao estiver na arvore.
c4+q
p < nil
enquanto ¢ # nil e CHAVE(c) # i faga
pc
se CHAVE(c) < i entao
¢ < ESQUERDO(¢)
senao
¢ < DIREITO(c)
fim se
fim enquanto
se ¢ # nil entao
SPLAY(c)
return c
senao
SPLAY (p)
return nil
fim se

Para executar JOIN(q, g2), encontra-se o no, x, da arvore enraizada em ¢; que contém
a maior chave, i, entre todas as chaves armazenadas na arvore. Em seguida, executa-se
SPLAY (7). Isto faz com que x se torne a raiz da arvore originalmente enraizada em ¢.
Como o n6 x contém a chave de maior valor da arvore, ele nao possui filho direito. Entao,
faz-se o apontador para o filho direito de x apontar para o né apontado por ¢z, que é a
raiz da segunda arvore splay. O resultado é uma arvore splay com raiz x contendo todas
as chaves que estao nas arvores enraizadas em ¢; e ¢ (veja a Figura 4.4). Finalmente, as
arvores enraizadas em ¢; e ¢o sdo destruidas (mas, ndo os nos!) e a arvore resultante é

devolvida.

Para executar SPLIT(4, q), executa-se ACCESS(%, q), o que faz com que a raiz da arvore
splay originalmente enraizada no n6 apontado por ¢ passe a ser o no, x, contendo a chave
i, se 1 estiver na arvore, ou a maior (resp. menor) chave menor (resp. maior) do que i se i
nao estiver na arvore. Em seguida, remove-se a aresta que liga a raiz da arvore a subarvore
esquerda (se a chave em z for maior do que i) ou a aresta que liga a raiz da arvore a
subarvore direita (se a chave em x nao for maior do que 7). Finalmente, apontadores, ¢
e o, para as duas arvores resultantes sao devolvidos. A Figura 4.5 ilustra a chamada a

SPLIT(i, q).
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q1 g2

9 6

JOIN(q1, ¢2)

Figura 4.4: Juncao das arvores apontadas por q; € go.

q1 g2

a

Figura 4.5: Divisao da arvore no n6 com chave 4 (inexistente).

A funcao INSERT() inicia sua execugao com a chamada SPLIT(7, ¢). Como visto acima,
o resultado desta chamada sao duas arvores splay cujas raizes sao apontadas por ¢; e ¢o.
A arvore cuja raiz é apontada por ¢; consiste de todas as chaves da arvore original que sao
menores do que %, enquanto a arvore cuja raiz ¢ apontada por ¢, consiste de todas as chaves
da &rvore original que sao maiores do que 7, pois, presumivelmente, a chave 7 nao pertence a
arvore original. Finalmente, cria-se uma nova arvore splay tal que a raiz ¢ um né contendo
a chave i e tendo as duas arvores resultantes da chamada a SPLIT(7, ¢) como subarvores
esquerda e direita as arvores enraizadas nos nos apontados por ¢; e ¢o, respectivamente.

A Figura 4.6 exemplifica INSERT() e o Algoritmo 4.3 mostra o pseudocodigo.

A fun¢do REMOVE() inicia sua execugdo com a chamada ACCESS(i,¢q). Presumindo
que a chave 7 esta arvore splay enraizada no n6é apontado por ¢, o resultado da chamada
a ACCESS() é uma arvore splay com exatamente os mesmos nos, mas enraizada no no, z,
que contém a chave ¢. Sejam ¢; e g apontadores para as subarvores esquerda e direita do
n6 z. O proximo passo de REMOVE() é a chamada JOIN(qq, ¢2). Esta chamada devolve

uma arvore splay que consiste exatamente dos nés das arvores cujas raizes sao apontadas
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por ¢; e g2 (ou seja, todos os nos da arvore original, com excegao de z). A Figura 4.7
ilustra o funcionamento da fungdo REMOVE() e o Algoritmo 4.4 contém o pseudocodigo

da funcao.
q n .-
—i 4

»-&\

0

Gl ©®
®

/

q1

INSERT(4, q)

Figura 4.6: Insercao do né com chave 4 na arvore enraizada em gq.

Algoritmo 4.3 INSERT(3, q)

Entrada: Uma chave ¢ e um apontador ¢ para a raiz de uma &arvore splay
Saida: Um apontador para a raiz da arvore splay resultante da insercao de .

(q1,g2) = SPLIT(i, q)

Crie um novo no, n

CHAVE(n) <1

PAI(n) < nil

ESQUERDO(n) + ¢

DIREITO(n) < g2

return n

Note que todas as trés fungoes, ACCESS(), INSERT() ¢ REMOVE(), executam uma
chamada, direta ou indireta, a SPLAY(). Logo, a estrutura da arvore resultante sempre
muda, até mesmo numa operagao que nao insere nem remove chaves: ACCESS(). Embora
nao seja de interesse imediato para este trabalho, este fato evidencia uma desvantagem
das arvores splay em relacao as arvores balanceadas e de busca 6tima: em ambientes multi-
threaded, ha a necessidade de se implementar um controle de concorréncia até mesmo para

a busca.

4.4 Complexidade amortizada

Esta segdo fornece uma analise da complexidade das fungdes ACCESS(), INSERT(),
REMOVE(), JOIN() e SPLIT(). Mais especificamente, calcula-se uma cota superior para o
tempo amortizado de cada uma dessas operagoes e, em seguida, mostra-se que o tempo
total de execucao de qualquer sequéncia de m operacoes em uma arvore splay inicialmente

vazia, onde cada operagao ¢ um acesso, inser¢ao ou remocao, ¢ O(m + > " lgn;), onde
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n; é¢ o namero de itens na arvore ou arvores envolvidos na i-ésima operagao. Observe que
este resultado implica no tempo médio de cada operacao da sequéncia ser O(lgnmax),
onde Ny = max}”;{n;}. Isso mostra a eficiéncia das arvores splay quando amortizagao
¢ empregada. Para realizar as analises desta secao, utilizou-se o método do potencial.
De agora em diante, assume-se que o leitor estd familiarizado com analise amortizada
e o método do potencial. Se este nao for o caso, o leitor pode se valer do conteudo do
Apéndice B.

Figura 4.7: Remoc¢ao do n6 com chave 4 na arvore enraizada em ¢. (a) Antes da remogao.
(b) Apos ACCESs(4,q) (c) Apos JOIN(q1, g2)

Seja S qualquer sequéncia de m operagoes de acesso, insercao e remogao em uma
arvore splay, T', inicialmente vazia. Denota-se por T}, para todoi = 1,...,m, o estado (ou
configuragao) da arvore resultante da i-ésima operac¢do. A configuragao inicial, ou seja,
aquela correspondente a arvore vazia, é denotada por Tj. Lembre-se de que, no método
do potencial, define-se uma fung¢dao potencial, &7 : T — R, que associa um niimero nao-

negativo, ®r(A), a cada configuragao, A, do espago, T, das configuragoes possiveis de 7.
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A fungao @7 deve satisfazer a condigao ®r(T;) > &1 (7)), para todo i = 1,...,m. Além
disso, tem-se, comumente, que ®7(7y) = 0. Uma vez que $r esteja definida, o tempo
amortizado, t;, da i-ésima operacao de S é igual a t; = t; + ®p(T};) — ®p(Ti_;), onde t; ¢ o
tempo (real) gasto com a i-ésima operagao e o termo @ (7;) — 7 (T;—_1) é a diferenca de

potencial.

Algoritmo 4.4 REMOVE(%, q)

Entrada: Uma chave ¢ e um apontador ¢ para a raiz de uma arvore splay
Saida: Um apontador para a raiz da arvore splay resultante da remogao de 1.

AccEss(i, q)

¢1 < ESQUERDO(q)

¢2 < DIREITO(q)

Destrua o né apontado por ¢

q < JOIN(q1, ¢2)

return gq

O objetivo de uma analise amortizada da sequéncia S é determinar o tempo de eze-

cucao amortizado total de todas as m operagoes da sequéncia, que nada mais é do que a

S
=1

Usando o fato que #; = t; + ®(T;) — ®(T;_,), pode-se concluir que a soma acima ¢ dada

so1ma

por
Zfz = Zti + O(T),,) — (Tp) -
i=1 i=1

Como, por defini¢ao de ®, tem-se que ®(7;) > ®(7}), para todo i = 1,...,m, conclui-se

que
=1 =1

e, portanto, o tempo de execucao amortizado total é uma cota superior para o tempo de
execucao real de todas as m operagoes de S. Logo, o tempo de erecug¢ao amortizado de

cada operacao, que é a média

Z;‘il tAi
m
sobre as m operagoes de S, é uma cota superior para a média do tempo (real) de execugao,
isto é,
E?ll ti
m
das m operacoes de S. O tempo de execugao amortizado sobre todas as m operagoes de S

¢ a complexidade amortizada de cada operacio da sequéncia. E importante salientar que
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o tempo de execucao real de uma dada operagao individual da sequéncia pode exceder, e
em muito, a sua complexidade amortizada, mas o que importa é que a média do tempo
de execucao de todas as operagoes da sequéncia nao excede a complexidade amortizada

delas.

Para definir a fungao potencial, @7 : T — R, assume-se que cada chave o em T possui
um namero positivo, w(«), associado a ela e denominado peso, cujo valor é arbitrario, mas
fixo. O peso, w(«), é um parametro da analise e nao depende do algoritmo a ser analisado.
Usando-se o peso das chaves, definem-se dois outros valores, tamanho e posto, associados

a cada n6 de T'. A saber, se x ¢ um n6 em T, entdo o tamanho, s(x), de = é definido pela

Z w(ay)

yeTy

so1mma

onde T} é a subarvore de T' enraizada em z e %, ¢ a chave armazenada no né y. Em outras
palavras, o tamanho, s(z), de x é a soma dos pesos dos nos pertencentes a subarvore, T,
de T enraizada em z. Por sua vez, o posto, r(z), do n6 x é igual a lg s(x). Finalmente,

tem-se:

z€EA

isto é, o potencial da configuracao, A, da arvore T' é igual & soma dos postos de todos os

seus nos.
Como exemplo, considere a configuracao de arvore na Figura 4.8. Se o valor de w(«)

for 1 para todas as chaves, entao s(c) = s(e) = s(g) =1, s(b) = 2, s(d) =4, s(f) =6e
s(a)="T,e

=r(a)+r(f)+r(d)+r(g)+rd) +r(e)+r(c)

=lgs(a) +1gs(f) +1gs(d) +1gs(g) +1gs(b) +1gs(e) + g s(c)
=lg(s(a) - s(f) - s(d) - s(g) - s(b) - s(e) - s(c))
—1g(7-6-4-1-2-1-1)

— 12336

~ 8,39

Como mencionado na Segao 4.3, os algoritmos de acesso, inser¢ao e busca em arvo-

res splay realizam splaying, direta ou indiretamente. Além disso, splaying é a operagao
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Figura 4.8: Uma configuragdo com potencial 8,39 se todas as chaves tém peso 1.

preponderante em termos da complexidade de tempo desses algoritmos. Ao se examinar
o Algoritmo 4.1, nota-se que o niimero de operagoes primitivas executado pelo algoritmo
durante o percurso na arvore ¢ max{1, c-n}, onde n é o ntumero de rotagoes e ¢ ¢ uma cons-
tante. Esta observacao permite que se adote o numero de rotagoes da operacao splaying
como o “modelo de custo” na analise da complexidade amortizada do Algoritmo 4.1, pois o
tempo gasto com cada uma das outras operagoes primitivas pode ser embutido no tempo
de uma rotacao. Para os demais algoritmos vistos na Secao 4.3, deve-se contabilizar, even-
tualmente, o tempo para se desconectar uma subarvore ou para conectar duas subarvores
a um no6 para se obter uma nova arvore. Em ambos os casos, pode-se supor que o tempo

gasto com uma operagao de conexao (resp. desconexao) seja 0 mesmo de uma rotagao.

O lema a seguir fornece uma cota superior para o tempo amortizado, £, de uma wnica
operagao splaying. Isto é, ele fornece uma cota superior para t + ®7(B) — &r(A), onde
t é o tempo de execucao da operacao splaying, A é a configuracao da arvore splay, T,
antes da operacao e B é a configuracao de T apo6s a operacao. A cota fornecida é dada em
fungao do posto, r(q), da raiz de A e do posto, r(z), do n6 = de A para o qual a operagao
splaying foi invocada. A cota superior fornecida pelo lema é usada por todas as demais

analises.

Lema 4.4.1. O tempo amortizado de uma tnica operagao splaying sobre um né z de
uma arvore splay cuja raiz é o n6 ¢ é, no maximo, igual a 1 + 3 - (r(q) — r(x)), que esta

em O <lg jég;)

Demonstracao. Assuma que cada rotagao gasta 1 unidade de tempo. Entao, se nao houver
nenhuma rotagao (isto é, se = ¢), entdao t =0, r(z) =r(q) e A = B, onde A e B sao as

configuragoes da arvore, T', antes e depois da operacao splaying em x, respectivamente.
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Logo, tem-se que ®7(A) = ®7(B) e, portanto, t =t + &7(B) —Pp(A) =0<1=1+0=
14+3:0=14+3:(r(q) —r(x)). Se houver pelo menos uma rotagao, entdo considere a
sequéncia, A = Ay, Ay,..., Ay, A, = B, de configuragoes da arvore 7' tal que A;, para
todo j =1,...,n, é a configuracdo obtida apds o j-ésimo passo de splaying, n (comn > 1)
é o total de passos e cada passo é formado pela aplicacao de um dos trés casos de rotagao
da Figura 4.2. Logo, o tempo amortizado, ¢, pode ser escrito como uma soma:

n
=34

j=1

onde t}- ¢ o tempo amortizado para se passar de A;_; para A;. Cada passo possui exa-
tamente uma ou duas rotagoes. Entao, o valor de fj depende de qual dos trés casos da
Figura 4.2 foi executado no j-ésimo passo da operacao splaying. No que se segue, calcula-
se uma cota superior para fj em cada um trés casos. Para tal, denota-se por s;_; e s; a
fungao tamanho antes e depois do passo j ser executado. De forma anéloga, utiliza-se r;_;
e r; para a fungdo posto. A seguir, mostra-se que #; < 143 (r;(z) — r;_1(v)) se o passo
i aplicar o caso (a) da Figura 4.2 (ou seja, o caso zig) e que t; < 3 - (rj(z) — r;_1(z)) se o

passo j aplicar o caso (b) ou (c) da Figura 4.2 (ou seja, o caso zig-zig ou o caso zig-zag):

1) No caso zig, apenas uma rotacao ¢é realizada e, portanto, tem-se t; = 1 e

~

t; = tj+Pr(A;) —Dr(A;-9) por definicio de

1+r;(x)+rj(y) —rj_1(x) —rj_1(y) pois, apenas x e seu pai, y, tém
o posto modificado em A,

1+7ri(z) —rjizi(z) pois, ri(y) < rj_1(y)

< 143 (rj(z) —rj_1(x)) pois, rj(x) > rj_1(x).

IN

2) No caso zig-zig, exatamente duas rotacoes sao realizadas e, portanto, tem-se ¢; = 2

e
ti = ti+ 0rp(A)) — Or(Aj ) por definigao de #;
= 2+47ri(x) +7r;(y) +ri(2) pois, apenas x, seu pai, v,
—rj_1(x) — i1 (y) —rjmi(2) e seu avo, z, tém posto
modificado em A;.
= 2+r(y) +75(2) —rjma(x) —rja(y) pois, rj(x) = rj-a(z
< 24 (@) +ri(2) = 21 (2) pois, 7j(z) = 7;(y) e

rj-1(y) = 1j-a(2).

Afirma-se que 2 + rj(z) + 7;(2) — 2 - rj_1(z) < 3 - (rj(x) — rj-1(2)) ou, de forma
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equivalente, que 2 - r;(z) — rj_1(z) —1j(2) > 2 e rj(z) + rj_1(x) — 2 - rj(x) < —2.

Mas, sabe-se que

ri(2) +rja(x) = 2-r(x) =g si(2) +1gsja(z) —2-1gs;(z),

onde, por definigao, s;(z), s;_1(z), sj(x) > 0. Ao examinar o caso (b) na Figura 4.2,
nota-se que s;(z)+s;_1(x) < sj(x), pois todos os n6s nas subarvores A e B de A;_4
e todos os noés das subarvores C' e D de A; sao nos da arvore, T, enraizada em x em
A;. Além disso, os n6s x e z também fazem parte de T, em A;. Por outro lado, se
a, b e ¢ sao quaisquer trés nimeros positivos, com a+ b < ¢, entao se tem a seguinte

derivagao:

(\/_—\/l_)>220:>m§a—2i_b
:mﬁg
1) < ()
:‘%-(lgaﬂgb) < (gc—1)

=lga+lgh—2 -lgec>—-2.

Substituindo-se a, b e ¢ acima por s;(2), sj_1(z) e s;(x), tem-se o que se desejava

provar:

lgsi(z) +1lgsj_1(x) —2-1gsj(x) > =2=r;(z) +rj_1(z) —2-r;(z) < 2.

Logo,

~

tp <3 (rj(x) —rja(x)) .

3) No caso zig-zag, exatamente duas rotagoes sao realizadas e, portanto, tem-se t; = 2

e
ti = tj+0p(A) — Or(A4; ) por definicio de
= 2+4rj(x)+r;(y)+riz) pois, apenas z, seu pai, y,
—rj_1(x) —risi(y) —rimi(2) e seu avo, z, tém posto

modificado em A;.
= 2+471i(y)+rij(z) —rj—1(x) —rj_1(y) pois, rj(x) =71;-1(2)
< 2+471;(y) +ri(2) =211 (2) pois, r;_1(y) > rj_1(z).
Afirma-se que 2+ r;(y) + rj(z) —2-rj_1(x) < 2 (rj(x) —rj_1(z)) ou, de forma
equivalente, que 2-7;(z) —r;(y) —r;(2) > 2 our;(y) +rj(2) —2-r;(z) < —2. Usando
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o fato que s;(y) + sj(z) < sj(x) e o mesmo argumento da demonstracao do caso
anterior, pode-se concluir que ¢; < 2 (r;(z) —r;_1(z)) e, portanto, tem-se também
que

~

t; <3 (rj(x) —rja(z)) .

Como o caso em que ha uma tnica rotagao (isto ¢, zig) s6 pode ser aplicado no n-ésimo
passo de splaying, que é justamente quando x é um filho da raiz da arvore A,,_;, tem-se
que t; < 3-(rj(x) —r;_1(z)), paratodoi =1,...,n —1let, <1+3-(rj(x) —rj_i(v)).
Resta agora derivar a cota superior de . Como visto antes, £ = Z?Zl fj = E;L;ll fj +t,.

Mas,

n—1

i
L

< )30 (rj(2) = rjea(@) = 3 (ra-a(2) — ro(2))

1 j=1

<.
Il

t, <1+3- (ro(z) — rp_1(z)) .

Logo,
t <143 (ro(x) —ro(z)) .

Mas, ro(x) é o posto do né z na configuracao inicial, A = Ay, de T', enquanto 7,(x) é o
posto do né x na configuracao final, B = A,,, de T'. Logo, () = 19(q), pois = é a raiz da
arvore B apo0s a operacao splaying terminar. Como nenhum né foi inserido ou removido
durante a operacio splaying, deve-se ter so(q) = sp(z). Entdo, £ < 1+ 3- (r(q) — r(x)),

como desejado. O

A cota superior fornecida pelo Lema 4.4.1 para o tempo amortizado de uma operacao
splaying é tudo que se precisa para deduzir uma cota superior para o tempo amortizado
de cada chamada a AccCESS(), INSERT(), REMOVE(), JOIN() ou SPLIT(). Uma vez que
o tempo amortizado de uma chamada a cada uma dessas fungoes seja deduzido, pode-se
estabelecer o tempo médio amortizado das operagoes de uma sequéncia de m operacoes
sobre uma arvore splay inicialmente vazia, onde cada operagao é um acesso, inser¢ao ou

remocao.

Nos resultados a seguir, assume-se que todas as chaves pertencem a um universo, U,
e que cada chave o em U possui um peso, w(«), associado a ela. Este peso é arbitrario,
mas uma vez fixado, nao pode mudar. Assume-se também que cada chave de U pertence,
inicialmente, a uma arvore com um tnico né e que 7', a arvore sobre a qual as operacoes
serao executadas, estd vazia. Define-se o potencial de uma cole¢cao de drvores como a

soma dos potenciais individuais de cada arvore da colecao. Portanto, inicialmente, tem-
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se que o potencial da colecao formada por T e as arvores que contém as chaves de U
¢ > nevlgw(a). Durante as analises, se  é um né de T contendo a chave «, entdo se
denotara por a_ e a as chaves dos nos antecessor e sucessor de x, respectivamente, em
um percurso em ordem simétrica em 7'. Se 0 n6 x nao possuir antecessor (resp. sucessor),
entdo w(a_) = 0o (resp. w(ay) = 00).
Lema 4.4.2. O tempo amortizado, ¢, da chamada ACCESS(c, q) é tal que
w o
3-lg| — | +1, se a esta na arvore
) w(a)
t <
%%
3-lg{ —
min{w(a_)

onde ¢ ¢ um apontador para a raiz de uma arvore splay, o ¢ uma chave (que pode ou néao

) + 1, caso contrario,
) U}(OZ+)}

pertencer a arvore), W é a soma dos pesos dos noés da arvore, w(a) é o peso associado a
a e w(a_) (resp. w(ay)) é o peso associado a chave, a_ (resp. o), que precede (resp.
sucede) a em um percurso em ordem simétrica pela arvore caso a esteja na arvore ou,
em caso contrario, a_ (resp. o) precederia (resp. sucederia) o no mesmo percurso se «

estivesse na arvore.

Demonstracao. Considere os dois possiveis cenarios: (1) a chave « esta na arvore e (2) a
chave a nao estd na arvore. No cenéario 1, o Algoritmo 4.2 encontra o no, z, que contém
a, executa SPLAY() e retorna um apontador para x. Assumindo que cada rotagao gasta 1
unidade de tempo, o Lema 4.4.1 diz que o tempo amortizado, , da chamada AccEss(a, q),
onde ¢ é um apontador para a raiz da arvore, ¢ tal que t < 1+ 3 - (r(q) —r(z)). Mas,
por defini¢cao de W e pelo fato de « esta na arvore, tem-se que r(q) = lgW. Por sua vez,
sabe-se que s(z) > w(a), pois w(a) é o menor valor de tamanho que o né = pode ter e
s(z) = w(a) exatamente quando = for um noé folha. Entao, r(z) > lgw(«) e, portanto,
tem-se

fS1+3-(T(q)—r(x))S1+3-(lgW—lgw(a)):1+3-lg(%> :

No cenéario 2, a busca realizada por ACCESS(«, q) pela chave « termina no no, z, que
contém a chave, ar_ (resp. o ), que precederia (resp. sucederia) a chave ov em um percurso
em ordem simétrica pela arvore. Assim como no cenério anterior, o Algoritmo 4.2 executa
SPLAY () em z, mas retorna um apontador para o endereco nil. Logo, o tempo amortizado,
t, da chamada ACCESs(«, q), onde ¢ é um apontador para a raiz da arvore, também é
limitado superiormente por 1+3- (r(q) — r(x)), de acordo com o Lema 4.4.1. No entanto,

desta vez, o n6 = é aquele que contém a chave a_ ou a chave o, , dependendo de onde
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a busca terminar. Logo, sabe-se que s(z) > min{w(a_),w(ay)} e, como no cenério 1,

tem-se

t<143-(r(q) —r(z))
<1+4+3-(IgW —lgmin{w(a_),w(ay)})

—1+43-1g (min{w<aw),w(a+)}) '

O

As operagoes SPLIT(), JOIN(), INSERT() e REMOVE() modificam o estado de mais de
uma arvore da colegao de arvores (isto é, da floresta). Logo, nos lemas que se seguem,
¢ importante perceber que o tempo amortizado, ¢, de qualquer uma dessas operacoes ¢
igual a

t=t+®p(B) — dp(A),

onde A e B sao os estados da floresta imediatamente antes e imediatamente depois da
operacao ser executada, respectivamente, e ®r : F — R é uma funcao potencial que
associa um nimero nao-negativo a cada configuragao do conjunto, F, de todas as possiveis
configuragoes. Pela defini¢ao vista anteriormente de potencial de uma cole¢ao de arvores,

tem-se

p(A) = Z or(Q) e Pp(B)= Z 7 (R)

QeA ReB
onde @ (resp. R) denota uma arvore da configuracao A (resp. B) da floresta imediatamente
antes (resp. depois) da operagao e &7 : T — R é a ja conhecida fungao potencial que
associa um valor nao-negativo a cada arvore do conjunto, 7, de todas as possiveis arvores

splay.

Com base no exposto acima, consideram-se a seguir duas situagoes que serao explora-
das nas provas dos lemas 4.4.3-4.4.6. Na primeira delas, supoe-se uma arvore 77 cujo no
raiz possui F e D como subarvores esquerda e direita, respectivamente (veja a Figura 4.9).
Suponha que a aresta que liga a raiz de T a subarvore D foi retirada de 7T}, dando origem
a duas novas arvores, 1] e D, tal que 1] é a arvore 17 sem a subarvore D. Em seguida,
a arvore T é destruida (mas, ndo os nés que estdo em 7] e D). Usando a notagao do
paragrafo anterior, denota-se por A a colegao de arvores que se tinha antes da retirada da
aresta de T e, por B, a colegao de arvores obtida com a retirada da aresta. Observe que
a unica diferenga entre A e B é que A possui T} mas nao possui 7] nem D, e vice-versa.

Mas, o que se pode dizer da diferenga, ®r(B) — ®r(A), dos potenciais de A e B?
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AL A

Figura 4.9: A arvore T) (esquerda) e as arvores 7] = {z} U F e D (direita).

Levando-se em conta as tnicas diferencas existentes entre A e B, tem-se que

Pp(B) —Pp(A) = Z o7 (Q) — Z Or(R) = O (1)) + @1(D) — @7 (Th) .
QeA REB

Mas,

Or(Ty) = Y r(x) =r(g)+ Y r(z)+ ) r(x) =r(q) + Dr(E) + 2(D),
z€Ty zeE zeD
onde ¢ é o no6 raiz de T e r(x) denota o posto de x, para todo n6 x em T;. Por sua vez,

tem-se

Op(T}) = Y r'(x) =r'(a) + ) _r'(@) =r"(a) + Y r() = r'(q) + Sr(E),
€Ty zelE z€FE
onde ¢ também ¢ o no raiz de 77, r’(x) denota o posto de z, para todo né x em 77 e
r'(x) = r(z) para todo x na subarvore esquerda, F, de ¢ em T}, pois ela é a mesma da
subarvore esquerda de ¢ em T7. Logo, ®r(B) — Pr(A) =1'(q) —r(q) =1gs'(q) —1g s(q) =

lg ss/((j)), onde s'(q) e s(q) sdo os tamanhos do n6 g em 77 e T3, respectivamente. Como

s(q) = $'(q) + s(qaq), onde g4 € 0 no6 raiz da subarvore D e s(qq) ¢ o tamanho de D, tem-se

que

() - () =g (D)

s'(q) + 5(qa)

Observe que o valor acima é menor ou igual a zero, sendo zero apenas se a subarvore D
for vazia. Se este nao for o caso, a operacao de remocao da aresta causa um decréscimo

de potencial.

Na segunda situagao, supoe-se a existéncia de trés arvores, F/, D e T, onde T7 contém
um tunico n6 e todas as chaves associadas aos nos de E (resp. D) sdo menores (resp.
maiores) ou iguais do que aquela associada ao tunico n6 de Ti, isto é, o né raiz de 73.
Entao, constroi-se uma nova arvore, 77, conectando as arvores F e D ao no raiz de T;
de tal forma que E (resp. D) se torna a subarvore esquerda (resp. direita) deste no (veja
a Figura 4.10). Em seguida, as arvores E, D e T} sao destruidas (mas, ndo os seus nos,

que estao em 7T7). Assim como antes, denota-se por A a colegao de arvores que se tinha



66

antes da construgao de T7 e, por B, a cole¢ao de arvores obtida com apos a construcao.
Observe que a tnica diferenca entre A e B é que A possui E, D e T} mas nao possui 77,
e vice-versa. O que se quer ¢ determinar a diferenca, ®r(B) — ®p(A), entre os potenciais

de A e B.

SORVANEYAN r

E D

Figura 4.10: As arvores T}, F e D (esquerda) e a arvore 7] = {q} U E U D (direita).

Levando-se em conta, novamente, as tnicas diferencas existentes entre A e B, tem-se

que

Pp(B) — Pp(A) = Z o7 (Q) — Z Or(R) = ©7(17) — ©7(D) — r(E) — &7(T1) .
QeA REB

Mas,

ep(1]) = Y r'(2)

zeTy

=r'(q)+ ) r'(2) + ) r'(2)

zeFE zeD

—r(q)+ 3 (@) + 3 r(a)

zeE €D

=1'(q) + ®¢(F) + &1(D),

onde g é o no6 raiz de 17 e T, 7' (x) e r(x) denotam o posto de x em 17 e T7, para todo
noé x em 1) e T, respectivamente, e r(x) = r'(z) para todo n6 z em 77, com excegao do
noé raiz, ¢, pois as arvores E e D sdo iguais as subéarvores esquerda e direita de ¢ em T7.

Logo,

@ (B) = ®p(A) = r'(0) = ®r(Th) =1'(a) = r(g) = lgs'(g) ~ Iz s(q) = g <3<(§>)) |

onde s'(q) e s(q) sdo os tamanhos do n6 g em 77 e T, respectivamente. Como s(q) = w(«),

onde « é a chave associada ao n6 ¢, tem-se

vr() - er(4) =g (S0

w(a)

Observe que o valor acima é maior ou igual a zero, sendo zero apenas se as subarvores F

e D sdo vazias. Se este nao for o caso, a operagao que constroi 77 causa um acréscimo de
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potencial.

Nas provas dos lemas 4.4.3-4.4.6, as duas situagoes acima e suas “inversas’ ocorrem.
Em cada ocorréncia, a diferenga de potencial, ®p(B) — ®r(A), entre as colegoes A e B
de arvores antes e apos alguma operacao foi expressa, diretamente, em termos da funcgao
®; e das arvores que configuram a diferenca entre A e B. Isto porque a logica por tras
de cada deducao ¢ a mesma das dedugoes realizadas acima. Portanto, tentou-se evitar

redundancia.

Lema 4.4.3. O tempo amortizado, , da chamada SPLIT(a, ) é tal que

3-1g <ﬂ> + O(1), se « esta na arvore
) w(a)
t<
W
8
ol (min{w<a_>,w<a+>}

onde ¢ é um apontador para a raiz de uma arvore splay, o € uma chave (que pode ou nao

) + O(1), caso contrario,

pertencer a arvore), W é a soma dos pesos dos nos da arvore, w(a) é o peso associado a
a e w(a_) (resp. w(ay)) é o peso associado a chave, a_ (resp. ay), que precede (resp.
sucede) o em um percurso em ordem simétrica pela arvore caso a esteja na arvore ou,
em caso contrario, a_ (resp. o) precederia (resp. sucederia) o no mesmo percurso se «

estivesse na arvore.

Demonstragao. De acordo com a descrigao de SPLIT() na Segao 4.3, pode-se escrever t
como

t =1, +1y,
onde #, ¢ o tempo amortizado da chamada a ACCESS() e #, é o tempo amortizado das

operagoes que sucedem a chamada a ACCESS(). De acordo com o Lema 4.4.2, sabe-se que

%%
3-1g (—) +1, se a estd na arvore
A w(a)

<

a

il <mm{w<aw>

) + 1, caso contrario.
) w<&+)}

Apos a chamada a ACCESS(), a operagao SPLIT() cria duas novas arvores splay, 77 e 15,
eliminando a aresta que liga a raiz da arvore, 7", resultante de ACCEsS() a 7] ou 7j. Em
seguida, a arvore 1" é destruida. Seja ¢’ um apontador para a raiz de T, e sejam ¢ e
¢» apontadores para as raizes de 7] e T3, respectivamente. Sem perda de generalidade,
assuma que T/ é a subarvore desconectada por SPLIT(). O valor de £, ¢ igual ao tempo

gasto, t, para desconectar 1] de 7" mais a diferenca de potencial das cole¢oes de arvores
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imediatamente antes e imediatamente depois da desconexao de T7. O valor de t é constante,
pois se deve considerar que a desconexao é igual a uma constante vezes o tempo gasto
em uma rotacao, que se assumiu ser 1. Por sua vez, a diferenca entre as duas colegoes de
arvores estd em que uma contém 7" mas nao contém 77 e T3 U {x} e vice-versa, onde x
¢ o no raiz de 7" e T3 U {z} é a arvore resultante de 7" apos a desconexao de T7. Pelas
defini¢oes de potencial de uma arvore e potencial de uma colecao de arvores, tem-se que a
diferenca de potencial das duas cole¢es acima ¢é igual a &7 (77) + P (15U {x}) — O (1),
que ¢ igual a r'(z) — r(x) = lgs'(x) — lgs(z), onde r'(x) (resp. s'(x) ) é o posto (resp.
tamanho) do n6 = em T3 U {z} e r(z) (resp. s(x)) é o posto (resp. tamanho) do n6 = em
T'. Mas, s(x) = s'(x) + s(q1), onde s(q1) é o tamanho do no6 raiz de T7. Logo, conclui-se

que

o) = 1) =15 o)  teste) =1 (1) =1 (S ) € (-o0,0.

Consequentemente, tem-se que 1 + 7/(z) — r(x) < 1 e, portanto, o tempo amortizado, t,

é tal que

w

3-lg (—) +O(1), se « estd na arvore
. . w(a)

t=1s+1t <

W

il (min{wm_), i)

onde O(1) se refere ao valor de f;, que ¢ menor ou igual a 1 +7/(2) —r(z) +t <1+t €
O(1). O

) + O(1), caso contréario,

Lema 4.4.4. O tempo amortizado, ¢, da chamada JOIN(¢1, ¢2) é tal que

f:3-lg<%>+(’)(l),

onde ¢; e g2 sao as raizes de duas arvores splay, 17 e T5, respectivamente, « é a chave de

maior valor em T, W é a soma dos pesos dos nos de T} e Ty e w(a) é o peso associado a

chave «.

Demonstragao. De acordo com a descri¢ao de JOIN() na Segdo 4.3, tem-se que o primeiro
passo desta operagao é encontrar a chave, o, de maior valor na arvore 7. O passo seguinte
¢ executar SPLAY () no né = que contém «. Isto faz com que o n6 x se torne a raiz da nova
arvore, T]. Como « ¢ a chave de maior valor, o né x nao possui filho direito e, portanto,
pode-se conectar 1] a T, fazendo com que T5 seja a subarvore direita da raiz, =, de T7.

A arvore resultante é T" = T U Ty. Obviamente, assume-se que todas as chaves em T5
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sao maiores ou iguais a a. Caso contrério, a arvore T" nao seria uma arvore de busca.
Finalmente, as arvores 7] e 15 sao destruidas, enquanto a arvore 7' permanece. Logo,
assim como na prova do Lema 4.4.3, o tempo amortizado, ¢, de JOIN(gy,¢) ¢ igual a
soma

t=1t,+1,
onde f, é o tempo amortizado da chamada a SPLAY() e £, ¢ o tempo amortizado das

operagoes que sucedem a chamada a SPLAY(). De acordo com o Lema 4.4.1, sabe-se que
fa <143 (r(ar) — r(2) = 143+ (g s(ar) — lgs(x)) < 1+3- (g s() — lgw(a)) , (4.1)

onde ¢; € o no raiz de T}, x é o n6 de T} que contém « e s(x) é o tamanho do n6 x em
T}, com

s(x) > w(a).

Observe que se o tempo gasto com uma rotacao for duplicado, entdao o tempo gasto com
a busca pela chave de maior valor, a, pode ser embutido no tempo gasto com as rotacoes
executadas por SPLAY (), nao havendo, portanto, a necessidade de levar em conta, direta
e explicitamente, o tempo gasto com as visitas aos nés de 77 durante a busca. Por sua
vez, o valor de ¢, é igual ao tempo gasto, t, para conectar T a Ty, gerando 71", mais
a diferenca de potencial das colecoes de arvores imediatamente antes e imediatamente
depois da operacao de conexao. O valor de ¢ é constante. Ja a diferenca entre as duas
colegoes de arvores esta em que uma contém 77 e T, mas nao contém 7 e vice-versa. Pelas
defini¢oes de potencial de uma arvore e potencial de uma cole¢cao de arvores, tem-se que
a diferenca de potencial das duas cole¢oes acima é igual a Op(T") — O (1)) — O (T3),
que é igual a r"’(z) — ' (x) = lg s"(x) — lg s'(x), onde r"(x) (resp. s”(z) ) é o posto (resp.
tamanho) do no raiz, x, em T" e 7’(x) (resp. §'(x)) é o posto (resp. tamanho) do no6 raiz
x em T7. Observe que o né x é araiz de 7" e T] e que, em ambos os casos, 0 n6 = contém
a chave . Observe também que s”(z) = §'(z) + s(¢q2), onde s(g2) € o tamanho do no6 raiz

de T5. Logo,

r(z) —r'(x) = lgs(q2) =1 (s'(x) + s(q2) — s'(2)) =g (s"(x) — &'(z)) <lg (W = s'(2))

pois W = s”(x). Pela Eq. (4.1), tem-se que £, < 143 - (Igs(q1) — lgw(a)). Mas, s(q;) =

s'(x), pois os nos de T e T] sdo exatamente os mesmos e os pesos dos no6s nao variam.
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Logo,
P=to+h,
<1+3-(lgs(q) —lgw(a)) +t+1g (W — s'(x))
<1+3-(gs'(z) —lgw(a)) +t+3-lg(W — §'(z))
=3-1g(W —w(a)+1+t
=3-1g (W — w(a)) + O(1)..

Lema 4.4.5. O tempo amortizado, ¢, da chamada INSERT(a, q) é tal que

<38 (o) = (o) 00

onde ¢ é a raiz da arvore splay, 7", na qual a chave « é inserida, W é a soma dos pesos

S Y

dos nos da arvore splay 7" resultante da inser¢ao de a em 7" e w(«) é o peso associado

& chave a.

Demonstra¢ao. Lembre-se de que toda chave do universo U que néo esta em 7" pertence,
por convenc¢ao, a uma arvore da cole¢do de arvores que possui apenas o né raiz. Logo,
a chave a estd, inicialmente, em uma arvore, T3, que contém apenas o no raiz e « esté
associada a este n6. De acordo com o Algoritmo 4.3, o primeiro passo de INSERT(«, q)
consiste em executar SPLIT(«, q), que devolve duas arvores splay, 7} e T, tal que todas
as chaves em 717 sao menores do que 7 e todas as chaves em 15 sao maiores do que . O
segundo e ultimo passo constroi uma nova arvore splay, 7", tal que a raiz de T” é um no6
x contendo a chave « e as subarvores esquerda e direita de x sao T} e T3, respectivamente.
Logo, o tempo amortizado, £, de INSERT (v, ¢) pode ser escrito como ¢ = t, +t;, onde t, &
o tempo amortizado do primeiro passo e t, ¢ o tempo amortizado do segundo passo. Pelo

Lema 4.4.3,
W —w(a)
S 7)o

pois se assume que a chave a nao estd em 7", o que implica que s(q) = W — w(«), onde

75-Aagglg(

s(q) é o tamanho do no6 raiz, ¢, de 7" e W é a soma dos pesos de todos os nés em 7" mais o
peso w(a). Por sua vez, t, =t + ®p(T") — (B (Ty) + $p(Ty) + ®7(T3)), onde t é o tempo
gasto para criar x, conectar 17 e Ty a x para gerar 1" e destruir T, Ty e T3, enquanto o
termo O (1) + O (Ty) + P (T3) é a diferenca de potencial entre as colegoes de arvore
imediatamente antes e imediatamente depois do segundo passo. Em particular, &, (7")

¢ o potencial de 7", ®7(T}) é o potencial de T, &1 (T3) é o potencial de Ty, 7 (T3) ¢ o
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potencial de T3. Note que a diferenca de potencial entre as duas cole¢oes se deve apenas
ao fato das arvores T1, T e T3 existirem antes do segundo passo, mas nao depois dele; por
outro lado, a arvore T” existe apos o segundo passo, mas nao antes dele. Por definicao de
potencial de arvore, &1 (73) = lgw(a). Por sua vez, &7 (T") — &1 (17) — (1) = s"(x),
onde x é o no raiz de T"” (isto é, aquele que contém a chave a) e s”(z) é o tamanho de x
em T". Por defini¢do de W, tem-se W = s”(x), o que implica que o valor do termo &, é

igual a

t+ &p(T") = (r(Th) + Cr(To) + Dr(Ty)) = t +1gW —lgw(e) = ¢ + g <%) .

Logo,

f:fa+zbs3~1g( W‘w<a>a+>})+1g(ﬂ)+o<l>,

min{w(a_), w( w(a)

pois t é uma constante. ]

Lema 4.4.6. O tempo amortizado, ¢, da chamada REMOVE(a, ¢) ¢ tal que

3-lg W +3-1g W= wie) + O(1) se a chave a_ esta em 7"
w(«) w(a_)

3-1g (ﬂ) +0(1) caso contrario,
w(a)

onde ¢ é a raiz da arvore splay, 7", da qual a chave « é removida, W é a soma dos pesos

t <

dos nos da arvore splay 7", w(«) é o peso associado a chave a e w(a_) é o peso associado
a chave a_, que precede a chave o em um percurso em ordem simétrica por 1", se o_
esta em 7”. Caso contrario, a chave a_ ¢ indefinida e o valor atribuido a w(a_) ¢ oo, por

convencao.

Demonstragao. De acordo com o Algoritmo 4.4, o primeiro passo de REMOVE(a, ¢) con-
siste em executar ACCESS(«, ¢), que modifica a estrutura da arvore 7" de tal forma que
o no, x, contendo a chave « se torne a raiz da arvore resultante, 7”. O segundo passo
consiste em desconectar as subarvores, 17 e T, do n6 x em T"”, gerando as arvores 77,
T, e T3, onde T3 é a arvore que contém apenas o no x associado a chave i. A arvore T"”
¢ destruida. O terceiro passo executa JOIN(qi,¢s), onde ¢ e go s@o as raizes de Ty e Ty,
respectivamente. Este passo faz com que uma nova arvore, 7", seja construida com os
nos de Ty e Ty apenas. Entao, o tempo amortizado, ¢, de REMOVE(a, ¢) pode ser escrito
como t = t, + t + ., onde t,, £, e t. sdo os tempos amortizados do primeiro, segundo e

terceiro passo, respectivamente. O Lema 4.4.2 diz que t, ¢ limitado superiormente pela
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quantia

o(l)

onde W é a soma dos pesos de todos os nos existentes na arvore splay inicial, 7", e w(«)
é o peso associado & chave «a, que se assume estar em 7’. O segundo passo gasta um
tempo constante, ¢, para desconectar as subarvores esquerda, 17, e direita, T5, do noé raiz
da arvore T" resultante do primeiro passo e para destruir a arvore T”. Ressalta-se que a
destruicao de 7" significa a remogao de 7" da colegao de arvores (o que é feito em tempo
constante) e ndo a destruigdo de seus nos, que passam a ser nos de T3, T» e T3. Logo,
tem-se

ty =t + (Pp(Th) + Op(T) + Op(T3)) — P (T"),

onde (O (11) + Pr(Ts) + P (13)) — Pr(T") € a diferenca de potencial das colegbes de
arvores imediatamente antes e imediatamente depois do segundo passo. Em particular,
O (T1) € o potencial de Ty, ®(T,) é o potencial de Ty, ®7(T3) é o potencial de T3 e
O, (T") é o potencial de T”. Note que a diferenga de potencial entre as duas colegoes se
deve apenas ao fato da arvore T” existir antes do segundo passo, mas nao depois dele,
enquanto as arvores Ty, Th e T3 existem apo6s o segundo passo, mas nao antes dele. Por
definicao,
(r(Th) + O7(T2) + P7(T3)) — e (T") =lgw(a) —1gW.

No terceiro passo, a arvore T} é transformada em uma arvore T} pela chamada JOIN(q, g2).

A raiz, q7, de T{ ¢ o n6 de T" associado com a chave a_, ou seja, a chave que precede
U , ~ .

a em um percurso em ordem simétrica por 7". Observe que tal chave nao existe se, e

somente se, a arvore 1) é vazia. Por enquanto, suponha que 77 nao é vazia. Entao, o

resultado de JOIN(qy, g2) € a arvore T" que contém, exatamente, todos os nos de T3 (ou,

equivalentemente, 77) e Tp. O Lema 4.4.4 estabelece que t. & limitado superiormente pela

3-1g (VVM_(T“i()O‘)) +0(1),

pois a chave a nao est4 em nenhuma das duas arvores, 1| e Ty, e a operagao de splaying

quantia

em JOIN(q1, g2) é executada no né contendo a_. Logo, tem-se que t = £, + 1, +1. é tal que

t<3.lg <ﬂ> +t+lgw(a)—1gW +3-1g <W—w(a)

w(a) S w(al)

Como t é uma constante e lgw(«a) — lgW < 0, pode-se concluir que

533-1g(%)+3-1g(%“1()&))+0(1).

)+0(1).
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Quando 77 for uma arvore vazia, JOIN(q1, g2) devolve T; e as colegoes de arvores antes e
depois desta chamada sao as mesmas. Neste caso, o valor de t. é constante e o valor de ¢

é tal que

fg&g(l[)+om.

w(a)
O

Os lemas anteriores permitem que se estabeleca a complexidade amortizada das ope-
racoes de uma sequéncia S de m operagoes de acesso, inser¢ao e remoc¢ao em uma arvore
splay inicialmente vazia. De fato, se W; denota a quantidade de nés envolvidos na arvore
ou arvores envolvidas na i-ésima operagao de S, entao o tempo amortizado total, tg, de
S é

m m
tsg = g t; € O(m + E lgW;),
i=1 i=1

onde #; ¢ o tempo amortizado da i-ésima operacio de S. Para obter a cota superior acima,
basta atribuir o valor 1 a w(a), para toda chave a em U. Dai, pelos Lemas 4.4.2, 4.4.5 e
4.4.6,

ti <k-(gW;+1),

para todo ¢ = 1,...,m, onde k ¢ uma constante positiva. Isto implica que > .", t; & tal

que
m m

m
D hi<k-> 1gWitk-meOm+ Y lgW).

i=1 i=1 i=1

Note que se n = max}*,{W;}, entdo o tempo amortizado de cada operagao de S esta em
O(lgn), o que mostra que arvores splays sao tao eficientes quanto arvores balanceadas
em uma perspectiva de complexidade amortizada. O teorema a seguir conclui a discussao

acima:

Teorema 4.4.7 (Teorema do Equilibro com Atualizagdes (SLEATOR; TARJAN, 1985)).
Seja S uma sequéncia de m operagoes de acesso, inser¢ao e busca em uma arvore splay
inicialmente vazia. Entao, o tempo amortizado total de execugao das operagoes de S é
O(m+>_", 1gW;), onde W; & o ntimero de nos na arvore ou arvores envolvidas na i-ésima

operagao de S.
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5 Arvores ST

Este capitulo descreve uma drvore dindmica (ou drvore link-cut), denominada drvore
ST (do inglés ST-tree), que foi proposta por Sleator e Tarjan em (SLEATOR; TARJAN, 1983,
1985), para resolver o problema da drvore dindmica. Neste trabalho, a arvore ST ¢ usada na
implementacao da estrutura de conectividade dinamica descrita no Capitulo 6. Esta, por
sua vez, ¢ empregada na implementacgao dos testes de conectividade e de ancestral comum
mais proximo realizados pelo principal objeto de estudo desta monografia: o algoritmo de
Diks e Stanczyk para calcular emparelhamentos perfeitos em grafos ciibicos e sem pontes

(veja a Secao 3.3).

A Secao 5.1 define o problema da arvore dindmica, apresenta algumas de suas aplica-
goes e cita as solugoes mais conhecidas (entre elas, a solugao baseada na arvore ST). A
Secao 5.2 descreve a representacao interna da arvore ST, que é baseada nas arvores splay
introduzidas no Capitulo 4. As Secoes 5.3 e 5.4 apresentam, respectivamente, as opera-
¢Oes internas e as operagoes externas da arvore ST. As operagoes externas sao visiveis ao
usuario e sao implementadas com base nas operagoes internas. Finalmente, a Secao 5.5
apresenta uma analise da complexidade amortizada das operagoes externas descritas na

Secao 5.4.

5.1 O problema da aArvore dinamica

O problema da drvore dindmica pode ser resumidamente enunciado como aquele de
manter uma colecao de nos distintos representada por uma floresta e sujeita as seguintes

operagoes:

e MAKETREE(k): Cria um n6 com chave k, que passa a ser raiz de uma nova arvore

contendo este no;

e LINK(v,w): Adiciona uma aresta do né v para o n6é w, tornando v um filho de w

na floresta e combinando suas duas arvores em uma. Assume que v e w estao em
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arvores diferentes e que v é a raiz da arvore que o contém;

e CUT(v): Remove a aresta do no6 v para seu pai, dividindo sua arvore em duas e
tornando v a raiz da nova arvore. Assume que v nao é uma raiz da arvore que o

contém;
e FINDROOT(v): Encontra e devolve o no raiz da arvore que contém v;

e FINDPARENT(v): Encontra e devolve o pai do né v na arvore que o contém. Se v

for a raiz da arvore, entao o seu pai é o n6 nulo.

No problema da arvore dinamica, assume-se que a colecao de nos esta inicialmente
vazia e que cada no, ao ser adicionado a colegao, é representado por uma arvore enraizada
e contendo apenas o nd, que é obviamente a raiz da arvore. As operacoes descritas acima
modificam ou consultam a floresta que representa a colecao de nés. Em particular, a
operagao LINK() combina duas arvores, enquanto a operacao CUT() divide uma arvore
em duas. Uma arvore que suporta as operacoes acima é denominada de drvore dindmica.
E importante ressaltar que as arvores enraizadas que compdem a floresta dinamica sdo,
em qualquer instante de tempo, disjuntas; isto €, elas nao compartilham vértices nem

arestas.

A Figura 5.1 ilustra as operagoes suportadas pelas arvores dindmicas. Na Figura
5.1(a), tem-se uma floresta com cinco arvores, cada qual criada com uma chamada a ope-
ragao MAKETREE(). Note que cada noé é a raiz de sua propria arvore. Na Figura 5.1 (b),
tem-se a floresta resultante das operagdes LINK(b, a), LINK(c, a), LINK(d, a) e LINK(e, b)
sobre as arvores em (a). Neste ponto, todos os noés fazem parte de uma unica arvore
enraizada em a. Observe que os nos resultantes das chamadas FINDPARENT(e), FINDPA-
RENT(b), FINDPARENT(c) e FINDPARENT(d) sdo, respectivamente, b, a, a ¢ a. Finalmente,
na Figura 5.1 (c), tem-se a floresta obtida apds as execugoes de CUT(c) e CUT(d) sobre a

floresta em (b). Note que ¢ e d voltam a ser raizes de suas respectivas arvores, como em
(a).

Por razoes que se tornarao evidentes mais adiante, o pai e os filhos de qualquer né6 de
uma arvore dinamica sao definidos em relagao ao no raiz da arvore. Além disso, as arestas
da arvore dindmica sao consideradas como sendo “arcos orientados” do no filho para o n6
pai.

Uma maneira 6bvia de representar arvores dinamicas ¢ por uma estrutura de dados

do tipo arvore em que cada n6 contém um apontador para o n6 pai. Com esta representa-

¢ao, cada execugao de LINK(), CUT() e FINDPARENT() ¢ realizada em tempo constante,
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enquanto uma execugao de FINDROOT() leva, no pior caso, ©(n) unidades de tempo em
uma floresta com n nés. Com o intuito de reduzir a complexidade de pior caso das opera-
goes sobre arvores dindmicas, Sleator e Tarjan propuseram em (SLEATOR; TARJAN, 1983)
uma nova estrutura de dados para representar arvores dindmicas. Esta estrutura vem em

duas versoes.

0 ©
oXo, Of0R0 o

OO &g 0O
(@) (b) (©

Figura 5.1: Operagoes em uma arvore dindmica com 5 nos. As raizes estao destacadas.

A primeira versao da estrutura de dados proposta por Sleator e Tarjan em (SLEATOR;
TARJAN, 1983) possibilita que cada operagao sobre a floresta dindmica tenha complexidade
amortizada O(lgn), onde n é o ntmero total de noés das arvores envolvidas em uma
sequéncia de pior caso de operagoes. A segunda versao faz com que a complexidade (nao
amortizada) de cada operagao individual seja O(lgn), onde n é o namero total de nos
das arvores envolvidas na operacao. A grande desvantagem de ambas é que, devido &
quantidade de detalhes envolvidos e & pouca clareza da descricao, elas sao extremamente
dificeis de implementar na prética. Felizmente, os autores apresentaram uma terceira
versao em (SLEATOR; TARJAN, 1985), muito mais simples e baseada nas arvores splay do
Capitulo 4.

As operagoes que atuam sobre a terceira versao apresentam a mesma complexidade
amortizada das que atuam sobre a primeira. Mais especificamente, a partir de uma floresta
vazia, qualquer sequéncia de m operagoes da arvore dindmica levara tempo (de pior caso)
Q(m - lgn), mas uma operagao individual pode levar mais do que O(lgn) unidades de
tempo, onde n é o ntmero total de noés distintos envolvidos na sequéncia de operacoes.
A terceira versao da arvore ST é aquela efetivamente implementada e discutida neste

trabalho.

Vérias outras estruturas de dados para resolver o problema da arvore dindmica foram

propostas apds o surgimento da arvore ST. Entre elas estdo a ET-tree (MILTERSEN et al.,
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1994; TARJAN, 1997), topology tree (FREDERICKSON, 1985, 1997a, 1997b), top tree (ALS-
TRUP et al., 1997, 2005; TARJAN; WERNECK, 2005) e RC-tree (ACAR et al., 2004; ACAR;
BLELLOCH; VITTES, 2005). Uma comparagao experimental detalhada entre todas essas
estruturas e a propria arvore ST pode ser encontrada em (WERNECK, 2006; TARJAN;
WERNECK, 2010).

Todas as estruturas de dados citadas acima permitem que o problema da &arvore
dindmica seja resolvido em tempo amortizado O(lgn) por operagao, onde n é o nimero
total de noés das arvores envolvidas em uma sequéncia de pior caso de operagoes. Além
disso, todas elas obtém tal complexidade usando a mesma estratégia: mapear a arvore a
ser representada em uma arvore balanceada, que é efetivamente a arvore armazanada na
memoria do computador. A diferenca entre elas reside na técnica utilizada para realizar
este mapeamento (WERNECK, 2006). As trés versoes da arvore ST propostas por Sleator e
Tarjan utilizam a técnica de mapeamento conhecida por decomposi¢iao em caminhos (veja

Secao 5.2).

Em (PATRASCU; DEMAINE, 2004), os autores mostraram, usando o modelo de com-
putagao denominado cell probe, que o tempo de pior caso de uma operacao sobre uma
arvore dinamica esta em Q(lgn). Esta cota inferior nao se aplica a versao “estatica” pro-
blema da conectividade, ou seja, quando arestas nao podem ser adicionadas ou remo-
vidas. Logo, do ponto de vista da complexidade amortizada, as solucoes baseadas nas
arvores em (SLEATOR; TARJAN, 1983, 1985; MILTERSEN et al., 1994; TARJAN, 1997; FRE-
DERICKSON, 1985, 1997a, 1997b; ALSTRUP et al., 1997, 2005; TARJAN; WERNECK, 2005)

sao Otimas.

O problema da arvore dinamica pode também ser estendido para considerar outras o-
peragoes. A principal delas é a opera¢ao EVERT(), que faz com que determinado né se torne
a raiz de sua arvore invertendo a orientacao das arestas no caminho desse né até a raiz
original (veja a Figura 5.2). Esta operagao, que foi indispensavel para a realizagdo deste
trabalho — por motivos que se tornarao evidentes no capitulo sequinte, requer alteragoes
especiais para operar sobre a estrutura de dados descrita em (SLEATOR; TARJAN, 1985).
Embora os autores sejam extremamente vagos quanto aos detalhes de implementacao da
operagao EVERT(), as informagoes necessarias podem ser encontradas em (RADZIK, 1998).
Neste artigo, o autor fornece nao s6 os detalhes para uma implementagao completa da
operagao EVERT(), como também outras informagoes importantes, que serao discutidas

no Capitulo 7.
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O OO ONENONO)

Figura 5.2: EVERT() sendo executada na arvore da Figura 5.1(c).

Outras extensoes para o problema da arvore dinamica levam em conta operagoes re-
lacionadas ao custo de nos ou arestas da floresta. Sao elas: FINDCOST(v), que retorna
o custo associado ao n6 v (ou, respectivamente, a aresta que o liga ao seu pai), FIND-
MIN(v), que retorna o né de menor custo no caminho entre v e a raiz de sua arvore, e
ADDCOST(v, x), que acrescenta o valor x ao custo de cada n6 no caminho de v a raiz da

sua arvore.

A arvore ST com custos possui importantes aplicacoes em problemas de otimizacao
de redes, melhorando os limites assintoticos dos tempos de execucao de algoritmos para
encontrar fluxos maximos, de custo minimo ou aciclicos (AHUJA; ORLIN; TARJAN, 1989;
GOLDBERG; TARJAN, 1989, 1990; GOLDBERG; TARDOS; TARJAN, 1990), além de pode-
rem ser utilizadas para resolver o problema da arvore geradora minima (FREDERICKSON,
1985). Porém, como neste trabalho nao ha preocupagao com custos, tanto nos vértices

quanto nas arestas, as operacoes acima que envolvem custo nao serao consideradas.

As duas aplicagoes da arvore ST que interessam para este trabalho sdo (i) manter uma
arvore geradora (qualquer) de um grafo dinamico (isto é, sujeito a inser¢oes e remogoes
de vértices e arestas) e (ii) encontrar o ancestral comum mais proximo (LCA, do inglés
Lowest Common Ancestor) de dois vértices nessa arvore em tempo O(lgn) (onde n é
o numero de nds na arvore). A maneira exata como a arvore geradora ¢ mantida e os
conceitos relacionados a algoritmos dinamicos em grafos serao explicados em detalhes no
Capitulo 6, enquanto o algoritmo para encontrar o LCA de dois vértices sera visto no

Capitulo 7.

5.2 Representacao interna

Como mencionado na secao anterior, uma arvore ST é representada, no computador,

por uma arvore balanceada. Esta representacao “interna” nao é percebida pelo “usuario”,
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que vé a arvore como sendo aquela resultante das operagoes LINK(), CuT() e EVERT(),
como nas Figuras 5.1 e 5.2. No entanto, todas as operagoes atuam, de fato, sobre a re-
presentacao interna. O mapeamento entre a arvore percebida pelo usuério e a sua repre-
sentacao interna por uma arvore balanceada é realizada por uma parti¢ao da primeira em
caminhos disjuntos (por vértices). Cada caminho é mapeado para uma arvore balanceada.
As arvores balanceadas que representam os diversos caminhos sao conectadas para formar

uma Unica arvore, que é a representagao interna da arvore ST percebida pelo usuéario.

Sleator e Tarjan denominaram a arvore percebida pelo usuério de drvore real, enquanto
a sua representacao interna foi denominada de drvore virtual' (SLEATOR; TARJAN, 1985).
Estas denominacoes sao confusas, pois elas sao o oposto da analogia tradicional que se faz
com os termos imagem real e imagem virtual em fisica 6ptica. De fato, o que o usuario
percebe — a chamada arvore real — nao é a representacao concreta da arvore — a chamada
arvore virtual. Logo, seria mais natural denominar de “virtual” o que o usuério percebe
e, de “real” a representacao interna da arvore. No entanto, para se manter coerente com
a literatura da area, seguir-se-a, neste texto, a mesma convencao adotada por Sleator e

Tarjan.

A drvore virtual contém exatamente os mesmos n nés que a arvore real correspondente,
mas a estrutura na qual eles estao armazenados é diferente. Cada n6 de uma arvore virtual
possui apontadores para o nd pai e para seus filhos esquerdo e direito (apontadores que
podem ou nao ser nulos). Além disso, cada n6 de uma arvore virtual pode estar associado
a zero ou mais filhos do meio (isto é, filhos que apontam para ele, mas que nao sao filhos
esquerdos nem direitos). Diferentemente do que ocorre nas arvores reais, existem dois
tipos de arestas nas arvores virtuais: as arestas tracejadas, que ligam um né a seus filhos
do meio, e as arestas sdlidas, que ligam um no6 a seus filhos esquerdo e direito (veja a
Figura 5.3).

As componentes conexas formadas por arestas solidas da arvore virtual sao denomi-
nadas (sub)drvores solidas e sao representadas utilizando as arvores splay do Capitulo 4.
Dessa maneira, a arvore virtual pode ser vista como uma hierarquia de arvores splay
conectadas entre si por arestas tracejadas. Por exemplo, a arvore virtual da Figura 5.3
possui seis subarvores solidas, que sdo compostas pelos vértices: 1) ¢, I, i, f, ¢, b e a; 2) p;
3)o, k,hee;4)n;5)r,m,j,ged; e6) w,v,u,tes. Araizdeuma arvore solida é uma
raiz solida e, para cada né v em uma arvore virtual, denota-se por RAIZSOLIDA(v) a raiz

da arvore solida que contém v. Por exemplo, RAIZSOLIDA(d) = j na arvore da Figura 5.3.

!Também denominada arvore “sombra” (do inglés, shadow tree.)
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Figura 5.3: Uma arvore virtual que equivale & arvore real da Figura 5.4.

Cada subarvore solida de uma &arvore virtual representa um caminho da arvore real
correspondente. Portanto, uma arvore virtual induz uma decomposi¢ao em caminhos da
arvore real. Por exemplo, a arvore real representada pela arvore virtual da Figura 5.3 ¢é
aquela da Figura 5.4. A Figura 5.5 ilustra uma decomposi¢ao em caminhos da arvore real
da Figura 5.4. Esta decomposicao é a induzida pela arvore virtual da Figura 5.3. As arestas
de um mesmo caminho sao representadas por arcos solidos orientados. As demais arestas

sao segmentos de reta pontilhados que conectam os diversos caminhos da decomposicao.

Ao se comparar as Figuras 5.3 e 5.5, pode-se perceber que cada subarvore solida da
arvore virtual corresponde a um caminho distinto da decomposi¢ao em caminhos da arvore
real. Em particular, a relacdo entre uma arvore real e sua representacao por uma arvore
virtual pode ser definida formalmente. Uma arvore virtual, V', representa uma arvore real,

T, se, e somente se, T" e V possuem o mesmo conjunto de nés e, para cada no z,

SUCESSORy () se o sucessor de x existe

PAlp(z) = (5.1)

PA1y (RAIZSOLIDA(z))  caso contrério
onde PAIr(z) e SUCESSORy (z) sdo, respectivamente, o né pai de z em 7" e o n sucessor
de x em V em um percurso em ordem simétrica na subarvore solida de V' que contém o

noé x.
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Figura 5.4: Uma arvore real retirada de (SLEATOR; TARJAN, 1985). Raiz em destaque.

Informalmente, a relagao da Eq. (5.1) diz que o pai de um no, z, na arvore real equivale
ao sucessor de x, em um percurso em ordem simétrica, na sua subarvore solida na arvore
virtual. Se x ndo possuir sucessor (i.e., se x for o ultimo n6 da sequéncia resultante do
percurso), seu pai na arvore real é o pai da raiz de sua subarvore so6lida na arvore virtual.
Para tornar esta relacao mais evidente, considere o percorrimento em ordem simétrica

de cada subarvore so6lida da arvore virtual da Figura 5.3. Em tais percursos, obtém-se as

sequéncias
L q7l7l7f7c7b7a;
® D;
e 0,k h,e
o n;

L Tamajag7d; €
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e w,v,u,t,s.

Figura 5.5: Decomposi¢ao em caminhos da arvore real da Figura 5.4.

Cada uma das sequéncias acima corresponde a um caminho dirigido “para cima” na
arvore real. O ultimo n6 de cada caminho (isto é, aquele que ndo possui sucessor no
caminho) esté conectado, na arvore real, ao pai da raiz de sua arvore solida na arvore
virtual correspondente (veja as Figuras 5.3 e 5.5). Este no pai é nulo ou é outro né da
arvore virtual conectado através de uma aresta pontilhada. Para um exemplo do primeiro
caso, considere o n6 a. Observe que, neste caso, o n6 é a raiz da arvore real. Para um
exemplo do segundo caso, considere o no s. Este no esta conectado, na arvore real, ao no6
m, que é o pai do n6é v na arvore virtual. Por sua vez, o n6 v é o n6 raiz da arvore soélida

que contém s.

Cada n6 da arvore virtual possui um apontador para o no pai (na propria arvore
virtual), um apontador para o filho esquerdo e um apontador para o filho direito. Nao ha
apontador de um no para seu filho do meio. Isto é importante, pois um mesmo né pode
possuir ©(n) filhos do meio, mas no maximo um esquerdo e um direito, numa arvore de

n nos.
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A principal vantagem em se utilizar arvores balanceadas na composi¢ao das arvores
virtuais estd no fato delas representarem caminhos arbitrariamente longos por arvores
binarias com altura possivelmente menor. Cada caminho da arvore real poderia, em prin-
cipio, ser representado na arvore virtual por qualquer tipo de arvore balanceada; por
exemplo, a arvore rubro-negra (CORMEM et al., 2009). Infelizmente, o fato de cada subér-
vore s6lida ser balanceada nao implica que a arvore virtual inteira seja. Em particular,
se a arvore rubro-negra fosse utilizada, o tempo amortizado de uma operacao individual
sobre a arvore virtual pode ser ©(lg?n), como provado por Sleator e Tarjan em (SLEA-
TOR; TARJAN, 1983), onde n é o numero de nés da arvore virtual. Esta foi a principal
motivacao para a criagao de novas arvores “balanceadas”, tais como a arvore splay do
Capitulo 4. A adogao da arvore splay na representagao de caminhos nao apenas garante
que o tempo amortizado de uma operacao individual sobre qualquer subarvore sélida é
O(lgn), mas também que a mesma operagdo sobre a arvore virtual inteira leva tempo

amortizado O(Ign).

Apos esta visao geral da representacao interna de uma arvore ST, pode-se explicar
os detalhes que fazem com que tal representagao suporte a operacao EVERT(). Lembre-se
de que esta operacao faz com que um no, v, torne-se a raiz de sua arvore real através da
inversao da orientagao do caminho entre v e a atual raiz da arvore. Para implementar tal
operacao, acrescenta-se um bit a cada né w da arvore, denominado bit de inversao e deno-
tado por B(w), que tem como propésito indicar se os significados de “filho esquerdo” e “filho

direito” do no estao invertidos na subérvore solida enraizada em w (veja a Figura 5.6).

A tnica mudanga causada na relagao estabelecida pela Eq. (5.1) é uma possivel alte-
racao na ordem simétrica dos nés. Para encontrar a verdadeira ordem simétrica em uma
subarvore sélida com bits de inversao, é preciso considerar quem sao os verdadeiros filho
esquerdo e filho direito de cada no. Seja X (v) o resultado da operagao binaria ou-exclusivo
sobre os bits de inversao no caminho entre o n6 v e a raiz de sua arvore sélida. Um filho,
u, de um no6 v é o verdadeiro filho esquerdo de v se u ¢é o filho esquerdo de v e X(v) =0
ou se u € o filho direito de v e X (v) = 1. Caso contrario, u é o verdadeiro filho direito de

.

As duas proximas secoes se destinam a explicar como as operacoes que atuam sobre
arvores dindmicas sao implementadas em arvores ST. O importante, neste ponto, é res-
saltar que a estrutura de dados descrita nesta secao foi desenvolvida com o intuito de
garantir que, em qualquer sequéncia de operacoes discutidas anteriormente sobre uma

floresta com n nods, a complexidade amortizada de qualquer uma dessas operagoes seja
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Figura 5.6: Uma arvore virtual correspondente & arvore real da Figura 5.4. N6s com bits
de inversao iguais a 1 sao destacados em cinza.

O(lgn).

5.3 Operacgoes primitivas

O subconjunto de operagoes que atuam sobre uma arvore dindmica e relevante para
o trabalho ora descrito ¢ composto das operagoes: MAKETREE(), LINK(), CuT(), FIND-
RooT(), FINDPARENT() e EVERT(). Essas operagoes sdo aquelas visiveis ao usuério da
arvore dinamica. Na arvore ST, tais operacoes sao implementadas com o auxilio de quatro

operacgoes primitivas de reestruturacao, que sao invisiveis ao usuario da arvore; a saber:

e ROTATE(v): Funciona da mesma maneira que nas arvores splay, pois ignora os filhos
do meio de um né. Isto é, apenas arestas soélidas sao rotacionadas e filhos do meio
nao mudam de pai durante a rotacao. Logo, v deve ser um filho esquerdo ou direito
de seu pai. Esta operagao presume que os bits de inversao de v e seu pai sao iguais

a 0;

e UNREVERSE(v): Restabelece a orientagao “esquerda-direita” localmente correta no

no6 v verificando se seu bit de inversao é igual a 1 e, em caso positivo, atribuindo-lhe
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valor 0, trocando de posicao os filhos esquerdo e direito de v e invertendo seus bits

de inversao;

e SPLICE(v): Faz com que o n6 v, que deve ser um filho do meio de seu pai, u, passe
a ser um filho esquerdo e o antigo filho esquerdo de u, se havia algum, passe a ser
um filho do meio (veja a Figura 5.8). Presume que o bit de inversao de u é igual a
0;e

e SWITCHBIT(v): Muda o valor do bit de inversdao do n6 v para o oposto e, conse-

quentemente, inverte a ordem simétrica na subarvore sélida com raiz em v.

Diferentemente de SWITCHBIT(v), que tem como efeito inverter a diregao das arestas
do caminho (da arvore real) representado pela subarvore soélida enraizada em v, as fungoes
ROTATE(), UNREVERSE() e SPLICE(), alteram apenas a arvore virtual, ndo acarretando
nenhuma modificagao estrutural na arvore real. Como ROTATE() é basicamente a mesma
operagao do Capitulo 4, a explicacao nao seréd repetida. A Figura 5.7 ilustra a operagao

UNREVERSE().

(0]
(0] (©)
@ @ UNREVERSE(a) @ e

Figura 5.7: Exemplo de UNREVERSE().

A operagdo SWITCHBIT() é utilizada pela operagdo UNREVERSE(), como pode ser
visto no Algoritmo 5.1. Finalmente, h4 um bom motivo para sempre trocar a subérvore
enraizada no filho esquerdo, b, do pai, a, do né ¢, ao invés da subarvore enraizada no filho
direito, pela subarvore enraizada no filho do meio, ¢, na chamada SPLICE(c) (refira-se a
Figura 5.8): o subcaminho da arvore real representado pela subarvore esquerda do pai
de ¢ estd mais distante da raiz da arvore real do que aquele representado pela subarvore

direita.

5.3.1 Splaying

As quatro operacoes primitivas sao utilizadas em uma versao estendida da heuristica

de splaying, denominada VIRTUALSPLAY(), que ainda funciona movendo determinado no6
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(0) (a)
G © O OJORG
@ e SPLICE(c) @ e

Figura 5.8: Exemplo de SPLICE().

Algoritmo 5.1 UNREVERSE(z)

Entrada: Um n6 z em uma arvore virtual V'
Saida: Nenhuma
se B(z) = 1 entao
t < ESQUERDO(x)
ESQUERDO(z) < DIREITO(x)
DIREITO(x) <t
se ESQUERDO(z) # nil entao
SWITCHBIT(ESQUERDO(x))
fim se
se DIREITO(z) # nil entao
SWITCHBIT(DIREITO(z))
fim se
fim se

até a raiz, mas que foi adaptada para operar sobre a estrutura da arvore virtual descrita
na segao anterior. Embora seja possivel implementar a opera¢do VIRTUALSPLAY() como
uma Unica passada de baixo para cima na arvore virtual, neste trabalho seré descrita a
maneira mais detalhada (e didéatica) que consiste de trés passadas distintas de baixo para

cima.

Para facilitar a descri¢do da opera¢do VIRTUALSPLAY(), utiliza-se uma versao mo-
dificada da opera¢do SPLAY(), denominada SOLIDSPLAY(), que move um no somente
até a raiz de sua arvore solida, aplicando UNREVERSE() antes de cada rotagao (veja o
Algoritmo 5.2). Assume-se que a fun¢ao ISSOLIDROOT() retorna verdadeiro se, e somente
se, um no6 nao possui pai ou é um filho do meio de seu pai (isto é, ele é a raiz de uma

arvore solida).

Considere que = é o n6 que se deseja mover para a raiz da arvore virtual. Durante
a primeira passada, prossegue-se subindo em dire¢ao a raiz, realizando-se operagoes SO-
LIDSPLAY () em cada arvore solida encontrada. Isto é, sao feitas rotagoes quase exatamente

como especificado na Segao 4.2, acrescentando apenas as duas seguintes regras: 1) antes
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Algoritmo 5.2 SOLIDSPLAY ()

Entrada: Um n6 x em uma arvore virtual V'
Saida: Nenhuma
enquanto —ISSOLIDROOT(x) faga
y < PAI(x)
z « PAI(y)
se z # nil entao
UNREVERSE(2)
fim se
UNREVERSE(y)
UNREVERSE(x)
se ISSOLIDROOT(y) entao
ROTATE(x)
senao
ambosEsquerdos < (r = ESQUERDO(y)) e (y = ESQUERDO(z))
ambosDireitos < (x = DIREITO(y)) e (y = DIREITO(z2))
se ambosEsquerdos ou ambosDireitos entao
ROTATE(y)
ROTATE(x)
senao
ROTATE(x)
ROTATE(x)
fim se
fim se
fim enquanto
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de qualquer chamada a ROTATE(), todos os noés envolvidos devem ser “desinvertidos” (se
necessario for) com UNREVERSE(), do mais alto para o mais baixo na arvore, e 2) toda
vez que x se tornar um filho do meio, a operagao continua a partir do pai de x. Ao final
dessa primeira passada, o caminho de z para a raiz da arvore virtual consiste inteiramente
de arestas tracejadas. Além disso, todos 0s nos nesse caminho estao com o bit de inversao

igual a zero.

A Figura 5.9 exemplifica o efeito da primeira passada de VIRTUALSPLAY ().

Figura 5.9: Arvore da Figura 5.6 apos a primeira passada de VIRTUALSPLAY (u).

Na segunda passada de VIRTUALSPLAY(), aplica-se SPLICE() a x e a seus ancestrais
para tornar todos, com exce¢ao da raiz da arvore virtual, filhos esquerdos. O que, conse-
quentemente, faz com que x e seus ancestrais se tornem parte de uma mesma subarvore

solida.
A Figura 5.10 exemplifica o efeito da segunda passada de VIRTUALSPLAY ().

Por fim, a terceira passada consiste em repetir o procedimento comum de splaying,
fazendo com que x se torne raiz da arvore virtual. Note que, durante a terceira passada,
sO é possivel a ocorréncia de casos Zig e Zig-Zig, pois todos os nos sao filhos esquerdos
(veja Segao 4.2).

A Figura 5.11 exemplifica o efeito da terceira passada de VIRTUALSPLAY ().

O Algoritmo 5.3 contém o pseudocodigo da operacao splaying para arvores virtuais.
Além de fazer com que os principais nés envolvidos nas chamadas tornem-se raizes de suas

arvores virtuais, a operacdo VIRTUALSPLAY () possui o papel importantissimo de balan-

cear implicitamente as arvores virtuais, o que contribui para reduzir o tempo amortizado
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Figura 5.10: Arvore da Figura 5.6 apés a segunda passada de VIRTUALSPLAY (u).

Figura 5.11: Arvore da Figura 5.6 apos a terceira passada de VIRTUALSPLAY (u).

89
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de operacgoes subsequentes. Esta operacao serve de base para as operacoes principais.

Toda &arvore real contém um vértice, x, denominado vértice exposto. Este vértice é
unico e se caracteriza pelo fato do caminho de x até a raiz possuir apenas arestas solidas e
nao haver nenhuma aresta solida conectando outro vértice a x no sentido de percorrimento
do caminho (isto é, de baixo para cima). Este é o caso, por exemplo, do vértice ¢ da
decomposi¢ao de caminhos da arvore da Figura 5.5, que é, como esperado, o Gnico vértice

exposto.

Para tornar u o vértice exposto, as arestas {s,m} e {d, ¢} teriam de se tornar sélidas,
enquanto as arestas {v,u}, {r,m} e {f,c} teriam de ser tornar tracejadas. Isto é justa-
mente o que ocorre quando se executa VIRTUALSPLAY (u) na arvore virtual da Figura 5.3,
como pode ser visto na arvore virtual resultante da chamada na Figura 5.11. Na arvore
real correspondente aquela (ou seja, a arvore da Figura 5.5), o vértice g é o vértice ex-
posto, mas na arvore real correspondente a arvore virtual da Figura 5.11, o vértice u é
o vértice exposto. A conversao de arestas tracejadas em arestas solidas (e vice-versa), na
arvore virtual, é realizada pelas chamadas & operagao SPLICE(), como pode ser visto no

Algoritmo 5.3.

Algoritmo 5.3 VIRTUALSPLAY(x)

Entrada: Um n6 x em uma arvore virtual V'
Saida: Nenhuma
VT # primeira passada
enquanto PAI(v) # nil faca
p < Pal(v)
se ISSOLIDROOT(v) entao
V4 p
senao
SOLIDSPLAY (v)
fim se
fim enquanto
VT # segunda passada
enquanto PAI(v) # nil faga
SPLICE(v)
v < PAI(v)
fim enquanto
SOLIDSPLAY (7) # terceira passada
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5.4 Operacgoes sobre arvores dinamicas

A chamada CuUT(v) inicia com VIRTUALSPLAY(v), o que faz com que v se torne
a raiz da arvore virtual. Em seguida, a ligacao entre v e seu filho direito, w, é rompida,
atribuindo-se nil a DIREITO(v) e PAI(w) (veja o pseudocodigo no Algoritmo 5.4). Observe
que o filho direito, w, de v deve existir; caso contrario, v seria a raiz de uma &arvore real,
o que violaria a pré-condigao de CUT(). A Figura 5.12 exemplifica o efeito da chamada,
Cut(m) na arvore real da Figura 5.4, enquanto a Figura 5.13 mostra a arvore virtual
imediatamente apos a chamada a VIRTUALSPLAY (m) e antes da conexao entre m e ¢ ser

rompida.

Algoritmo 5.4 CuT(v)

Entrada: Um nd, v, que nao pode ser a raiz de uma arvore real T’
Saida: Nenhuma

VIRTUALSPLAY (v)

w <— DIREITO(v)

PAI(w) < nil

DIREITO(v) < nil

(@)
o 0
ofofofo
Figura 5.12: O efeito de CuT(m) na arvore da Figura 5.4.

A chamada EVERT(v), assim como CUT(v), inicia com a execugdo de VIRTUALS-
PLAY (v). Quando v se torna a raiz da arvore virtual, todos os nds na sua subéarvore
direita correspondem a noés acima de v na arvore real. Logo, a subarvore direita de v deve

conter pelo menos um elemento (caso contrério, v seria a raiz de uma arvore real, o que
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violaria a pré-condigao desta operagao). Seja w o filho direito de v. Para tornar v a raiz da
arvore real, basta inverter a direcao das arestas entre v e a raiz atual da arvore real, com
a execugao de SWITCHBIT(w), e redefinir w como um filho do meio de v, atribuindo nil
a DIREITO(v). Este ultimo passo modifica a decomposigdo em caminhos da arvore real e
altera a ordem simétrica da arvore virtual, colocando todos os nos na subarvore (virtual)
enraizada em w “a esquerda” do no v, o que equivale a colocé-los abaixo de v na arvore

real.

& ® ©

Figura 5.13: Arvore da Figura 5.6 apos a chamada VIRTUALSPLAY(m) por CUT(m).
A aresta exibida em destaque serd removida logo em seguida, originado duas &arvores
disjuntas.

O Algoritmo 5.5 contém o pseudocodigo da operagao EVERT().

Algoritmo 5.5 EVERT(v)

Entrada: Um nd, v, que nao pode ser a raiz de uma arvore real T’
Saida: Nenhuma

VIRTUALSPLAY (v)

w <— DIREITO(v)

DIREITO(v) < nil

SWITCHBIT(w)

A Figura 5.14 exemplifica o efeito da chamada EVERT(w) na arvore real da direita da
Figura 5.12. A Figura 5.15 mostra o que ocorre na arvore virtual durante a execugao de

EVERT(w).

A chamada LINK(v,w) inicia sua execugdo com as chamadas VIRTUALSPLAY(v) e
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VIRTUALSPLAY (w), de forma que os n6s v e w tornam-se raizes de suas respectivas arvores
virtuais. Em seguida, ela faz com que v se torne um filho do meio de w definindo PAI(v)

como w.

® @

OO
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S e
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Figura 5.14: O efeito de EVERT(w) na arvore da Figura 5.12.

Figura 5.15: Arvore da Figura 5.6 apés CUT(m), VIRTUALSPLAY (w) e SWITCHBIT(m).

O pseudocoddigo da operagao LINK() esta no Algoritmo 5.6.

A Figura 5.16 exemplifica o efeito da chamada LINK(w, a) sobre as duas arvores reais
da floresta exibida na Figura 5.14. A Figura 5.17 mostra a arvore virtual resultante da

operagcao.
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Algoritmo 5.6 LINK (v, w)

Entrada: Um no, v, que deve ser a raiz de uma arvore real T’
Entrada: Um no, w, que esteja em uma arvore diferente da de v
Saida: Nenhuma

VIRTUALSPLAY (v)

VIRTUALSPLAY (w)

PAI(v) ¢~ w

Figura 5.16: O efeito de LINK(w, a) na arvore da Figura 5.14.
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As operagoes LINK(), CUT() e EVERT(), juntamente com MAKETREE(), sdo as nicas
operagoes? sobre arvores dinamicas que modificam a floresta. Note que MAKETREE() nao
foi descrita antes, pois envolve simplesmente a criagao e inicializacao dos campos de um
n6. As demais operagoes, FINDROOT() e FINDPARENT(), sdo operagoes de consulta. Essas
duas operacoes nao modificam a arvore real, mas também modificam a estrutura da arvore

virtual.

~
~
~

@
O ® o
o QT
OJORONOEG @ &
D @ ®

Figura 5.17: Arvore virtual correspondente & arvore da Figura 5.16.

A chamada FINDROOT(v) inicia com a execu¢ao de VIRTUALSPLAY (v) e, em seguida,
procura pelo ultimo no, r, da sequéncia de nés resultante de um percurso em ordem
simétrica na subarvore soélida que contém v. Neste percurso, a verdadeira ordem simétrica
dos nos da arvore solida é considerada. O né r é a raiz da arvore real. A operagao é
finalizada com a execugdo de VIRTUALSPLAY (), o que faz com que r se torne a raiz da

arvore virtual.
O pseudocodigo da operagao FINDROOT() ¢é apresentado no Algoritmo 5.7.

A implementagdo de FINDPARENT() é bastante semelhante a de FINDROOT(). A
principal diferenca reside no fato de que o né procurado, r, nao é o ultimo, mas sim
o sucessor de v em um percurso em ordem simétrica (ou seja, o n6 mais a esquerda
na subarvore direita de v). Note que se o né v for a raiz de sua arvore real, entdo ele
nao possui sucessor, e a fungao retorna um apontador para o enderego nulo, nil (veja o

Algoritmo 5.8).

2Pelo menos entre as operacoes consideradas neste trabalho.
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Algoritmo 5.7 FINDROOT(v)

Entrada: Um no, v, pertencente a uma arvore real T’
Saida: Um apontador para a raiz de T', o n6 r
VIRTUALSPLAY (v)
T4 v
enquanto DIREITO(r) # nil faca
r <= DIREITO(7)
UNREVERSE(T)
fim enquanto
VIRTUALSPLAY(7)
return r

Algoritmo 5.8 FINDPARENT(v)

Entrada: Um no, v, pertencente a uma arvore real T’
Saida: Um apontador para o pai de v em de T', o n6 r
VIRTUALSPLAY (v)
v
se DIREITO(r) # nil entao
r <= DIREITO(r)
UNREVERSE(T)
enquanto ESQUERDO(r) # nil faca
r <— ESQUERDO(7)
UNREVERSE(T)
fim enquanto
VIRTUALSPLAY(7)
return r
senao
return nil
fim se
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5.5 Complexidade amortizada

Esta segao fornece uma andlise da complexidade (amortizada) da operagdo VIRTU-
ALSPLAY(). De maneira semelhante a Segao 4.4, calcula-se uma cota superior para o
tempo amortizado dessa operacao. Em seguida, conclui-se que esta cota superior é a
mesma para as operagoes LINK(), CuT(), EVERT(), FINDROOT() e FINDPARENT() e,
portanto, pode-se mostrar que o tempo total de execucao de qualquer sequéncia de m
dessas operagoes (juntamente com MAKETREE()) em uma floresta inicialmente vazia, é
O(m+3>"" lgn;), onde n; ¢ o nimero de itens na arvore ou arvores envolvidas na i-ésima
operagao. Logo, o tempo médio de cada operacao da sequéncia também é O(1g 1.y ), onde

Nmax = maxgil{ni}'

A analise feita aqui usa uma extensao do argumento exposto na Sec¢ao 4.4, entao os
conceitos de configuragao de uma arvore V', peso, tamanho e posto de um no x, perten-
cente a V', sao definidos exatamente da mesma forma que numa arvore splay. Note que
a definicao de tamanho dada anteriormente nao distingue entre filhos esquerdos, direitos
e do meio. Logo, nao é necessério alterd-la. Ja a fungao potencial, denotada aqui por

vV — R, onde V é o espago das configuragoes possiveis de V', é definida pela seguinte

A)=3-> r(x), (5.2)

TEA

expressao:

onde A é uma dada configuragao da arvore V. Isto é, o potencial, Uy (A), da configuragao,
A, da arvore V é igual a trés vezes a soma dos postos de todos os seus nos. Por exemplo,
considere a configuragao de arvore na Figura 5.18, onde os tamanhos estao assinalados
junto a cada néd (assumindo que o valor de w(«a) é igual a 1 para todas as chaves) e o

potencial é:

A)=3-> r(x)

=3-(r(a)+rd)+ric)+---+r) +r) +r(w))
(lgs(a) +1g s(b) +1g s(c) + - - +1gs(u) + g s(v) + 1g s(w))

=3-(Ig(s(a)-s(b) - s(c)---s(u) - s(v) - s(w)))
-(lg(1-18-16-1-1-23-2-5-1-10-3-4-6-1-1-1-1-7-1-3-1-5-1))
(1g(18-16-23-2-5-10-3-4-6-7-3-5))

=3 -1g5.007.744.000

~ 96,66
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OO
Figura 5.18: Uma configuracao com potencial 96,66.

Por defini¢ao, tem-se que ¥y (A) = 3-®y (A), onde $y(A) é o potencial da configuragao
A da arvore V com respeito a funcao potencial ®y definida no Capitulo 4. Observe,
no entanto, que Wy serd aplicada a uma &arvore virtual, V', por inteiro, enquanto Py
foi aplicada, no Capitulo 4, a uma tunica arvore splay. O lema a seguir estabelece uma
cota superior para ¢ = t + Uy (B) — Uy (A), onde ¢ é o tempo de execucdo da operacio
VIRTUALSPLAY (), A é a configuragao da arvore virtual, V', antes da operacdo e B é a
configuracao de V' apds a operagao. A cota superior é dada em fungdo do numero, n, de

nos de V.

Lema 5.5.1. O tempo amortizado de uma tnica operacao virtual splaying sobre um n6 x

de uma arvore virtual esta em O(lgn), onde n é o nimero total de noés da arvore virtual.

Demonstracao. Seja V' a arvore virtual contendo x. Como visto no Algoritmo 5.3, VIR-
TUALSPLAY () consiste de trés passadas distintas subindo por V', do n6 z até o né raiz, q,
de V. A primeira passada consiste em realizar a operagao SOLIDSPLAY () em cada arvore
solida encontrada no caminho até ¢; a segunda, em aplicar SPLICE() a x e todos os seus
ancestrais (com excegdo de ¢); e a terceira, em chamar SOLIDSPLAY(z). Denote por %;
e t; os tempos amortizado e real, respectivamente, da j-ésima passada, para j = 1,2, 3.

Logo, o tempo amortizado, , de uma tnica operacao de splaying em V é igual a Z?Zl fj.
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Por definicao,

b=t +Uv(By) — Wy (4;),

onde A; é a configuragao da arvore virtual, V', antes da j-ésima passada e B; é a configu-

racao de V apos a j-ésima passada. Note que A = A; e B = Bs. Agora, considere cada

passada:

1)

Seja t = RAIZSOLIDA(z) a raiz da subarvore solida, T', de V' contendo o n6 z. Esta
subérvore é uma arvore splay. Lembre-se de que o tempo amortizado de SPLAY ()
¢3-(r(t)—r(z))+1 quando a fungdo potencial, 7, é aplicada (veja o Lema 4.4.1).
Como Wr(-) = 3+ ®p(+), tem-se que cada chamada a SOLIDSPLAY (v) na primeira
passada da opera¢do VIRTUALSPLAY() tem tempo amortizado limitado superior-
mente por 9 - (r(RA1ZSOLIDA(v)) — r(v)) + 1, onde o +1 corresponde ao tempo do
ultimo Zig, se algum, e nao precisa ser multiplicado por 3. Entao, seja k& o niimero
de arestas tracejadas que separam x da raiz, ¢, da arvore virtual V. Observe que k
¢ exatamente igual ao ntimero de vezes que SOLIDSPLAY() é executada na primeira
passada de VIRTUALSPLAY (). Mais especificamente, SOLIDSPLAY () ¢ executada nos
nos

k71<

x, PATL, (RAIZSOLIDA(x)), . . ., (PAly 0 RAIZSOLIDA)" " (x) .

Logo,

o

t < Y 9. (r(RS((Py o RS) (z))) — (r((Pv o RS)!(z))) + 1

9-(r(q) —r(x)) +k,

I
o

onde RAIZSOLIDA e PAI, foram abreviadas para RS e Py, respectivamente, para
tornar a expressiao mais clara. Assim, tem-se que £; é limitado por O(lgn) + k, pois
s(q) = n e, no pior caso, s(z) = 1. Como r(v) = lgs(v), para todo n6 v em V, o

resultado segue.

Na segunda passada, SPLICE() é aplicada a x e a todos os seus ancestrais, com
excecao de g. Nenhuma rotacao é realizada e o potencial da arvore permanece inal-
terado, pois todos os nos continuam com os mesmos pais. Logo, ¥y (As) = Yy (By)
e, portanto, ty = to + Wy (By) — Wy (Ay) = to. Como x possui k ancestrais e o tempo

(real) de execugdo de cada SPLICE() é igual a uma unidade, tem-se que f, = ty = k.

Na terceira passada, a opera¢ao SOLIDSPLAY () é executada para o no x, que esté a

uma distancia de k nos da raiz, s, atual de V. Logo, o tempo (real), t3, de execugao
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da terceira passada ¢ k. Entdo, {3 = t5+ Wy (Bs) — Wy (As) = k+ Uy (Bs) — Uy (As).
Note que
Uy (B3) — Yy (A3) =3 (Py(B3) — Py (As)) .

Além disso, como as rotagoes sao restritas a uma unica subarvore solida de V', o
Lema 4.4.1 pode ser invocado para concluir que k + ®y (Bs) — vy (As) < 3 (r(s) —
r(z)) + 1, que estd em O(lgn), onde n é o namero de nés de V. Multiplicando a
expressao

k + @V(Bg) — q)v(Ag)

por 3, obtém-se
3 . k + 3(@‘/(83) - (I)‘/<A3)) - 3 : l{? + \va<83) - \va<A3) 5

que esta em O(lgn), o que implica que 3 = k + Uy (Bs) — ¥y (A3) também esta em
O(lgn).

A dedugao realizada para a terceira passada também implica que 3-k+ Wy (B3) — Wy (Az)+
O(lgn) estda em O(lgn), pois O(lgn) + O(lgn) esta em O(lgn). Agora, observe que
t =1, +ty + t3 ¢ exatamente igual a (k + O(Ign)) + &k + (k + Wy (Bs) — Wy (A;z)). Dai,
tem-se

teO(gn).

O

A cota superior fornecida pelo Lema 5.5.1 para o tempo amortizado de uma opera-
¢ao splaying numa arvore virtual é a mesma para o tempo amortizado de cada chamada
a LINK(), CuT(), EVERT(), FINDROOT() ou FINDPARENT(). Esta conclusdo é obtida
imediatamente a partir do pseudocodigo dessas operacoes. Logo, pode-se afirmar que o
tempo amortizado de qualquer operacao em uma sequéncia de m operacoes sobre uma
floresta de arvores ST inicialmente vazia, onde cada operacao é uma das mencionadas ou
MAKETREE() (que executa em tempo real constante), estd em O(lgn), onde n é o ntimero

de noés distintos incluidos na floresta durante toda a execugao da sequéncia de operagoes.
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6 Conectividade Dinamica

Este capitulo descreve uma solugao desenvolvida por Holm, Lichtenberg e Thorup
para o problema da conectividade em grafos dindmicos (HOLM; LICHTENBERG; THORUP,
2001). Neste problema, um dado grafo, G, com um nuamero, v(G), fixo de vértices é
submetido a uma sequéncia de m operagoes, tal que cada operacao insere ou remove uma
aresta de G ou determina se dois vértices de G estao conectados (por um caminho) em
G. As m operagoes sao apresentadas e executadas em ordem sequencial e cada uma delas
é executada sem nenhum conhecimento prévio de quais sao as operacoes que a sucedem
na sequéncia. A solugao aqui descrita ¢, na verdade, um tipo abstrato de dados (TAD)
que pode ser implementado com arvores dindmicas; em particular, a drvore ST estudada
no Capitulo 5. Esta solucao é crucial para uma implementagao eficiente do algoritmo de
Diks e Stanczyk para calcular emparelhamentos perfeitos em grafos ciibicos e sem pontes.
Mais especificamente, a solu¢ao é usada para determinar se o grafo resultante da remogao
de cinco arestas e dois vértices de um dado grafo conexo é ainda um grafo conexo (veja a

Secao 3.3).

A Segao 6.1 faz uma descri¢ao mais detalhada do problema da conectividade em grafos
dinamicos e inclui referéncias para as principais solucoes conhecidas e suas respectivas
complexidades. A Secao 6.2 discute o TAD HLT de forma independente da estrutura
de dados usada para representar suas informacoes e implementar suas operacoes. Uma
analise da complexidade amortizada das operagoes do TAD HLT também é apresentada.
A Secao 6.3 descreve, em alto-nivel, a implementacao do TAD HLT feita neste trabalho
e discute as limitagoes desta implementagao com relacao a complexidade amortizada de

tempo.

6.1 O problema da conectividade dinamica

Em (FREDERICKSON, 1985), Fredrickson introduziu uma estrutura de dados, conhe-

cida como drvore topoldgica (do inglés, topology tree), que pode ser usada para resolver o
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problema da conectividade dindmica com tempos de pior caso em O(1/e(G)) e em O(1),
respectivamente, por atualizagao (isto é, insergao ou remocao de arestas) e por consulta
(isto ¢, determinar se dois vértices dados estdo conectados), onde e(G) é o nimero de
arestas do grafo, G. O tempo de pior caso para atualizagoes pode ser reduzido para
O(y/v(@)) usando a técnica de esparsificagao em (EPPSTEIN et al., 1997). Obviamente,
esta redugao em complexidade s6 faz sentido quando G é um grafo denso (isto ¢, v(G) €
o(e(G))). Até onde se saiba, uma solucdo com tempo de “pior caso” em O(lg" v(G)) para
atualizagoes e consultas a GG, onde k£ é um inteiro positivo, permanece um problema em

aberto.

Cotas superiores mais justas podem ser obtidas se a complexidade amortizada for
levada em consideracao. Para tal, reduz-se o problema da conectividade dinamica aquele
de manter uma uma floresta, F', geradora do grafo, GG, dindmico (isto é¢, uma floresta
com uma arvore geradora para cada componente conexa do grafo). A idéia é utilizar F
para responder as consultas sobre conectividade em G. Em particular, dois vértices, u e
v, de (G estao conectados em (G se, e somente se, eles fazem parte de uma mesma arvore
geradora em F. Sabe-se, por exemplo, que se a floresta F' for representada por arvores ST,
a consulta se resume a comparar os noés devolvidos por FINDROOT(u) e FINDROOT(v),
o que pode ser feito em tempo amortizado O(lgn), onde n é o numero de noés de F, que

¢ igual a v(G).

Para que a reducao de problemas acima “funcione”, a floresta F' deve ser atualizada
sempre que G o for. Em particular, quando uma aresta e é inserida em G, ela é inserida
em F' se, e somente se, ela conecta duas arvores (disjuntas) de F' ou, de forma equivalente,
se, e somente se, ela conecta duas componentes conexas de GG. Por sua vez, se uma aresta
e é removida de GG, entao dois casos devem ser considerados. Se e nao é uma aresta de
F, entao nada precisa ser feito em F', pois a remocao de e de G nao desconecta nenhuma
componente conexa de G. No entanto, se e é uma aresta de F', entao a remocao de e de F'
desconectara uma arvore geradora de F' (independentemente desta remogao desconectar
uma componente de G ou nao). Neste caso, uma aresta, f, de G deve ser procurada para
substituir e em [’ e, em seguida, inserida em F'. Obviamente, tal aresta f s6 podera existir
se a remocao de e de G nao desconectar uma componente conexa de GG. Como seré visto

mais adiante, cada insercao ou remocao de aresta pode ser realizada em tempo amortizado

O(1g%n).

Em (HENZINGER; KING, 1999), Henzinger e King fizeram uso de aleatorizagao para

manter uma floresta geradora com tempos amortizados esperados O(lg*n) e O (lé%g"n>
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por atualizacao e consulta, respectivamente. Em seguida, Henzinger e Thorup reduziram,
em (HENZINGER; THORUP, 1997), o tempo amortizado esperado de uma atualiza¢ao para
O(Ig”n). Holm, Lichtenberg e Thorup eliminaram, em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP,
2001), o processo de aleatorizagdo proposto em (HENZINGER; KING, 1999; HENZINGER;

THORUP, 1997) e deram uma solu¢do deterministica para manter uma floresta dindmica

lgn
lglgn

com tempos amortizados O(I1g”n) e O ( ) por atualizacao e consulta, respectivamente.

Recentemente, o tempo amortizado por atualizacao foi reduzido para O <11g12 - ) (WULFF-
glgn

NILSEN, 2013). Esta soluc@o se baseou na solu¢ao dada por Thorup em (THORUP, 2000),

que também reduz a complexidade das operagoes de atualizacao, mas usando aleatoriza-

Gao.

De forma geral, se for possivel manter a floresta F' em tempo amortizado O(t(n)-lgn)
por insercao ou remocao de arestas, entao — usando arvores dindmicas — é possivel res-
ponder consultas sobre conectividade em tempo amortizado O (%) por consulta (THO-
RUP, 2000; HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001), onde n é o nimero (fixo) de nos de
F. Por outro lado, Patragcu e Demaine mostraram em (PATRASCU; DEMAINE, 2004) que
qualquer solugao para o problema da conectividade possui como cota inferior tempo amor-
tizado Q(Ign) por operagao. Além disso, eles mostraram uma interdependéncia entre os
tempos amortizados de atualizacao e consulta. Quando se reduz a cota superior de um,
aumenta-se a cota inferior de outro. Mais especificamente, sejam t,(n) e t,(n) os tempos

amortizados de uma atualizacao e de uma consulta, respectivamente. Entao, tem-se

t(n) - lg (M”)) €Qlgn) e tu(n)-lg (tq(n)) € Qlgn).

ty(n) tu(n)

E importante ressaltar que as cotas superiores para t,(n) e t,(n) das solucdes em (HOLM;
LICHTENBERG; THORUP, 2001; WULFF-NILSEN, 2013) ndo ultrapassam as cotas inferiores
das relacoes acima. Logo, deste ponto de vista, pode-se dizer que ambas as solugoes sao

“6timas’.

Neste trabalho, adotou-se, para o problema da conectividade dinamica, a solugao apre-
sentada em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001), pois a solugao descrita em (WULFF-
NILSEN, 2013) s6 se tornou conhecida no periodo de escrita deste texto, apés a implemen-
tagao da solucao adotada e a geracao de resultados terem sido finalizadas. No entanto,
tanto uma solugao quanto a outra fazem com que a implementacao do algoritmo de Diks e
Stanczyk apresente a mesma complexidade amortizada. A diferenca mais significativa en-
tre as duas solugoes esté na complexidade de espacgo. Enquanto a solugao dada por Holm,

Lichtenberg e Thorup requer O(h + nlgn) enderegos de memoria, onde h é o nimero,
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e(@), de arestas do grafo G, a solugao dada por Wulff-Nilsen requer espagco linear em n.

6.2 O TAD de Holm, Lichtenberg e Thorup

Esta secao descreve a solucao apresentada por Holm, Lichtenberg e Thorup para o
problema da conectividade em grafos dinAmicos (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001).
Esta solugao ¢, de fato, um tipo abstrato de dados (TAD), denotado pela sigla HLT — as
iniciais dos sobrenomes, que representa um grafo G dinamico e que suporta as seguintes

operagoes:

e CONNECTED(u,v): determina se os vértices u e v estao conectados em G,
e INSERT(e): insere a aresta e em G ¢

e REMOVE(e): remove a aresta e de G.

Como dito na Sec¢ao 6.1, cada uma dessas operacoes pode ser realizada em tempo amor-
tizado O(Ig>v(G)). No entanto, para que isso seja possivel, deve-se manter uma floresta
geradora, F', do grafo GG que, por sua vez, deve ser representada por arvores dinamicas.
Em principio, qualquer adrvore dinamica que possa ser modificada ou consultada em tempo
amortizado O(lgn), onde n é o nimero de nos da arvore, pode ser utilizada. No entanto,
a solucao requer certas operacoes especiais sobre arvores dinamicas, algumas das quais
sao mais natural e eficientemente implementadas em alguns tipos de arvore do que em

outros.

Usando a floresta geradora, F', representada por arvores dindmicas, pode-se facil-
mente executar CONNECTED(u, v). De fato, esta operagao se reduz a duas chamadas a
FINDROOT(): uma para o vértice u e outra para o vértice v. Se ambas devolverem a
mesma raiz em F', os vértices u e v estao conectados em G, pois eles pertencem a uma
mesma arvore geradora (resp. componente conexa) de F' (resp. (7); caso contrério, eles néo
estao conectados, pois eles pertencem a arvores geradoras (resp. componentes conexas)

distintas em F' (resp. G).

A execugdo de INSERT(e) também ¢ simples. Primeiro, insere-se e = {u,v} em G.
Depois, verifica-se, usando CONNECTED(), se u e v estao em uma mesma arvore de F'. Se
estiverem, entao a floresta nao precisa ser modificada, pois a inclusao de e em F' produziria
um ciclo; caso contrario, insere-se e em F' de forma que as arvores que contém wu e v sao

unidas. Esta unido pode ser realizada com a chamada LINK(u,v), mas como u nao é
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necessariamente a raiz de sua arvore em F', a chamada LINK(u,v) deve ser precedida
pela chamada EVERT(u), que faz com que u se torne a raiz de sua arvore em F' (veja
a Figura 6.1). Esta é a razao pela qual a operagdo EVERT() é imprescindivel para este

trabalho.

© o ® O Y
535 e & A iy TOT
g i et LT

Figura 6.1: Execugao de INSERT(e), com e = {u,v}. As raizes estao em destaque.

Note que a complexidade amortizada de cada execugdo de CONNECTED() ou INSERT()
¢ claramente O(lgv(G)), pois cada uma dessas operagoes executa um ndimero pequeno
e constante de chamadas as operagoes FINDROOT(), LINK() e EVERT(). Obviamente,
assume-se aqui que tais operagoes possuem tempo amortizado O(lgn) cada, onde n é o
namero total de nos da(s) arvore(s) envolvidas na operacao e n < v(G). Este é, como
j& se sabe, o caso se a arvore dinamica empregada for a drvore ST estudada no capitulo

anterior.

A execugao de REMOVE(e) é um pouco mais complicada. H4, na verdade, dois casos
mutuamente exclusivos: (1) a aresta e nao pertence a F' e (2) a aresta e pertence a F'.
No primeiro caso, diz-se que e é uma aresta de reserva. No segundo caso, diz-se que e é
uma aresta de drvore. Ambos os casos sao precedidos, na execu¢ao de REMOVE(e), pela
remocao de e de GG. O primeiro caso é trivial, pois se e nao esta em F', entao nao ha nada
mais a fazer. O segundo caso, ao contrario, é mais complicado, pois a remocao de e de
F faz com que uma arvore geradora, T, de F' se divida em duas, T, e T,, mesmo que
a componente conexa de GG correspondente a 7' nao seja. Se nao for, uma aresta, f, de
reserva em (G deve ser encontrada para reconectar T, e T,. Caso contrario, tal aresta nao

existe.

Observe que a remogao da aresta e = {u, v} da floresta F' pode ser realizada facilmente
com a chamada CUT(u) ou a chamada CUT(v), dependendo se v é o pai de u em F' ou
vice-versa. A Figura 6.2 ilustra a execugao da chamada CUT(u). As arestas de reserva sao

representadas por arcos pontilhados. Observe que a componente, G, de G correspondente
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a arvore T nao foi desconectada. H&, no entanto, duas tarefas mais complicadas pela

frente.

Figura 6.2: Execugao de CUT(u). Arestas de reserva sao exibidas com arcos pontilhados.

A primeira delas é determinar se G’ também é desconectada com a remoc¢ao da aresta
e do grafo G. A segunda esté condicionada ao fato de G’ nao ter sido desconectada.
Se nao foi, tem-se a outra tarefa complicada de se encontrar uma aresta, f, de reserva
para reconectar as arvores T, e T,. A principal contribuicao de (HOLM; LICHTENBERG;
THORUP, 2001) é uma estratégia eficiente para realizar as duas tarefas. Esta é a estratégia
que permite que REMOVE() execute em tempo amortizado O(Ig” v(G)), pois se uma busca

“menos cuidadosa” por f for utilizada, o tempo amortizado de REMOVE() sera Q(v(G) -
lgv(@G)).

6.2.1 Uma busca mais eficiente

A idéia central da estratégia em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001) é manter
uma hierarquia de Imaz + 1 subgrafos do grafo GG, denotados por Gy, G1, ..., Ginaes, onde
Imaz = [lgv(G)]. Para cada i € {0,1,...,Imaz}, o conjunto, V;, de vértices do grafo Gj,
que é o subgrafo de GG no i-ésimo nivel da hierarquia, é exatamente igual ao conjunto, V/,
de vértices do grafo G. A principal diferenca entre os subgrafos da hierarquia reside nos
conjuntos de arestas. Cada aresta, e, do conjunto, F, de arestas de GG esta associada a
um valor, [(e), denominado nivel de e, tal que I(e) € {0,1,..., Imax}. O conjunto, E;, de
arestas do subgrafo G; consiste exatamente das arestas em F com nivel menor ou igual a
1

E,={ec E|l(e) <i}.
Logo,
EoCEIC  Eig ¢ Gire=G.
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A Figura 6.3 contém uma hierarquia de subgrafos de um grafo G' com 12 vértices e
21 arestas. A hierarquia possui [lg12] 4+ 1 =441 = 5 niveis, cada qual com um subgrafo

de G.

®OEG

@
@

®© GG
© ©

Figura 6.3: Uma hierarquia com 5 subgrafos de um grafo com 12 vértices e 21 arestas.

Lembre-se de que, no problema da conectividade dinamica, assume-se que o conjunto,
V', de vértices de G é fixo. Ja o conjunto, F, de arestas de G é mutéavel, pois arestas podem
ser inseridas e removidas de GG. No contexto das aplicagoes que envolvem o problema da
conectividade dindmica, o primeiro passo consiste sempre em “construir” o grafo G, o que
requer a inicializagao das estruturas de dados. Neste contexto, supoe-se que o conjunto,

E, de arestas do grafo ¢, inicialmente, o conjunto vazio. Durante a construcao de G, as
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arestas sao inseridas, uma a uma, em E. Apos ser construido, ele pode sofrer alteracoes
através de remocoes e insercoes de novas arestas de E. Por convencao, assume-se que o
nivel, l(e), de toda aresta e que ainda nao foi inserida em G € igual Imazx. Entao, quando

e ¢ inserida em G, tem-se [(e) = Imaz e, portanto, a aresta faz parte apenas do subgrafo

Glmaz-

Como serad visto mais adiante, o nivel [(e) pode ser decrementado, mas jamais in-
crementado. Mais especificamente, o nivel I(e) pode ser decrementado em uma unidade
por vez e apenas quando alguma aresta, que nao é a aresta e, for removida de G. Ob-
serve que decrementar o valor de [(e) em uma unidade equivale a inserir e no subgrafo
G;, com i = [(e). Esta é a unica forma pela qual arestas s@o inseridas nos subgrafos
Go,G1, ..., Gynaz—1- Além disso, o valor [(e) jamais se torna negativo. Isto significa que
o nivel de cada aresta s6 pode ser decrementado [lmaz vezes, no maximo. Quando isto
ocorrer a uma aresta em particular, a aresta tera sido inserida em todos os subgrafos da

hierarquia.

Para construir e modificar a hierarquia com os subgrafos G, G1, . . ., Gy, a estratégia
proposta em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001) constréi e mantém uma hierarquia
de florestas, Fy, Fi,..., Fina, tal que F; é uma floresta geradora do subgrafo G;, para
todo ¢ € {0,1,...,Imax}. Usando esta hierarquia de florestas, cada operacgao de consulta
e atualizacio sobre G ¢ realizada em tempo amortizado O(lg® v(G)). Para tal, duas in-

variantes devem ser mantidas antes e depois de cada insercao ou remocao de arestas de

G-

(i) Toda componente conexa de GG; possui, no maximo, 2" vértices.

(ii) Para todo i € {0,1,...,lmazr — 1}, tem-se que toda aresta de F; é uma aresta de
F;1. Em outras palavras, F; = FFNG; e F' é uma floresta geradora minima de G,

onde F' = Fj,4:, com respeito ao nivel das arestas (isto é, o custo de uma aresta e

él(e)).

A Figura 6.4 exibe uma hierarquia de 5 florestas geradoras, Fy, Iy, Fy, F3 e Fy, dos

subgrafos da hierarquia exibida na Figura 6.3. As hierarquias respeitam as invariantes (i)

e (ii).
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Figura 6.4: Uma hierarquia de florestas geradoras dos subgrafos da Figura 6.3.

A hierarquia de florestas é construida & medida que a hierarquia de subgrafos é cons-
truida. Na prética, apenas a hierarquia de florestas é, de fato, representada no computa-
dor, pois a estrutura de dados usada para representar o TAD HLT armazena as arestas
de reserva nos proprios nos das florestas Fy, FY, ..., Fj.. Inicialmente, cada floresta F;
consiste apenas dos vértices do grafo G, assim como cada subgrafo ;. Quando o grafo G
é construido, as arestas inseridas em F sao inseridas na estrutura de dados que representa
Finae usando a nova versao da funcdo INSERT() descrita mais adiante. Algumas dessas
arestas se tornam arestas das arvores geradoras de Fj,,., enquanto as demais se tornam
arestas de reserva e sao armazenadas nos nos de Fj,.,. Em particular, duas copias da

aresta, e = {u, v}, de reserva sao armazenadas em Fj,,,: uma no né u e outra no n6 v de
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A Figura 6.5 exibe a mesma hierarquia de florestas da Figura 6.4, mas com as arestas

de reserva exibidas como arcos pontilhados. Tais arestas s6 aparecem em seus respectivos

niveis.

® O
®EG
® 6 G

®
®G
®

4
|

Figura 6.5: Uma hierarquia de florestas geradoras dos subgrafos da Figura 6.3. Arestas

de arvore e de reserva sao exibidas como arcos s6lidos e pontilhados, respectivamente.

Apoés a construcao de G (e imediatamente antes de G sofrer qualquer alteracdo), as

componentes conexas de Fj,,., sao arvores geradoras minimas das componentes conexas de

G = Gnae, pois todas as arestas de E possuem o mesmo custo. Além disso, os subgrafos,

Go, G, - -

-y Gimas—1, © suas respectivas florestas geradoras, Fy, Fi, ..

vy Fimaz—1, Nao pos-
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suem nenhuma aresta. Como cada componente conexa de Gy, = G possui, no maximo,
v(G) vértices e v(G) < 28U conclui-se que as invariantes (i) e (ii) sdo respeitadas
imediatamente apds a construcao de (G, ou seja, imediatamente apos a inicializagao da
estrutura de dados. No que segue, discutem-se as operacoes de consulta e atualizacao do

grafo G.

A execugao de CONNECTED(u,v) é praticamente a mesma que se discutiu antes da
estratégia proposta em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001). Em particular, a consulta
continua sendo realizada na floresta F', que é a floresta geradora minima, Fj,;,.;, do subgrafo
Gimee = G. Lembre-se de que a complexidade amortizada de uma execugao da operagao

CONNECTED() é O(lgn), onde n é o nimero de nos da floresta F', que é exatamente igual
av(Q).

A execugao de INSERT(e) é ligeiramente modificada. Assim como antes, o primeiro
passo consiste em inserir e = {u,v} em G. Em seguida, atribui-se Imaz a I(e). Depois,
verifica-se, usando CONNECTED(), se u e v estdo em uma mesma arvore geradora minima
de F' = Fj,4.- Se nao estiverem, entao insere-se e em Fj,,, de forma que as arvores
geradoras minimas que contém u e v sdo unidas. Como [l(e) = lmaz, a arvore resultante
da uniao é uma arvore geradora minima da respectiva componente de Gy, contendo u
e v. Observe que e se torna uma aresta de arvore. Por outro lado, se u e v estiverem em
uma mesma arvore de Fj,q., entao Fj,., nao precisa ser modificada. Mas, uma copia da
aresta e é armazenada em cada um dos nos, v e v, de Fj,q. € € se torna uma aresta de

reserva. Note que o tempo amortizado de uma execugao da operagao INSERT() continua

O(lgv(G)).

Como exemplo, considere a inser¢ao da aresta e = {v3,v5} no grafo G representado
pela hierarquia de florestas da Figura 6.5. Como v3 e vg estao em uma mesma &arvore

geradora de Fj,.. = Fj4, a aresta e se torna uma aresta de reserva em Fj uma vez que

l(e) = 4.

Note que as operagoes CONNECTED() e INSERT() dependem apenas do subgrafo G
e de sua floresta geradora minima, FJ,,,,, e sao praticamente as mesmas operagoes descritas
antes. Note também que as duas operagdes nao violam as invariantes (i) e (ii), pois
CONNECTED() nao modifica o estado da estrutura de dados, enquanto INSERT() modifica
apenas Guae € Finee sem adicionar nem remover vértices (nos). Logo, se (i) e (ii) séo
respeitadas antes da execugao de INSERT(), elas sao respeitadas imediatamente apos, pois
nenhuma componente de G4, possui mais do que v(G) vértices e nenhum outro subgrafo

¢ modificado.



112

A contribuigao da estratégia proposta em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001)
reside na nova forma de executar REMOVE(e). Assim como antes, o primeiro passo da
operagao é remover a aresta e = {u,v} de G. Em seguida, determina-se se e esta ou nao
em [y, Se nao estiver, entao e é uma aresta de reserva e uma copia de e esta armazenada
em cada um dos dois nés, u e v, da floresta Fj). Ambas as copias sao removidas de Fj).

Assume-se que u e v podem ser acessados em Fj,) em tempo constante a partir de e e
l(e).

Como exemplo, considere a remocao da aresta e = {vs,v7} do grafo G representado
pela hierarquia de florestas da Figura 6.5. A operagdo REMOVE() procura por e em Fj
e determina que ela nao esté 1a. Isto significa que e é uma aresta de reserva armazenada
nos nos vs e vy da floresta Fj) = F5. Em seguida, os nos, vs e vy, de I, sao acessados e as
respectivas copias de e armazenadas nesses dois nos sao removidas. Uma outra alternativa
¢ usar um campo “sentinela” para indicar o status da aresta, que passa a ser ‘“removida”
apos a remocao. Esta alternativa dispensa a remocao fisica das copias da aresta nos dois

nos.

Quando a aresta e estd em Fj,,,, ela ¢ uma aresta de arvore e, pela invariante (ii),
ela faz parte das florestas Fj(), Fi(e)+1; - - -, Fimas, POis, de acordo com a invariante, todas
as arestas de F; estdo em Fj,q, para todo i € {0,1,...,Ilmax— 1}. Por exemplo, se e é a
aresta {vy, v7} do grafo G representado pela hierarquia de florestas da Figura 6.5, entao e
pertence as florestas Fy, Fy, F3 e Fy, pois [(e) = 1. Assume-se que as copias da aresta e em
Fiey, Fie)+1, - - - » Fimae podem ser acessadas sequencialmente, a partir da copia em Fiy,,,
o que permite que todas elas sejam acessadas e removidas de Fi), Fie)11, - - - s Fimaz €m
tempo de pior caso O(Imazx). Por exemplo, pode-se armazenar, em uma mesma lista sim-
plesmente encadeada, as arestas de arvore que conectam os mesmos dois noés em florestas

distintas.

A remocgao de e da floresta Fj faz com que a arvore geradora minima, 7}, de Fj},
contendo u e v, seja dividida em duas, T} e T}, para todo j € {l(e),l(e) + 1,..., Imax}.
Como toda aresta de F; estd em Fji,, toda aresta de T} (resp. T}) estd em T}’,, (resp.
Ty, ), para todo k € {l(e),l(e) +1,...,Imar — 1}. Por exemplo, se e & a aresta {v4, vr}
do grafo G representado pela hierarquia de florestas da Figura 6.5, entao a remocao de e
de F} faz com que a arvore, 77, consistindo apenas dos nos v4 e vy seja dividida em duas
arvores, 71" e T|", uma contendo apenas vy € a outra contendo apenas v;. Ja em F, a
remogao de e divide a arvore 75, consistindo dos noés vs, vy € v7, nas arvores 1,* e 1,7,

uma contendo v3 e vy e a outra contendo apenas v;. Finalmente, note que as arestas de
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T7* estao em Ty* e que 17" e T," s@o arvores isomorfas (contendo apenas uma copia do

no6 vy cada).

O proximo passo € o mais “critico” e o que motivou o desenvolvimento da estratégia
de busca proposta em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001): reconectar as arvores Ty
e T}, para todo j € {l(e),l(e) + 1,..., Imaz}, caso a componente conera de Gipee = G
correspondente a Thnq nao seja desconectada pela remogao da aresta e de GG. Para tal,
uma aresta, f, de reserva deve ser encontrada. Obviamente, tal aresta s6 pode existir se a
componente conexa correspondente a T}, n0 grafo Gy, continuar conexa em Gjqp — €.
A existéncia de f é determinada, aqui, pela propria busca. Em outras palavras, se a busca
por f falhar, entao se conclui que f nao pode existir. Caso contrario, tem-se uma aresta,
f, de reserva para reconectar todos os Imaz—1[(e)+ 1 pares, T e T}, de arvores geradoras

minimas.

A busca por uma aresta, f, de reserva ¢ realizada na sequéncia Fj), Fie)+1: - - - s Fimas
de florestas geradoras minimas e nesta ordem. Logo, apenas uma aresta, f, de reserva
com nivel, I(f), maior ou igual a I(e) pode ser encontrada. Além disso, se tal aresta f
existir, ela é uma aresta de reserva de menor nivel — entre todas as arestas de reserva
em Fiey, Fie)y+1s - - - » Fimaz — que reconecta os pares de arvores T]“ e TJ?’, para todo j €
{Uf),I(f)+1,...,Imax}. Observe que é crucial se restringir a busca por uma aresta, f,
de reserva as florestas Fi), Fie)+1, - - -, Fimaz, P0is se [(f) fosse menor do que [(e), entdo
a floresta Fj.) nao seria uma floresta geradora minima antes de e ser removida. Logo, a
invariante (ii) seria violada. Por outro lado, a busca como descrita acima mantém esta

invariante.

O algoritmo que detalha os passos da busca se resume a um lago no qual um contador,
k, varia de [(e) a Imaz. O lago é repetido até que uma aresta, f, de reserva que reconecta
T a T} seja encontrada ou k seja igual a lmaz+ 1. No primeiro caso, a busca termina com
sucesso; no segundo, a busca falha. Dentro do corpo do lago, determina-se qual das duas
arvores, Ty ou T}, possui o menor nimero de nés. Sem perda de generalidade, assuma
que seja T}. Entdo, para cada aresta, f = {z,y}, de reserva armazenada em um no x
de T}, determina-se se o outro extremo, ¥y, da aresta ¢ um né em 7). Se ele for, entao
[ = {x,y} reconecta T} a T}!. Logo, ela é inserida nas florestas Fi(s), Fi(py41; - - - s Fimas €
a busca termina com sucesso. Se y nao for um no6 de 7Y, entao f = {x,y} ndo reconecta
T a TY. No entanto, apds este fato ser constatado, o nivel, I(f), de f é decrementado
em uma unidade. Note que isto equivale a mover a aresta f da floresta F}, para a floresta

Fy;.
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Os passos da operagao de remocao quando e = {u,v} € F,,, estdo abaixo:

(1) Remova e de Fy), Fiie)41, - - - s Fimas
(2) Para todo k de I(e) a Imax faga:

(a) Determine que arvore, T} ou T}/, possui o menor nimero de noés. Sem perda de

generalidade, suponha que a arvore com o menor nimero de nos seja 7}
(b) Para cada aresta, f = {z,y}, de reserva em T}, com z € T}, faga:

(i) Se y pertence a T}, entdo insira f em F, Fyi1, ..., Fime € pare.
(ii) Caso contrario, faga [(f) < k— 1, o que equivale a remover a aresta, f, de

reserva da floresta Fj, e inseri-la, como aresta de reserva, na floresta Fj_;.

Como exemplo da execugao do algoritmo acima, considere a remoc¢ao da aresta e =
{v4,v7} do grafo G representado pela hierarquia de florestas da Figura 6.5. O passo (1) do
algoritmo acima faz com que e seja removida das florestas Fy, Fy, F3 e Fy, poisl(e) = 1. A
hierarquia de florestas resultante da remocao da aresta e é exibida na Figura 6.6. O passo
(2) é iniciado com a execugao do lago para k = [(e) = 1. Na iteracdo k = 1, as arvores T,
e T} possuem ambas o mesmo nimero de nés e nenhuma aresta de reserva. Logo, o lago
em (2)(b) nao é sequer executado e o valor de k é incrementado, tornando-se 2. Na iteragao
k =2, as arvores Ty* e T,” possuem 2 noés e 1 nd, respectivamente. Logo, o passo (2)(b)
¢ executado para a arvore 7,7. Esta arvore possui apenas uma tUnica aresta de reserva
armazenada em seus nos: a aresta f = {vs, v7}. Como v; € T3, 0 n6 y do algoritmo é vs.
Ja que vs € T5*, o passo (2)(b)(ii) é executado ao invés de (2)(b)(i). Consequentemente,
a aresta f = {vs,v7} (de reserva) é removida de F; e inserida em Fj. A busca continua
com a iteracdo k = 3. As arvores 13* e 13" possuem 5 nos e 1 no, respectivamente.
Logo, o passo (2)(b) é executado para a arvore 737. Esta arvore possui uma tnica aresta
de reserva armazenada em seus nos: a aresta f = {vs,v;}. Como vy € T3", 0 n6 y do
algoritmo ¢ v3. Como v3 € T3*, o passo (2)(b)(i) é executado, o que resulta na inser¢ao
da aresta f = {vs,v7}, como aresta de arvore, nas florestas F3 e F}, finalizando a busca.

A hierarquia de florestas geradoras minimas resultante esta na Figura 6.7.

Para analisar a complexidade amortizada da operagdo REMOVE(), deve-se assumir
que as arvores da hierarquia de florestas sao representadas por estruturas de dados que
suportam todas as operagoes das arvores dindmicas em tempo amortizado O(lgn) cada,
onde n é o nimero de noés das arvores envolvidas na operacao, além de outras operacoes
descritas mais adiante. Como ja foi dito, este é o caso das arvores ST estudadas no

Capitulo 5.
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Figura 6.6: A hierarquia de florestas da Figura 6.5 apos a remocao da aresta {vy, v7}.
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A execugao de REMOVE(e) comega com a verificagao do status de aresta e: esta aresta
¢ uma aresta de arvore ou de reserva? Se um campo de status (aresta de arvore ou de
reserva) for adicionado a estrutura de dados que representa uma aresta, esta determinagao
pode ser feita em tempo constante. Se a aresta for de arvore, entao e € Fj,,q, € 0s passos do
algoritmo que se acabou de ver devem ser executados. Caso contrério, deve-se remover e da
floresta Fy (), o que leveria tempo amortizado O(lgv(G)), ou simplesmente mudar o status
de e para aresta “removida’, o que levaria tempo constante. Entao, pode-se considerar que

determinar se e € Fj,,, € tratar o caso e € Fj,., consome, no total, tempo amortizado

O(lgv(G))-

® 6
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® G G
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Figura 6.7: A hierarquia de florestas resultante da operagao de remocao da aresta {v4, v7}.
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Considere o caso e € Fjq. O passo (1) do algoritmo remove e das florestas Fyey,
Fie)+1s - - -» Fimaz- No pior caso, tem-se [(e) = 1, pois Fy nao pode possuir arestas. Logo,
o passo (1) requer, no pior caso, lmazx remogoes da aresta e tal que cada remogao é
realizada em uma &arvore de cada uma das florestas Fi, Fy, ..., Fine Usando arvores
ST para representar as florestas, as Imax remocgoes se reduzem a Imazx execugoes de
CuTt(), o que implica que o passo (1) consome tempo amortizado O(lmaz-1gv(G)). Como

Imax = [lgv(G)], conclui-se que a complexidade amortizada de tempo do passo (1) é

O(1g2v(G)).

Para a analise do passo (2), deve-se levar em contar dois detalhes que nao sao forne-
cidos no proprio artigo que descreve o TAD HLT (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001),

a saber:

e A determinagao de qual arvore, T} ou 7T}, possui o menor nimero de nés pode
ser realizada em tempo amortizado O(lgn), onde n é o nimero de noés de T3 e T}

juntas.

e A “proxima” aresta, f = {z,y}, de reserva em T} pode ser encontrada em tempo
amortizado O(lgn), onde n é o nimero de nos de T}. Logo, o tempo amortizado de
cada iteragao do lago do passo (2)(b) deve ser acrescido do fator O(lgn), que leva
em conta o tempo amortizado para encontrar a proxima aresta, f, reserva na arvore

T,

Ambas as operacoes acima nao fazem parte da interface canodnica das arvores din&mi-
cas. Felizmente, a primeira delas pode ser disponibilizada na interface das arvores ST
e executada em tempo constante sem acarretar um aumento da complexidade das de-
mais operagoes da interface, como serd descrito no Capitulo 7. Por outro lado, a segunda
operacao se constituiu na principal dificuldade deste trabalho, pois ela nao pode ser “na-
turalmente” implementada em arvores ST, embora os autores do artigo (HOLM; LICHTEN-
BERG; THORUP, 2001) afirmem, categoricamente e repetidamente, que o TAD HLT pode
ser implementado com a arvore ST e que a complexidade da operagdo REMOVE() seréa

O(lg” v(G)).

Para continuar com a anélise, assume-se que as demandas de complexidade dos dois
detalhes acima sao satisfeitos (independentemente da arvore dindmica usada para imple-
mentar o TAD HLT). Logo, pode-se considerar que o tempo de cada execu¢ao do passo
(2)(a) ¢ O(1g% v(@G)). No pior caso, este passo ¢ executado Imaz vezes para cada execucio

de REMOVE(), 0 que resulta em tempo amortizado O(lg? v(G)). Observe que a escolha da
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arvore de menor nimero de nos, entre 7} e T}/, garante que a arvore selecionada possui,

2k=1 nos, pois, de acordo com a invariante (i), a soma dos ntimeros de nos

no maximo,
de T{* e TP nao pode exceder 2%. A escolha da arvore de menor niimero de nés é uma
heuristica para acelerar a busca por f no passo (2), mas que ndo reduz a complexidade

da busca.

A anélise dos passos (2)(b)(i) e (2)(b)(ii) ¢é feita de forma “agregada’. Esses passos sao
(b)
(b)

antes da tnica execugao do passo (2)(b)(i) ou até o contador k atingir o valor Imax + 1.

mutuamente exclusivos. O passo (2) i) é realizado, no méaximo, uma vez por execugao

(
de REMOVE(), enquanto o passo (2)(b)(ii) pode ser executado um certo nimero de vezes
Sejam feaso; € teaso,; 08 tempos amortizados gastos com os passos (2)(b)(i) e (2)(b)(ii) em
uma tnica execucao de REMOVE()!. Entdo, pelo que foi discutido nos quatro paragrafos
anteriores, o tempo amortizado da operacdo REMOVE() é limitado superiormente pela
seguinte expressao:

tCaSOi + tCaSOii + O(lg2 U(G)) *

Se o passo (2)(b)(i) for executado, havera lmax— k+1 inser¢oes da aresta, f = {x,y},
de reserva nas florestas Fj, Fii1,..., Fine Cada insercao faz com que f se torne uma
aresta de arvore na respectiva floresta. Usando arvores ST, cada insercao pode ser feita
com a execugao da operagao LINK(), que leva tempo amortizado O(lgn), onde n é o
numero de nos das duas arvores envolvidas. Logo, o tempo amortizado da tinica execucao
do passo (2)(b)(i) ¢ O((Imax—k + 1) -lgv(G)). No pior caso, tem-se k = 1, o que resulta
em tempo amortizado O(lg? v(G)). Como a execucio do passo (2)(b)(i) é precedida pela
busca pela “proxima” f no passo (2)(b), tem-se que tcaso, ¢ limitado superiormente por

uma fun¢ao em

O(lg*v(G)) + O(lgv(G)) = O(Ig* v(G)) .

Cada execugao do passo (2)(b)(ii) decrementa, em uma unidade, o nivel, I(f), da
aresta, [ = {x,y}, de reserva. Isto equivale a remover f da floresta Fj e a inserir f
na floresta Fj_;, como aresta de reserva também. Tanto a insercdo quanto a remocao
nao alteram as arvores dindmicas, pois a aresta é armazenada nos nés x e y de Fj_;.
Assumindo que esses nos sao acessados em tempo constante, uma execucao do passo
(2)(b)(ii) consome tempo O(1). No entanto, cada execucdo deste passo é precedida pela
busca pela “proxima” f no passo (2)(b). Logo, o tempo amortizado de uma execugao
do passo (2)(b)(ii), incluindo o tempo gasto com a busca em (2)(b), é uma funcdo em

O(lgv(G)).

Mais precisamente, tcaso; € ti; sao fungdes de v(G).
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Para concluir a anélise, note que uma aresta, f, de reserva s6 pode mudar de “nivel”
na hierarquia de florestas — isto ¢, passar de F} para Fy_; quando o valor de I(f) é
decrementado em uma unidade — Imaz vezes, no maximo. Isto decorre do fato de quando
uma aresta de reserva é colocada em Fj, ela nao é mais considerada pelo algoritmo, pois
nao existem arestas de arvore em Fy. Logo, o nivel, [(e), de qualquer aresta de arvore
considerada para remogao ¢, pelo menos, igual a 1. Entdo, o valor de k& no passo (2) nao
pode nunca ser menor do que 1. Note também que a mudanga do nivel I(f) para [(f) —1
de uma mesma aresta, f, de reserva s6 pode ocorrer uma tunica vez por execucao de

REMOVE().

Lembre-se de que o conjunto, F, de arestas do grafo GG estd “vazio” antes da iniciali-
zagao do grafo e de que o tempo amortizado de cada execucao de INSERT() ¢ O(lgv(G)).
Logo, toda aresta, e, removida de G tem de ser inserida em G antes de ser removida.
Suponha, portanto, que o tempo amortizado da operagao INSERT() seja “modificado” para
O(lg* v(@)), isto ¢, a operacio se tornou mais cara de forma “justa”. Intuitivamente, isto
significa que h& uma “sobra” de tempo para ser deduzida de outras operagoes, que pode
ser vista como um “pagamento adiantado” por uma operacao futura. No caso especifico
desta andlise, deseja-se gastar o tempo futuro, de forma antecipada, do passo (2)(b)(ii).
Em particular, cada vez que o passo (2)(b)(ii) for executado para uma mesma aresta, f, de
reserva, deduz-se o tempo gasto com esta operagao, que é O(lgv(G)), da folga creditada a
aresta na operacao de inser¢ao. Como o passo (2)(b)(ii) s6 pode ser executado, para esta
mesma aresta f, O(lgv(G)) vezes, o tempo gasto total nio excede O(lg? v(G)) e é coberto
pelo “pagamento adiantado” realizado durante a operagdo INSERT() que adicionou f ao

grafo G.

A observacao do paragrafo anterior permite que se conclua que teaso,, estéd em O(lg? v(G)),

pois
_ me - O(1g°v(G))

tcasoii - Y

n
onde 7 é o namero de vezes em que INSERT() é executada para as m,. arestas de reserva

que mudaram de nivel ao longo das execu¢oes de REMOVE(). Como m, = 7, o resul-
tado segue. Observe que o numero de inser¢oes, ao invés do nimero de remogoes, deve
ser mesmo usado na féormula acima, pois sao as operacoes de inser¢ao que pagam pelas
me - O(1g° v(@)) excugdes do passo (2)(b)(ii). Logo, o tempo amortizado de uma tnica
execucdo de REMOVE(), que é feaso, + Leaso,; + O(1g% v(@G)), esta de fato em O(Ig”v(G)),
pois se tem que

teasor teasoy, € O(18° v(G)) .
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Finalmente, tem-se que a complexidade de espago da estratégia proposta ¢é assintoti-
camente maior do que a da solugao que nao se utiliza de uma hierarquia de florestas. De
fato, cada vértice de G ocorre em cada um dos [/max niveis da hierarquia. Logo, gasta-se
O(v(G) - 1gv(G)) unidades de memoria com o armazenamento de vértices. Por fim, cada
aresta de arvore (hé, no méaximo, v(G) — 1 delas) pode aparecer em todos os niveis, o que
também requer O(v(G) - lgv(G)) unidades de memoria. Ha O(e(G)) arestas de reserva,
pois elas ocorrem apenas uma vez em toda a hierarquia. Logo, a hierarquia de florestas
(e, portanto, o TAD HLT) requer O(e(G) + v(G) -1gv(G)) unidades de memoria para ser

representada.

6.3 Implementacao do TAD HLT

Esta secao descreve os detalhes de alto-nivel da implementagao do TAD HLT que foi
realizada neste trabalho. Os detalhes de baixo-nivel sao objeto do Capitulo 7. A estrutura
de dados utilizada aqui para implementar o TAD HLT se baseia na arvore ST do Capi-
tulo 5.

Como mencionado na Secao 6.2, para que o tempo amortizado de cada operacao
de consulta ou alteracio do grafo G esteja em O(lg®v(G)), a busca por arestas de re-
serva para reconectar arvores geradoras deve seguir a estratégia descrita na Segao 6.2.1,
que foi proposta em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001), ou a alternativa proposta
em (WULFF-NILSEN, 2013), que é ainda mais eficiente e que néo foi discutida aqui. Quando
o trabalho ora descrito foi iniciado, conhecia-se apenas a primeira delas e, obviamente,

procurou-se implementé-la.

De acordo com os autores, Holm, Lichtenberger e Thorup, da estratégia de busca
em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001), qualquer arvore dindmica poderia ser utilizada
na implementagao do TAD HLT. Em particular, os autores citaram, no referido artigo, a
arvore ST do Capitulo 5 em mais de uma ocasiao. Como esta arvore é mais “popular” do
que as demais arvores dindmicas conhecidas, optou-se por adota-las na implementacao do
TAD HLT.

A estratégia de busca da Secao 6.2.1, no entanto, exige que a interface da arvore
dindmica utilizada na implementacao do TAD HLT seja acrescida de duas fungoes. A
primeira fungao possibilita que o nimero de nés da subarvore enraizada em qualquer dado
no6 de uma arvore seja determinado em tempo O(lgn), onde n é o ntimero de nés da arvore.

A segunda fungao possibilita que a “proxima” aresta de reserva armazenada em algum noé
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da arvore seja obtida em tempo O(Ilgn), onde n é o nimero de noés da arvore. A primeira e a
segunda fungdes sao utilizadas pelos passos (2)(a) e (2)(b), respectivamente, do algoritmo
da opera¢do REMOVE(), como descrito na Segao 6.2.1. O acréscimo da interface da arvore
dindmica com essas duas fungoes nao pode afetar a complexidade das demais funcoes da

interface.

A primeira funcao foi facilmente incorporada & interface da arvore ST e sua execugao
consome tempo constante (no pior caso) por chamada. Os detalhes de implementagao
desta funcao estao no Capitulo 7. Infelizmente, a segunda fung¢ao nao pode ser “natural-
mente” implementada em arvores ST. Mais precisamente, o autor deste trabalho nao sabe
como fazer isso sem afetar a complexidade das demais operacoes da interface da arvore e
nem conhece nenhum trabalho disponivel na literatura pesquisada que descreva como se

faz.

O problema é que a afirmagao do artigo (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001) de
que “qualquer” arvore dinamica pode ser usada e, em particular, a drvore ST fez com que
o autor deste trabalho investisse tempo e esfor¢co em implementar o TAD HLT com tal ar-
vore. Através de uma video-aula?, ministrada em 3 maio de 2012 pelo Prof. Erik Demaine
do Massachussetts Institute of Technology (MIT), o autor deste trabalho tomou conheci-
mento de que a arvore ST nao era mesmo apropriada para ter sua interface acrescida da
segunda funcao. Na mesma aula, o professor Demaine menciona que a arvore dinamica
adequada para se implementar o TAD HLT ¢é a ET tree (MILTERSEN et al., 1994; TARJAN,
1997).

Surpreendentemente, a informagao fornecida pelo Prof. Erik Demaine nao esta escrita
em nenhum artigo encontrado pelo autor deste trabalho. Nem mesmo no tnico artigo
disponivel na literatura que descreve uma implementagao do TAD HLT (IYER JR. et al.,
2001), que nao por acaso utiliza a arvore ET. Para piorar, a dificuldade em se utilizar
uma dada arvore dinamica reside na forma de se decompor a arvore real para que ela seja
representada pela arvore virtual. No caso da arvore ST, a decomposicao é por “caminhos”
(veja o Capitulo 5) e este tipo de decomposigao nao se presta, natural e eficientemente,
para manter as informacoes necessarias a execucao da segunda fungao sem afetar a com-
plexidade das demais fungoes da interface da arvore. Isto nao significa “imposibilidade”
de solucao do problema, mas sim que o problema da incorporacao nao deve ser simples

de ser resolvido.

De acordo com Werneck em (WERNECK, 2006), a arvore ST foi desenvolvida com

2http:/ /www.youtube.com /watch?v=fKIPmxFpYDk
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uma aplicacao em mente: encontrar arestas de custo minimo em caminhos disjuntos.
Obviamente, ha outras aplicagoes as quais elas se aplicam. No entanto, para se utilizar tal
arvore em uma dada aplicac¢do, necessita-se (1) definir um novo conjunto de valores (isto
é, “custos”) a ser armazenado em cada nd da arvore, (2) certificar-se de que esses valores
sdo atualizados apropriadamente quando a arvore virtual muda e (3) definir regras para
percorrer a arvore durante as operacoes de consulta. No contexto deste trabalho, o ponto
(3) é o que interessa. Devido & decomposigdo por caminhos, a arvore ST néo se presta
naturalmente para operagoes que necessitem agregar valores em subarvores quaisquer da
arvore virtual. Logo, nao parece trivial determinar em tempo logaritmico no nimero de
nos, por exemplo, se a subarvore enraizada em um dado né da arvore virtual contém uma
aresta de reserva (e se houver, acessar o n6 que a contém), pois tal subarvore pode agregar

varios caminhos.

Infelizmente, o autor deste trabalho s6 tomou conhecimento da confirmacao da limi-
tacao da arvore ST? quando o prazo para término deste trabalho ja estava muito proximo
e a implementacao realizada até o momento ja estava em um estagio bastante avancado.
Entao, decidiu-se finalizar a implementacao do TAD HLT sem utilizar a estratégia de
busca da Secao 6.2.1, mas sim a busca “menos cuidadosa” descrita no inicio da Secao 6.2.
Consequentemente, a complexidade amortizada da operacao REMOVE() implementada
aqui ¢ assintoticamente maior do que O(lg®v(G)). Por outro lado, devido ao fato do
algoritmo de Diks e Stanczyk (veja a Secao 3.3) ser aplicado apenas a grafos cibicos,
todo n6 da arvore virtual — com excecao do né raiz — possui, no maximo, dois filhos.
Isto possibilitou ao autor deste trabalho estender a interface desta arvore ST “restrita” de
forma que a complexidade desejada para a remocao (isto ¢, O(lg*v(G))) seja atingida.
Esta nova solugao nao serd descrita aqui, mas a implementacao dela ja se encontra em
andamento. E importante ressaltar que esta solucio s se aplica ao caso em que G € um

grafo cubico.

6.3.1 O uso da arvore ST

A implementagao do TAD HLT consiste na implementacao das trés operacoes da
interface do TAD: CONNECTED(), INSERT() ¢ REMOVE(). A primeira delas recebe um
par, u e v, de vértices do grafo G como entrada, enquanto a segunda e a terceira recebem
uma aresta, e, de G. Como descrito no inicio da Se¢ao 6.2, as trés operagoes sao executadas

em uma estrutura de dados que representa G e numa unica floresta, F', geradora de G

3Usando a referida video-aula.
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(ou seja, nao se utiliza uma hierarquia de florestas). As arvores da floresta, F', sdo arvores
ST.

Inicialmente, constréi-se o grafo G apenas com o seu conjunto, v(G), de vértices, que
se supoe ser fixo. Para tal, cria-se a floresta F' com v(G) arvores, cada qual consistindo
de um vértice distinto de G. Isto é feito com v(G) chamadas & funcdo MAKETREE(). A
partir dai, as arestas de G sao inseridas em G e em F'. Isto é feito com uma sequéncia
de chamadas a fungdo INSERT(), uma para cada aresta. Apds a construgao do grafo
(G, a estrutura de dados estard pronta para responder as consultas sobre conectividade
de vértices, realizadas por chamadas a funcdo CONNECTED(), e para atualizar o grafo
mediante inser¢des e remogoes de arestas, realizadas com chamadas as fungoes INSERT()

¢ REMOVE().

Por brevidade, o pseudocodigo de CONNECTED() nao é mostrado aqui, ja que esta
fungao simplesmente compara o resultado de duas chamadas a FINDROOT(). O pseudo-
codigo da fungdo INSERT() é mostrado no Algoritmo 6.1. Uma explicac¢do deste codigo ja
foi dada no inicio da Secao 6.2 e, portanto, nio seré repetida aqui. E importante ressaltar,
no entanto, que se os vértices u e v da aresta e a ser inserida em G ja estiverem conectados
em F' (isto &, se fizerem parte de uma mesma arvore geradora de F'), entdo a aresta e se
torna uma aresta de reserva. Isto significa que uma copia desta aresta é armazenada no
né u e outra, no né v. Se a aresta e nao estiver em F', entao ela é inserida em F' como

uma aresta de arvore. A Figura 6.1 ilustra a execugao de uma chamada a funcao.

Algoritmo 6.1 INSERT(e)

Entrada: Uma aresta e = {u, v}
Saida: Nenhuma
adicione e no grafo G
se CONNECTED(u, v) entao
adicione e como uma aresta de reserva em u e em v
senao
se u # FINDROOT(u) entao
EVERT(u)
fim se
LINK(u, v)
fim se

O pseudocddigo para a fun¢gdo REMOVE() estd no Algoritmo 6.2. Esta funcao deter-
mina, primeiramente, se a aresta, e = {u, v}, a ser removida do grafo G ¢é aresta de arvore
ou aresta de reserva. Se e for uma aresta de reserva, duas copias dela estao armazenadas
em F', uma no no u e outra no né v. Entao, tais copias sao removidas de F' e a funcao

é encerrada, pois nenhuma &arvore de F' precisa ser modificada. Se e for uma aresta de
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arvore, entao e deve ser removida da arvore, T, que a contém em F'. Isto é feito com
uma chamada a fun¢do CUT(). Mas, como dito no inicio da Segdo 6.2, antes de CUT()
ser chamada para retirar e de 7', uma chamada a FINDPARENT() deve ser feita para se
determinar se u € o pai de v em T ou vice-versa. Uma vez que se saiba quem ¢é o pai entre
u e v, a aresta e pode ser seguramente removida com uma chamada a fungao CuT(). Isso
acarreta a divisao de T' em duas outras arvores, T, e T}, uma contendo u e outra con-
tendo v, como ilustrado na Figura 6.2. Porém, a componente correspondente em G pode
nao estar dividida, o que significa que possivelmente existe uma aresta de reserva que
reconecta T, e T,. Para saber com certeza, realiza-se uma busca executando a chamada

REPLACE(e).

Algoritmo 6.2 REMOVE(e)

Entrada: Uma aresta e = {u, v}
Saida: Nenhuma
remova e do grafo G
se e é uma aresta de arvore entao
paill <— FINDPARENT(u)
se v = paiU entao
Cut(u)
senao
Cut(v)
fim se
REPLACE(e)
senao
remova e como uma aresta de reserva em u e em v
fim se

@@5 . ® b

Figura 6.8: Execugao de REPLACE(e), com e = {u,v}. As raizes estdao em destaque
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A fungao REPLACE() faz uma busca por uma das duas arvores, T, ou T,, resultantes
da divisao de T, procurando por uma aresta, f = {z,y}, de reserva tal que = esteja na
mesma arvore que u e y na mesma que v (ou vice-versa). Convenciona-se, no pseudocodigo
de REPLACE() (veja o Algoritmo 6.3), realizar a busca pela subarvore T,,. Se tal aresta
f existe, a busca é interrompida, as duas copias de f nos nés x e y de F' sao removidas
(pois, f é uma aresta de reserva) e, em seguida, a aresta f é inserida em F', como aresta

de arvore.

Algoritmo 6.3 REPLACE(e)

Entrada: Uma aresta e = {u, v}
Saida: Nenhuma
raizU < FINDROOT(u)
raizV < FINDROOT(v)
encontrado < falso
enquanto —encontrado e houver vértices nao visitados em T, faga
x < proximo vértice de T,
para cada aresta de substituicao f = {x,y} armazenada em x faga
raizX < FINDROOT(x)
raizY < FINDROOT(y)
se (raizX = raizU e raizY = raizV) ou (raizX = raizV e raizY = raizU)
entao
encontrado < verdadeiro
se x # raizX entao
EVERT(x)
fim se
LINK(z,y)
remova f como uma aresta de reserva em x ey
fim se
fim para
fim enquanto

Mais especificamente, verifica-se se x é a raiz de sua arvore real (chamando EVERT(x)
caso nao seja) e chama-se LINK(z, y). Se, ao final da busca, nenhuma aresta for encontrada,
nao existe aresta de reserva para substituir a aresta e em F'. Isto implica que o grafo G
possui uma componente a menos do que o grafo G — e, ou seja, que a remocao de e do
grafo G também desconectou uma componente conexa de G. Neste caso, as arvores T}, e
T, sao geradoras das duas componentes resultantes. A Figura 6.8 ilustra a execucao de
uma chamada a REPLACE() apds a remogao da aresta {u,v} na Figura 6.2. A busca ¢
iniciada no noé u, que ¢é raiz, e encontra a aresta de reserva que o liga ao vértice w. Como
essa aresta atende ao critério de reconectar a arvore dividida, ela é inserida através de um

LINK(u, w).
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A operagdo REPLACE(), como descrita no Algoritmo 6.3, pode ser bastante onerosa,
pois, no pior caso, Q(v(G)) noés de F' podem ser visitados até que uma aresta de substi-
tuicao seja encontrada ou se constate que tal aresta nao existe. Ao contrario da estratégia
descrita na Sec¢do 6.2.1, este pior caso pode ocorrer em cada chamada de REPLACE(),
de forma que o mesmo argumento de amortizagao nao pode ser utilizado aqui. Logo, o
tempo amortizado de de uma chamada & operagdo REPLACE() pode, no pior caso, estar
em O(v(G) - lgv(G)).
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7 Implementacao e Resultados

Este capitulo discute as decisoes tomadas e os problemas encontrados durante a fase
de codificagao do algoritmo de Diks e Stanczyk (veja Segao 3.3) e das estruturas de dados
discutidas nos Capitulos 4 a 6. A Segao 7.1 descreve a estrutura do co6digo e as interfaces
das classes envolvidas. A Secao 7.2 apresenta os resultados do c6digo implementado com
respeito a sua execucao em grafos oriundos de uma base de objetos geométricos. Por
iltimo, a Secao 7.3 oferece uma discussao sobre os resultados obtidos com os testes da

Secao 7.2.

7.1 Codigo

A etapa de implementagao foi iniciada apo6s o estudo detalhado da bibliografia sobre
cada um dos assuntos descritos nos Capitulos 3 a 6. O codigo foi escrito “de dentro para
fora”, isto ¢, comecando pelas arvores splay, passando pela arvore ST e a estrutura de
conectividade dinamica e chegando, finalmente, ao algoritmo de emparelhamentos de Diks
e Stanczyk. Durante o processo, tentou-se utilizar bibliotecas ja prontas que modelassem
grafos, vértices e arestas (tais como a LEMON ou a Boost), mas as necessidades especificas
do projeto motivaram a codificagao de classes ad-hoc, mais simples e faceis de utilizar.
Todo o codigo foi escrito na linguagem C++, em parte para se adaptar a uma biblioteca
jé& existente responsével por realizar a leitura de uma malha de triangulos de um arquivo
OFF (utilizado na etapa de testes) e em parte por maior familiaridade do autor com a

linguagem.

7.1.1 A estrutura de dados do grafo

Existem duas representacoes bastante conhecidas para modelar grafos como estruturas
de dados: matrizes de adjacéncia e listas de adjacéncia. Porém, nenhuma das duas é

perfeitamente adequada as necessidades deste projeto. Como o tinico interesse aqui é em
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grafos cubicos e sem pontes, que sao bastante esparsos, a representacao com matrizes
de adjacéncia desperdicaria uma quantidade significativa de memoria, reservando espaco
para arestas que nunca vao existir. Além disso, uma das consultas mais utilizadas no
algoritmo para calcular emparelhamentos perfeitos é a iteracao sobre todos os vizinhos
de um vértice (e as arestas que o ligam a esses vizinhos), uma operagao bastante custosa
em uma matriz de adjacéncia (visto que toda uma linha deve ser percorrida). A lista de
adjacéncia, embora resolva essas duas dificuldades, apresenta dois outros problemas: nao
h& maneira 6bvia de se representar lagos ou arestas multiplas e nao hé onde se armazenar

informagoes associadas as arestas (como um identificador para cada aresta, por exemplo).

A solucao encontrada foi utilizar uma variante da lista de adjacéncia, conhecida na
literatura como lista de incidéncia, na qual cada vértice armazena uma lista de referéncias
para objetos que representam arestas incidentes sobre o vértice. Cada aresta, em contra-
partida, possui referéncias para seus dois vértices extremos. Embora os objetos extras
causem um maior consumo de memoria do que a versao original da lista de adjacéncia,
eles fornecem um lugar conveniente onde armazenar, por exemplo, um campo identifi-
cador que torne possivel distinguir entre dois lagos ou duas arestas multiplas diferentes
(novamente, algo necesséario ao algoritmo de emparelhamento perfeito). Em particular, as
classes Edge, Vertex e Graph foram criadas para representar, respectivamente, arestas,

vértices e grafos.

Cada objeto da classe Edge possui um identificador na forma de um inteiro sem sinal
(o campo _id) e referéncias para os dois objetos da classe Vertex que sdo seus extremos
(os campos _v e _w). Note que, como o grafo em questao nao é dirigido, ndo ha uma ordem
definida entre os dois extremos. A Figura 7.1 mostra a interface publica da classe Edge e
seus campos privados. Os métodos getRandomAdjacentEdge() e isSimple() foram adici-
onados para aumentar a legibilidade do co6digo do algoritmo de emparelhamento perfeito
e retornam, respectivamente, a primeira aresta incidente em _v ou _w cujo identificador
seja diferente de _id (ou nil caso ndo exista nenhuma outra aresta) e um valor booleano
indicando se a aresta em questao é simples ou nao. Eles realizam, respectivamente, a es-
colha uma aresta g = U{z,y} € E adjacente & f na segunda linha do Algoritmo 3.1 e o

teste de simplicidade realizado na sexta linha do mesmo algoritmo.

Da mesma maneira que as arestas, os objetos da classe Vertex também possuem um
inteiro sem sinal como identificador. A diferenca é que cada vértice armazena também
uma lista, na forma de um vector da STL, de referéncias para as arestas incidentes em

si, conforme exibido na Figura 7.2. Os métodos getDegree() e getIncidentEdge() sdo
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métodos auxiliares utilizados, respectivamente, na validagao do grafo recebido como en-
trada pelo algoritmo de emparelhamento (para garantir que ele é ctibico) e na remogao de
arestas com base apenas no identificador (algo necessario em certos momentos do célculo
do emparelhamento perfeito, quando nao ha referéncias diretas para determinada aresta).
J& o tipo EdgeIterator é simplesmente uma renomeacao do iterator sobre o arranjo de
apontadores para objetos Edge, sendo possivel criar um lago para iterar sobre a lista de

arestas incidentes utilizando os métodos incidentEdgesBegin() e incidentEdgesEnd().

class Edge {

public:
Edge ( )
Edge( unsigned id, Vertexx v, Vertexx w ) ;
“Edge( )

unsigned getID (
Vertexx getV (
Vertex* getW (
Edgex getRandomAdjacentEdge (
bool isSimple (
(
(
(

— N N S e N

void setID unsigned id ;

void setV Vertex*x v ;

void setW Vertexx w ;
private:

unsigned id ;

Vertex*x v

Vertexx w

Figura 7.1: A classe Edge.

Por fim, a classe Graph é a responséavel por gerenciar as arestas e armazenar os vér-
tices. Tanto vértices quanto arestas sao alocados no heap de memoria, criados com new
e desalocados com delete. Durante o periodo de existéncia delas, as referéncias para as
arestas sao armazenadas nas listas de incidéncia em seus dois vértices extremos. As re-
feréncias para os vértices, por sua vez, sao armazenadas em um container map da STL
dentro de um objeto da classe Graph, associando cada identificador de vértice com um
apontador para o mesmo (veja a Figura 7.3). O método getRandomEdge(), utilizado para
escolher a aresta f que seré passada como entrada para o Algoritmo 3.1, seleciona uma
aresta qualquer dentre as que estdo no grafo. Ja degreeEquals() e isBridgeless() sao

utilizados para validagao da entrada, determinando se o grafo em questao é cubico e sem



130

pontes.

class Vertex {

public:
Vertex ( )
Vertex ( unsigned id ) ;
“Vertex ( )
unsigned getlD ;

unsigned getDegree
Edgex getlncidentEdge
Edgelterator incidentEdgesBegin

(
(
( unsigned id
(
Edgelterator incidentEdgesEnd (
(
(
(

~— N N N N e

void setID unsigned id ;

void addIncidentEdge Edgex e ;

void removelncidentEdge Edgex e ;
private:

unsigned _id ;

std :: vector< Edgex > _incidentEdges ;

Figura 7.2: A classe Vertex.

Outro método que merece uma explicagao especial é getEdgeCount (), que simples-
mente retorna o nimero de inser¢oes de arestas desde a criagao do grafo (valor armazenado
no campo _edgeCount, que inicia em zero e vai sendo incrementado). Ele é importante
para garantir que nao havera conflitos na atribuicao de identificadores distintos as arestas
conforme elas vao sendo reduzidas e novas arestas acrescentadas durante o calculo do

emparelhamento.

7.1.2 A Aarvore splay

A implementacao das arvores splay segue, em grande medida, o padrao para arvores
binarias numa linguagem orientada a objetos. Isto é, existe uma classe para representar nos
(SplayNode) e outra para representar arvores (SplayTree). A classe SplayNode possui
quatro campos, sendo uma chave identificadora (também um inteiro sem sinal) e trés
apontadores: um para o pai, outro para o filho esquerdo e o tltimo para o filho direito de
um no6 (veja a Figura 7.4). Sua interface publica apresenta apenas construtores, destrutores

e métodos get e set para esses campos e, portanto, nao sera explicada em maiores detalhes.

Ja a classe SplayTree, cuja interface pode ser vista na Figura 7.5, foi, de longe, a mais
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class Graph {
public:
Graph () ;
“Graph () ;

Vertexx getVertex
Edgex getEdge

Edgex getRandomEdge
bool degreeEquals
bool isBridgeless
unsigned size

( unsigned id
(
(
(
(
(
unsigned getEdgeCount (
(
(
(
(
(
(

unsigned id

unsigned d

Vertexx insertVertex unsigned id

e N e N e e N N e e

void removeVertex Vertex* X ;

void removeEdge Edgex e ;

void clear ;

Edgex insertEdge unsigned id, Vertexx v, Vertexx w) ;
void removeEdge unsigned id, Vertex*x v, Vertexx w) ;

private:
std ::map< unsigned, Vertexx > _ vertices ;
unsigned _edgeCount ;

Figura 7.3: A classe Graph.

facil de implementar entre todas as outras classes neste projeto. O coédigo segue a risca
uma descrigao alternativa dada em (SLEATOR; TARJAN, 1985), que é apenas ligeiramente
diferente do que foi exposto no Capitulo 4 (pois nao utiliza diretamente JOIN() ou SPLIT())
e, de acordo com Sleator e Tarjan, possui uma complexidade amortizada ligeiramente
melhor do que a versdo original. Para implementar INSERT(7), o primeiro passo é realizar
uma busca por i, da mesma forma que em ACCESS(). O apontador nulo encontrado na
busca (ja que a chave i ndo deve existir na arvore) é substituido por um novo n6é com
chave i, que é entdo levado até a raiz com uma chamada a SPLAY (7). De modo semelhante,
REMOVE(?) inicia com uma busca pelo no, x, com chave i, que é substituido pela jungao
(utilizando uma implementagao inline de JOIN()) de suas subarvores esquerda e direita.
O procedimento é completado realizando um SPLAY() no né y, pai de x. A operagao
AcCCEsS() ¢ a tnica que nao muda, sendo implementada exatamente como descrita no

Capitulo 4.
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class SplayNode {

public:
SplayNode ( )
SplayNode (unsigned key) ;
“SplayNode ( )
unsigned getKey ( )
SplayNodex getParent ( )
SplayNodex getLeft ( )
SplayNodex getRight ( )
void setKey ( unsigned  key )
void setParent ( SplayNodex parent ) ;
void setLeft ( SplayNodex left )
void setRight ( SplayNodex right ) ;
void clear ( )
private:
unsigned _key ;
SplayNodex __parent ;
SplayNodesx _left ;
SplayNodex _right

Figura 7.4: A classe SplayNode.

7.1.3 A Arvore ST

As classes SplayNode e SplayTree, embora tenham sido o ponto de partida da fase de
codificacao do projeto (ja que sao a estrutura mais interna), nao sao utilizadas diretamente
na implementacao de STNode e STTree. Gerenciar as arvores apenas a partir de ponteiros
para uma raiz, conforme feito pelo campo _root de SplayTree, é algo que nao se encaixa
muito bem com as arvores ST. Entao, ao invés de utilizar algum tipo de heranca, optou-se
por reescrever o codigo fazendo as alteracoes necessarias. Veja as Figuras 7.6 e 7.7. De
maneira semelhante aos objetos da classe SplayNode, os nés numa arvore ST possuem
um campo chave e apontadores para seu pai, filho esquerdo e filho direito. Mas, uma das
primeiras diferencas que se nota é a presenca de apontadores para dois filhos do meio.

Para explicar sua existéncia é preciso voltar ao Algoritmo 6.3.

No pseudocodigo de REPLACE() (veja o Algoritmo 6.3), ha uma busca a ser realizada
por todos os nos da arvore virtual 7). Essa busca, para ser completa, exige uma maneira
de “descer” pelas arestas tracejadas da arvore virtual. Caso contréario, apenas a subarvore
solida contendo a raiz (virtual) de T, seria considerada. Foram encontradas duas solugoes

para esse problema durante o projeto. A primeira, que pode ser chamada de ingénua,
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consiste em armazenar em cada n6é de uma arvore ST uma lista nao-ordenada de refe-
réncias para seus filhos do meio. Seja k o maior grau de um né em uma arvore real. A
necessidade de manter essas referéncias consistentes conforme a arvore virtual fosse mu-
dando faria com que o tempo amortizado das operagoes primitivas ROTATE() e SPLICE()
pudesse estar em ©(k). Isso faria com que a complexidade amortizada de uma operagao
VIRTUALSPLAY(), e consequentemente o tempo das operagoes principais, pudesse estar
em O(k -lgn).

class SplayTree {
public:
SplayTree () ;
“SplayTree() ;

SplayNodex access ( unsigned i)
void insert ( unsigned i)
void remove ( unsigned i)
void clear ( )
private:
void splay ( SplayNodex x ) ;
void rotateLeft ( SplayNodex& y ) ;
void rotateRight ( SplayNodex& y ) ;

SplayNodex _root ;

Figura 7.5: A classe SplayTree.

A segunda alternativa, exposta em (RADZIK, 1998), consiste em utilizar arvores vir-
tuais para representar apenas arvores dindmicas nas quais cada né possui, no maximo,
dois filhos. Essas arvores, denominadas drvores dindmicas restritas, sao utilizadas inter-
namente para suportar a interface de arvore dindmica (irrestrita), conforme descrito na
Secao 5.1, mantendo a complexidade O(Ign). O problema com essa abordagem, além da
adicao de mais um nivel na hierarquia de composicao de classes, ¢ a complexidade da
descrigao em (RADZIK, 1998), tanto no tocante as arvores irrestritas quanto a sua utiliza-
¢ao na implementacao das arvores irrestritas. Outro motivo que favoreceu a aplicacao da
abordagem ingénua, além da sua simplicidade, foi o fato de todos os grafos de interesse
para este trabalho serem cibicos, o que implica em k£ < 3 para qualquer n6 em qualquer
caso. Em outras palavras, a abordagem ingénua, neste caso, nao afeta a complexidade das

operagoes.

Uma primeira implementacao desse mecanismo utilizou um vector da STL para ar-



class STNode {

public:
STNode (

)

STNode (unsigned key) ;

“STNode (
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setParent
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_key ;
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Figura 7.6: A classe STNode.
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mazenar apontadores para os filhos do meio de um né. Porém, durante a execucao de
testes, verificou-se algo que ja era esperado: em nenhum momento algum né teve mais do
que 2 filhos do meio. O balanceamento que ocorre na arvore acaba sempre fazendo com
que os outros apontadores (pai, filho esquerdo e filho direito) sejam utilizados. Isso foi
visto como uma excelente oportunidade de aprimoramento do c6digo, pois um container
da STL que armazena apenas 2 elementos certamente é um desperdicio de memoria, além
de existir um overhead consideravel devido aos iteradores. Finalmente, é por esse motivo
que existem apenas duas referéncias para os filhos do meio, hard-coded como campos de

cada noé.

O campo _reversed corresponde exatamente ao bit de inversao conforme descrito ao
final da Secao 5.2, entao ele nao sera detalhado novamente aqui. Mas, antes de explicar os
dois campos remanescentes, é preciso discutir um pouco mais a estrutura da classe STTree.
O construtor, que recebe como argumento um inteiro, n, sem sinal representando quantos
nos serao inseridos na floresta, reserva espago em um arranjo unidimensional (_forest)
que armazenara os n nés. Como cada né possui uma chave identificadora que vai de 0 até
n — 1, 0 n6 com chave i ficard armazenado em _forest[i] (a i-ésima posigao do arranjo

_forest).

A constante especial,
MAX_UNSIGNED = std::numeric_limits<unsigned int>::max(),
¢ utilizada para indicar um indice invalido. O valor n é armazenado no campo _capacity,
que representa a capacidade total do arranjo _forest, enquanto o campo _number0fNodes
representa o nimero de nés que estao atualmente na floresta. Inicialmente zero, o ntimero
de nos ¢é incrementado com cada chamada a addNode() (que ¢ a MAKETREE()) e decre-

mentado em removeNode().

Quase todas as fungoes recebem, ao invés de apontadores para os nos, valores inteiros
sem sinal que representam um indice no arranjo _forest. Note que ha uma correspondén-
cia entre esses valores e os identificadores associados aos objetos da classe Vertex, o que
facilita a comunicagao com a estrutura de conectividade dinamica (que faz a ponte entre a
arvore ST e o grafo). Nos casos em que é necessario realmente trabalhar com o apontador,
basta utilizar a fun¢ao getNode(), que recebe como parametro um identificador e retorna
um apontador para aquela posi¢ao no arranjo _forest. Tendo esclarecido esses pontos

principais é possivel agora explicar o campo _visited da classe STNode.

O campo _visited é uma flag booleana utilizada dentro da fun¢ao £indLCA(), que

encontra o ancestral comum mais proximo (isto é, mais distante da raiz) de dois nos.
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O codigo, que pode ser visto na Figura 7.8, consiste em subir pela arvore (real) a partir
dois dois nos passados como parametros com chamadas sucessivas a funcao findParent().
Cada n6 encontrado durante a busca é marcado como visitado e um apontador para o
mesmo ¢ armazenado em um vetor (para ser desmarcado ao final da busca). Se, em algum
momento na subida, a fun¢do findParent() retornar um no ja visitado, o ancestral comum
mais préoximo foi encontrado. Caso contrario, nao existe ancestral comum e os nos estao

em arvores (reais) diferentes.

class STTree {

public:
STTree (unsigned n) ;
“STTree ( )
void addNode ( unsigned v )
void removeNode ( unsigned v )
void link ( unsigned v, unsigned w ) ;
void cut ( unsigned v )
void evert ( unsigned v )
STNodex* getNode ( unsigned v )
STNodex findVirtualRoot ( unsigned v )
unsigned findRealRoot ( unsigned v )
unsigned findParent ( unsigned v )
unsigned findLCA ( unsigned v, unsigned w ) ;
bool connected ( unsigned v, unsigned w ) ;
unsigned size ( )
void clear ( )
private:
void unreverse ( STNodex& v )
void rotate ( STNodex& v ) ;
void splice ( STNodex& v ) ;
void switchBit ( STNodex& v ) ;
void virtualSplay ( STNodex& v ) ;
STNodex _forest ;
unsigned _numberOfNodes ;
unsigned __capacity ;

Figura 7.7: A classe STTree.

O ultimo campo da classe STNode que resta explicar é o contador inteiro _size, que
representa o numero de elementos na subarvore virtual enraizada no né. Inicialmente,
esta informagao havia sido ignorada, pois como visto na Se¢ao 6.2.1, é irrelevante — do

ponto de vista da complexidade da busca por uma aresta de reserva — em qual das duas
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arvores, T, ou T,,, a busca é realizada. Porém, conforme se observou experimentalmente,
a diferenca de tamanho entre T, e T,, pode ser muito grande. Logo, a op¢ao pela busca
na arvore com o menor numero de nos, pode fazer com que o cédigo execute bem mais

rapidamente.

Visto que é crucial ter alguma maneira de determinar qual das duas arvores virtuais é a
menor, sem afetar a complexidade amortizada das demais operacoes, cogitou-se armazenar
em cada n6 da arvore virtual um campo, _size, que armazena o nimero de nés da arvore
enraizada no nd. Para manter este campo atualizado, deve-se inserir algumas linhas de
codigo nas fungdes ROTATE(), LINK() e CuUT(). Estas s@o as tnicas operagdes que podem
mudar o numero de nés da subarvore enraizada em um certo ndé. As demais fungoes
também podem, mas fazem isso de maneira indireta, usando uma ou mais das trés fungoes
acima. Logo, pode-se restringir a atualizacdo do campo _size ao codigo de ROTATE(),
LINK() e CuT().

Sejam S(v) e S’(v) o tamanho da subarvore enraizada no no v antes e apos a rota-
¢ao. Seguindo a nomenclatura da Figura 4.1 (em uma rotagao a direita), apenas duas
atualizagbes sdo necessarias: S’(z) = S(y) e S'(y) = S(y) + S(RA1z(B)) — S(x), onde
RAIZ(B) se refere ao no raiz da subéarvore direita, B, de = antes da rotagdo. Numa ro-
tacao a esquerda, basta trocar x por y e considerar B a subérvore esquerda de y. Logo,
as atualizagoes do campo _size podem ser realizadas em tempo constante em uma tnica
execugao de ROTATE(). Isto implica que o numero (amortizado) de atualiza¢oes deste
campo em uma unica chamada a VIRTUALSPLAY () estda em O(lgn), onde n é o nimero
de nos da arvore contendo o né passado como argumento para VIRTUALSPLAY (). Logo,
a complexidade amortizada de VIRTUALSPLAY (v, w) nado muda, assim como ndo muda
a complexidade das demais fungdes que usam VIRTUALSPLAY(), mas nao modificam o
campo _size diretamente. Este é precisamente o caso de EVERT(), FINDPARENT() e
FINDROOT().

Numa operacao LINK (v, w), executa-se VIRTUALSPLAY () para v e w antes de atribuir
w como pai de v (veja o Algoritmo 5.6). Como VIRTUALSPLAY (v) faz com que v se torne
a raiz de sua arvore virtual, a atualizacao do campo _size s precisa ser feita para o
n6é w e consiste em somar o valor atual deste campo ao valor do campo _size do né
v. Obviamente, outras atualizagoes do campo _size ocorreram quando da execucao de
VIRTUALSPLAY(), mas o nimero amortizado de atualizagoes estda em O(lgn), onde n é
a soma do nimero de nds das arvores virtuais contendo v e w antes de LINK(v,w) ser

executada. Portanto, a complexidade amortizada da operagao LINK() também nao muda.
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Numa operagao CUT(v), assume-se que o pai, w, de v existe. O primeiro passo de
CuT(v) é executar VIRTUALSPLAY (v), o que faz com que v se torne a raiz da arvore virtual
e que w seja seu filho direito (veja o Algoritmo 5.4). Logo, a atualizagdo do campo _size
sO precisa ser feita para o né v e consiste em subtrair do valor atual deste campo o valor
do campo _size do n6 w. Obviamente, outras atualizacoes do campo _size ocorreram
quando da execugao de VIRTUALSPLAY(v), mas o nimero amortizado de atualizagoes
estd em O(lgn), onde n é a soma do nimero de nos da arvore virtual contendo v antes de
LINK(v,w) ser executada. Entao, a complexidade amortizada da opera¢do CUT() também

nao muda.

Finalmente, observe que se um né x é a raiz de sua arvore virtual, entao o campo
_size de x contém o ntmero de nés da arvore virtual e da drvore real que o contém. Esta
observacao é a chave para se determinar qual das duas arvores, 7T}, ou T,,, contém o menor
nimero de nés na execugdo de REPLACE(). Isto porque imediatemente apos a execugao
da operagao CUT() que removeu a aresta {v,w} no Algoritmo 6.2, os nés v e w sdo as
raizes de suas respectivas arvores virtuais. Logo, a determinagao de qual das duas arvores
é a menor pode ser feita em tempo constante, obtendo e comparando os valores do campo

_size de v e w.

7.1.4 A estrutura de conectividade dinamica

A estrutura de conectividade dindmica, ao contrario da arvore splay, foi a mais dificil
de implementar entre todas as outras estruturas envolvidas no projeto. Sua descrigao
original foi a mais superficial e incompleta, e a que mais omitiu os detalhes relativos a
implementagao. Embora os autores afirmem em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP, 2001)
que qualquer arvore dindmica pode ser utilizada na implementacao da estrutura — desde
que cada operagao da interface tenha tempo amortizado O(lgn), onde n é o numero de
nos das arvores envolvidas na operacao — a tnica implementacao conhecida da estrutura

foi realizada com a ET tree (IYER JR. et al., 2001).

J& a implementacao desenvolvida neste trabalho, a classe DynamicConnectivityDS
(veja a Figura 7.9), utiliza internamente um objeto da classe STTree para representar a
floresta geradora de um grafo, além de um arranjo especial (do tipo registro Connectivi-
tyData) para armazenar referéncias para as arestas de reserva e de arvore incidentes em

cada né.

Novamente fazendo uso do fato do grafo ser sempre ciibico, ao invés de armazenar uma

lista de arestas, cada elemento do arranjo _edges (implementado como uma struct) possui
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apenas cinco apontadores (trés para arestas de arvore e dois para arestas de reserva) e esté
organizado de maneira a corresponder a um objeto STNode da seguinte forma: o registro
na posicao ¢ do arranjo _edges referencia as arestas de arvore e reserva do n6 associado

& chave 1.

Uma alternativa ao projeto de arquitetura acima poderia ser criar uma nova classe
DynamicNode, que herdaria de STNode, e fazer a estrutura de conectividade dinadmica
herdar de STTree. Embora mais elegante, essa solu¢ao nao foi elaborada por falta de
tempo. Mas ela nao esté descartada como uma alteracao futura, no intuito de melhorar a

qualidade do codigo a ser disponibilizado publicamente.

Note que é necessario armazenar também as arestas de arvore (além das arestas de
reserva), pois, como sao permitidas arestas multiplas no grafo, até trés arestas diferentes
podem possuir os mesmos extremos e uma chamada a FINDPARENT() ndo seria capaz
de identificar unicamente uma aresta como de arvore ou de reserva. Logo, s6 porque os
dois extremos de uma aresta estao conectados na arvore geradora nao significa que ela
corresponda ao LINK() que os uniu. Isso seria um problema, por exemplo, no método
remove(), no qual é necessario saber se a aresta estd armazenada apenas como uma

referéncia ou se ¢ preciso um CUT() que a remova da arvore geradora.

As principais diferencas entre a classe DynamicConnectivityDS e o que esta exposto
no Capitulo 6 sao: o acréscimo de métodos para inserir e remover vértices (necessarios,
respectivamente, na inicializagao da classe e durante as redugoes de aresta), fungoes pri-
vadas para manipular os campos do tipo registro (para facilitar o uso deles, ja que se
escolheu nao implementa-los como classes) e uma replicagao dos métodos connected() e
findLCA() da classe STTree (de maneira a torné-los visiveis publicamente para o algoritmo
de emparelhamento perfeito). Com excecao dessas alteragdes, hé apenas alguns detalhes a
acrescentar sobre o método de substitui¢ao de arestas, ja que insert() e remove() seguem

de maneira direta o que esta exposto nos Algoritmos 6.1 e 6.2.

Em replace(), escolheu-se implementar a busca como uma busca em largura (utili-
zando o container queue da STL) a partir da raiz da menor arvore virtual entre as duas
a considerar, T, e T,,. E nesse momento que sdo utilizados os apontadores para filhos
do meio, de maneira a poder fazer uma busca completa por todas as subérvores solidas.
Para saber qual das duas raizes virtuais deve ser enfileirada (i.e., qual é a menor arvore),
basta chamar a fun¢ao getSize() em ambas e comparar os valores retornados. Além disso,
ao invés de um lago interno para percorrer as listas de arestas de substituicao como no

Algoritmo 6.3, basta fazer no maximo dois testes para cada nd, um para cada aresta de
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unsigned STTree:: findLCA (unsigned v, unsigned w) {
unsigned lca = MAX UNSIGNED;
std :: vector <STNodex> nodesToUnvisit ;

unsigned pV = v;
unsigned pW = w;
while (pV != MAX UNSIGNED || pW != MAX UNSIGNED) {
if (pV != MAX_UNSIGNED) {
STNodex n = getNode (pV);
if (n—isVisited()) {
lca = n—getKey ();
break ;
} else {
n—>setVisited (true);
}

nodesToUnvisit . push back(n);
pV = findParent (pV);

}

if (pW != MAX_UNSIGNED) {
STNodex n = getNode (pW);
if (n—isVisited ()) {
lca = n—getKey ();
break;
} else {
n—setVisited (true);
}

nodesToUnvisit . push back(n);
pW = findParent (pW);

}

for (unsigned i = 0; i < nodesToUnvisit.size() ; ++i) {
nodesToUnvisit [i|->setVisited (false );

}

return lca;

Figura 7.8: Coédigo da funcao findLCA().



reserva armazenada no registro ConnectivityData correspondente.

class DynamicConnectivityDS {
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Figura 7.9: A classe DynamicConnectivityDS.

7.1.5 O algoritmo de emparelhamento perfeito
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Finalmente, fazendo uso de todo o c6digo mostrado anteriormente, é possivel imple-

mentar o algoritmo de Diks e Stanczyk para encontrar emparelhamentos perfeitos em

grafos cuibicos e sem pontes. Porém, uma implementacao direta do algoritmo — conforme

descrito no Capitulo 3 — seria praticamente inutil, visto que o overhead da recursao cer-

tamente ocasionaria estouro da pilha até mesmo em instancias moderadas do problema

em estudo.

Para lidar com essa limitacao, foi escrita uma versao iterativa do mesmo algoritmo, que

utiliza uma pilha de elementos do tipo registro (stack<ReductionData>) para armazenar

explicitamente informagoes sobre cada redugao realizada (veja a Figura 7.10). Embora néao

seja praticavel mostrar o codigo finalizado aqui (mesmo sem comentarios, o seu tamanho

excede 400 linhas), o pseudocodigo da versao iterativa pode ser visto no Algoritmo 7.4.
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Algoritmo 7.4 DIKS-STANCZYK(G, D)

Entrada: Um grafo ctubico e sem pontes, G = (V, E, st)
Entrada: Estrutura de conectividade, D, inicializada com os elementos de G
Saida: Um emparelhamento perfeito M de G
Crie uma pilha, S, para armazenar informagoes sobre cada redugao
Escolha uma aresta aleatoria, e, de G para nao fazer parte de M
enquanto D.S1ZE() > 2 faga
Escolha uma aresta r = {z,y} adjacente a e
Crie uma variavel, rd, do tipo registro ReductionData
se r é uma aresta simples entao
Sejam x1, x2 os vizinhos de z diferentes de y
x3, 4 os vizinhos de y diferentes de x e as arestas
e1 ={x1,x},e9 = {xo,x},e3 = {x3,y},e4 = {24, y}
Remova eq,e3,e3,e4 e rde D e G
Determine a redugao apropriada conforme descrito na Segao 3.3
e < a aresta reduzida adjacente & antiga e
Armagzene em rd informagoes sobre a reducao realizada
senao
Seja w o vizinho de x diferente de y
z o vizinho de y diferente de = e as arestas
f=Aw,z} e h={y, z}
Remova f, h e os dois lados de r de D e G
e < a Unica aresta reduzida inserida, ligando = a y
Armazene em rd informagoes sobre a reducao realizada
fim se
Empilhe rd em S
fim enquanto
# Caso base, 2 vértices e 3 arestas
M« 0
Insira em M uma das duas arestas adjacentes a e
enquanto S nao estiver vazia faga
rd < desempilhe o topo de S
se a aresta de reducao, r = {z,y}, era simples entao
Coloque de volta as arestas removidas
se uma das arestas reduzidas faz parte de M entao
Remova-a de M
Insira em M as duas arestas que ligam seus extremos a x e a y
senao
Insira a aresta de redugao, r, em M
fim se
Remova de G as arestas reduzidas
senao
Remova de G a tnica aresta reduzida
Coloque de volta as arestas removidas
Adicione a M um dos lados da aresta dupla r
fim se
fim enquanto
return M




143

typedef struct ReductionData {
ReductionType type ;

Vertex X ;
Vertex y ;
Vertex x x1 ;
Vertex x2 ;
Vertex x3 ;
Vertex x4 ;
unsigned xyID
unsigned ellD
unsigned e2lD
unsigned e3ID
unsigned edID
unsigned enmlID ;
unsigned rE1ID ;
unsigned rE2ID

} ReductionData;

Figura 7.10: O registro ReductionData.

7.2 Resultados

Para avaliar a implementacao descrita acima foi utilizada uma base de dados, de
acesso publico e gratuito, do Projeto AIMQSHAPE!, que consiste em um conjunto de
superficies simpliciais (ou triangulages) representativo do tipo encontrado em trabalhos
da area de processamento geométrico. Por serem superficies simpliciais, tais superficies
possuem como grafo dual um grafo conexo, simples, ctbico e sem pontes (conforme descrito
na Secao 1.1). Neste texto, como de habito em Processamento Geométrico, cada superficie
simplicial serd chamada de modelo. Para os experimentos descritos abaixo foram escolhidos
12 (doze) modelos dentre os disponiveis no repositorio, cujas caracteristicas podem ser
vistas na Tabela 7.1. As Figuras 7.11, 7.12, 7.13 e 7.14 mostram quatro dos doze modelos

utilizados.

A criagao dos grafos correspondentes a cada modelo a partir dos arquivos OFF que
os contém foi feita utilizando uma biblioteca escrita em C++, previamente desenvolvida
pelo Prof. Marcelo Siqueira (orientador deste trabalho), que faz a leitura do arquivo e
cria uma representacio da malha na memoria do computador. E importante ressaltar que
é criado um vértice no grafo para cada face do modelo. Logo, nesse caso, o tamanho da

entrada corresponde ao niimero de faces da malha. O experimento, repetido 20 vezes para

Thttp:/ /www.aimatshape.net/
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cada malha, consistiu em inicializar o grafo e a estrutura de conectividade dinamica a
partir dessa representagao e, em seguida, calcular um emparelhamento perfeito. Nessas
20 execugoes foram medidos os tempos de inicializagao, de calculo do emparelhamento
perfeito (tempo total), para reduzir o grafo ao caso base do algoritmo (parte do tempo
total de emparelhamento) e o tempo para desfazer as redugoes (a outra parte do tempo

total).

Tabela 7.1: Nome e caracteristica de Euler-Poincaré dos modelos usados nos experimentos.

Modelo ‘ #Veértices ‘ #Faces ‘ # Arestas ‘ #Genus

Armadillo | 171889 343774 | 515661 0
Bimba 14839 29674 44511 0
Botijo 20000 40016 60024 5
Cow 4315 8626 12939 0
Dinosaur 56194 112384 | 168576 0
Eros 197230 | 394456 | 591684 0
Fandisk 6475 12946 19419 0
Fertility 19996 40000 60000 4
Gargoyle 97130 194256 | 291384 0
Knot 31545 63090 94635 1
Santa 75444 150880 | 226320 3
Teeth 116038 | 232072 | 348108 0

I S SN VATA
TR N NS o
(R I AARES e

N
RN NN\
- N ANGP /AN S
i SNANS
,ms%gsszzzgg{,;%!ggg%§;Eskﬂﬂwﬁwv’/m I

N A{‘\‘E&EE = A‘V‘g’ﬂ‘%’é%}i;f%gﬁ

S

Figura 7.11: A malha Cow.

Para cada uma dessas medidas de tempo, observaram-se os valores minimo, médio

e méaximo, além da variancia e do desvio padrao. Todos os testes foram realizados num
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Macbook Pro com processador Intel Core 2 Duo 2,4GHz, 4GB de memoria RAM e sis-
tema operacional Max OS X Mountain Lion. E importante ressaltar que, devido ao pouco
tempo disponivel para a elaboracao deste texto, nao foi possivel mostrar aqui uma com-

paragao com outros algoritmos de emparelhamento. Os resultados obtidos sao mostrados

nas Tabelas 7.2-7.5.

S
TSEPLAT
2K
IS TK
= A AV
B2 ZAVAYDLS
T, .u‘ —~
N/ A7 T
% o
NI
ST
N5 SES
NADLALD
(AT

A
PR
oo

aﬂd 1
pAYAYA

\V/\

AYA
\/
%A
N

V

N
VA
D0
00
KA
S

7
X2

N
XN
\V/\
%
\/

%

N
s
"
A
A

7

N
W
S
o0
X7\ X
i
‘V)""AVA

NS
Y
NN %gﬁ
SSRACAZ,
0055
A
7

™
A
N

S
N
7\
Yi
o

/X
V;

s
T

SR
RN
D

3
V'A‘
)

S P S

A, o

()Iésyﬁ
VA QY

7
)
K7

Sos=0)
eSS SeoSO,
S

Figura 7.12: A malha Fandisk.



146

KRXk

RS

DOkt

o
PRORE
AN

RO

S
AN
s

25
P
SN

JASS
oAk

P

KOG

VRO SvaS

SOREERE: SRR
v A
A NS S BRI OO

SRR %
= s

ST S SN

R TAWASS 1A%

S 2

S
RN
ke

XA

A

KOS

2 v\“ﬂ»

S
R,
vt

s
XK

Wlaralis.
SO/SA <
PoRpi
RS SRAv
VaXp AT

0
o
=

oy
KD

2\
L

BRI
I
IR0
X7

5

%,
LA
RRRRRPRRILY

XK
NPT
R

R

BRE
S

N

5 <7 RAAKN

SR SRR v lS
N VAYQ)

e
%]

]
AN
N
s
4'3;:“

RRX

.
5B

K
X

S

25
N
!

R

e

K

Xk

SO 5
NN
23

A\

R
Q

N
X

RN
INRSES!

DO
)
R
AN

<\

I
VN

e

KR
N
o
RRS
2
CERES
KO
Vavi
Xp
0 VA"
SBORES IS
RS
DR ARROA
RN

s
o0

..
RK
X
iAVA‘
R
N

Yo

S
D

2

Ay,

5K
A VALY

S
S
5
I
N
W)
%

N
SN
%
X

A
s
S

i
K
N

A
7\
5
X

X
%A,
%
CKS
N7
AVA"Q LiVAYATA'AVAN
S

g
)

S

NA
)

DORKE
[
SN
VN
%
e
N2
0k
A
%

AN
VAN

R
2
AV
X%
&/

S0
%

X
7
N
KRS
K\

KNSA
gﬁ%ﬁéé e/
AR
RS URK?
A‘VAV(V YaY| 5
DRSSP RRE
'ggﬁ!“vﬂg&n’ SRR
WA\“‘V&?D\“
V4

&
i
KR

R
5

R
N
Vi
QL
Y

N
NSy
TaVANAV,Y
< ‘EL‘A

KRS
4“‘ A N X
WS

R
SRy
SRS

AV AV,
SO E?&é’é@f&f@
TAVAv S vy
AVav! AV

<1
ARRN
NV
DA
Bt
TS

Y
0

NI
WS

SR

SRS

PO ARSI
AN AT

Figura 7.13: A malha Botijo.



147

A
ORI
WA RS

—
AR
SO

s
v
A

X

O

NS S S
B A O TR

PR
Q)

A
R
O

a5

RS AOD ORI
SRR
R 2SN

== S 5 o %
S R e
SSAMSNSSS Rl

i
xR

e
POD

g
o
K
1o

o
4
1

A

e

N
RN
e
KKK

AR
PO
R
sy

RERRROCK
PIRRRISIRRR OO
ORSRRRRI K e
SRR

AR
(A

i
W

i
i
{ir

SRS
R

f
g

w

e
A
L

R

ORI

i

g
e
o

i
v
s

AR
AR
AR
R A

1
X

B
X%
XX AV
i
(A

Ay

XA

A

o
0

RRRAS

OSSR KK
RN
IR,

Do

o

s

s

A,

& e Sk S SR S SR
A S SN S N Sy

RO RS

R

A malha Dinosaur.

Figura 7.14



148

Tabela 7.2: Tempo (em segundos) para construir o grafo e inicializar a estrutura de conec-
tividade dindmica a partir da malha de entrada (isto é, antes de calcular o emparelhamento

perfeito).

‘ Modelo ‘ Minimo ‘ Méaximo ‘ Média ‘ o ‘
Armadillo | 5,57038 | 5,59757 5,58713 0,00653735
Bimba 0,331232 | 0,33978 | 0,332397 0,00203113
Botijo 0,502249 | 0,503209 | 0,502769 | 0,000237335
Cow 0,087424 | 0,088709 | 0,0876521 | 0,00025589
Dinosaur 1,58325 | 1,59496 1,59231 0,00240958
Eros 5,98449 | 6,00685 5,99317 0,00434926
Fandisk 0,131298 | 0,132928 | 0,131747 | 0,000331995
Fertility 0,437474 | 0,443674 | 0,438866 0,00153515
Gargoyle 3,48404 | 3,54728 3,49872 0,0129723
Knot 0,807628 | 0,835246 | 0,810141 0,00603438
Santa 2,12125 | 2,21942 2,14529 0,0215898
Teeth 3,61169 | 3,66581 3,62429 0,0108219

Tabela 7.3: Tempo total (em segundos) para calcular um emparelhamento perfeito.

‘ Modelo ‘ Minimo ‘ Méximo ‘ Média ‘ o ‘
Armadillo | 50,0057 | 50,1319 | 50,0644 0,0259477
Bimba 1,29396 | 1,31243 | 1,29542 0,00394174
Botijo 2,08573 | 2,09017 2,0868 | 0,000931165
Cow 0,22795 | 0,228426 | 0,228132 | 0,000163787
Dinosaur 14,2788 14,325 14,2883 0,00876367
Eros 84,6421 | 84,7856 | 84,6829 0,0376005
Fandisk 0,521258 | 0,521987 | 0,521507 | 0,000153632
Fertility 2,15721 | 2,17711 | 2,15902 0,0042818
Gargoyle 22,8122 | 22,8681 | 22,8316 0,0138764
Knot 6,50248 | 6,51539 | 6,50454 0,00284721
Santa 16,9375 | 16,9893 | 16,9434 0,0108636
Teeth 46,0823 | 46,1542 | 46,1006 0,0224643
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Tabela 7.4: Tempo (em segundos) para reduzir o grafo até atingir o caso base do algoritmo.

Tabela 7.5: Tempo (em segundos) para desfazer todas as redugoes.

‘ Modelo ‘ Minimo ‘ Méximo ‘ Média ‘ o ‘
Armadillo | 49,5824 49,694 49,6281 0,0239864
Bimba 1,26954 | 1,28626 | 1,27106 0,00352965
Botijo 2,04921 | 2,05377 | 2,05003 0,00108104
Cow 0,22209 | 0,222536 | 0,222257 | 0,000149661
Dinosaur 14,1568 | 14,1983 | 14,1626 0,00836521
Eros 84,1531 | 84,2894 | 84,1919 0,0361519
Fandisk 0,511509 | 0,512263 | 0,511752 | 0,000165822
Fertility 2,12276 | 2,14059 2,1243 0,00385843
Gargoyle 22,5684 | 22,6173 | 22,5855 0,0128929
Knot 6,44457 6,4584 6,44649 0,00305148
Santa 16,777 16,8278 | 16,7822 0,0107044
Teeth 45,8166 45,885 45,8335 0,0217157

Modelo

‘ ‘ Minimo ‘ Maximo ‘ Média ‘ o ‘
Armadillo | 0,423231 | 0,442963 | 0,436253 0,00462593
Bimba 0,024157 | 0,026159 | 0,0243467 0,000428048
Botijo 0,035839 | 0,036975 | 0,0367563 0,0002655
Cow 0,005783 | 0,005944 | 0,00582205 | 0,0000332979
Dinosaur | 0,122005 | 0,127043 | 0,125624 0,00115023
Eros 0,484742 | 0,496199 | 0,491048 0,00323578
Fandisk 0,009641 | 0,009763 | 0,0096978 | 0,0000366232
Fertility 0,03438 | 0,036508 | 0,0347137 0,000429866
Gargoyle | 0,240671 | 0,25077 0,246145 0,00253707
Knot 0,056979 | 0,058349 | 0,0580335 0,000271386
Santa 0,158094 | 0,164486 | 0,161149 0,00157681
Teeth 0,26207 | 0,273321 | 0,267034 0,00249161
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Figura 7.15: Tempos (médios) para calcular um emparelhamento perfeito em cada malha.

Figura 7.16: A malha Cow apds a execugao do algoritmo de emparelhamento.
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7.3 Discussao

Como nao foi possivel comparar esta implementacao com outros algoritmos de empa-
relhamento perfeito, é dificil analisar seu comportamento real em relacao ao esperado. O
que se pode observar com certeza nos resultados é que o tempo para calcular um empa-
relhamento é quase totalmente dominado pelas redugoes de aresta que levam o grafo até
o caso base (com uma aresta tripla). A cria¢gdo de um emparelhamento perfeito a partir
da primeira aresta escolhida nesse momento e sua extensao ao grafo original, desfazendo
as reducgoes cujas informagoes ficam armazenadas numa pilha, toma apenas uma fracao
miniscula do tempo total. E isso é verdade mesmo em malhas consideravelmente grandes,
tais como Armadillo e Eros, que possuem, respectivamente, quase 350.000 e quase 400.000

faces.

E importante ressaltar que é durante as reducoes de aresta que a estrutura de dados
para conectividade dindmica é modificada por inser¢oes e remocoes de aresta, além das
eventuais consultas para se determinar que reducao deve ser utilizada. Apos o caso base
ser atingido, as redugoes corretas para se reconstruir o grafo original ja estao armazenadas
na pilha. O uso de uma pilha se deve ao fato da implementacao do algoritmo ser nao-
recursiva, pois uma versao recursiva seria invidvel, mesmo para malhas com centenas de

faces apenas.

Apesar de o experimento nao ter sido repetido muitas vezes para cada modelo, pode-
se concluir que nao héa grandes variagoes durante execugoes diferentes do codigo (como
indicado pelo desvio-padrao significativamente proximo de zero). A mintscula diferenga
entre valores minimos e méximos pode ser atribuida a alocacao de memoria em enderecos
ligeiramente diferentes a cada execugao e as pequenas variagoes que ocorrem internamente

no sistema operacional.
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8 Conclusao

Este capitulo conclui a presente monografia. A Secao 8.1 apresenta um pequeno re-
sumo dos aspectos mais importantes do trabalho. A Secao 8.2 revela as principais di-
ficuldades enfrentadas ao longo do desenvolvimento do trabalho. Por fim, a Secao 8.3
destaca algumas possiveis extensoes para trabalhos futuros e descreve alguns problemas

de pesquisa.

8.1 Sobre o trabalho desenvolvido

Este texto descreveu um trabalho de conclusao de curso de graduagao no qual foi im-
plementado um algoritmo, proposto por Diks e Stanczyk (DIKS; STANCZYK, 2010), para
calcular emparelhamentos perfeitos em grafos ctibicos e sem pontes. Para esta classe de
grafos, o algoritmo em questao possui a menor complexidade de tempo entre todos os
algoritmos conhecidos: @O(nlg®n), onde n é o nimero de vértices do grafo. Esta comple-
xidade s6 é obtida gragas a utilizagdo do TAD HLT em (HOLM; LICHTENBERG; THORUP,
2001) descrito no Capitulo 6, utilizado no teste de conectividade dindmica e implementado
com arvores dindmicas, tais como a arvore ST (SLEATOR; TARJAN, 1983, 1985) descrita

no Capitulo 5.

Apos rever a terminologia necesséria e revisar a literatura sobre emparelhamento em
grafos, os tipos e estruturas de dados utilizados neste trabalho foram estudadas em de-
talhes. Em particular, deu-se atencao especial a analise da complexidade amortizada das
operacoes que atuam sobre as estruturas de dados estudadas, que foi realizada com o
método do potencial (descrito no Apéndice B). A descrigao fornecida teve como objetivo
fornecer provas mais claras e mais didaticas do que aquelas que os proprios autores apre-
sentam nos artigos correspondentes. Por fim foi descrita toda a etapa de codificacao das
estruturas de dados e do algoritmo em (DIKS; STANCZYK, 2010), além do mecanismo de
testes utilizado para medir, experimentalmente, a eficiéncia da implementacao realizada

aqui.
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8.2 Dificuldades Encontradas

Um bom numero de dificuldades foi encontrado ao longo do desenvolvimento deste
trabalho. Grande parte dessas dificuldades se deveu, diretamente, a falta de clareza dos
principais artigos que serviram de base para o trabalho. Detalhes cruciais para a im-
plementacao do que esté sendo descrito foram muitas vezes omitidos, descartados como
secundarios. Por exemplo, a operagdo EVERT() s6 é necessaria na arvore ST devido a
um caso particular da inser¢ao de aresta na estrutura de conectividade dindmica (o caso
em que nenhum dos dois extremos ¢é raiz de uma &arvore, entao nao é possivel fazer um
LINK() antes de fazer com que pelo menos um dos extremos em questao se torne raiz de
sua arvore). Esse problema s6 foi descoberto numa fase avangada do trabalho, quando
j& existia uma implementacao da arvore ST, e seria muito dificil resolvé-lo nao fosse a
explicagdo minuciosa presente em (RADZIK, 1998) e a ajuda inestimével do Dr. Renato

Werneck! .

Um problema similar, cuja solu¢do também foi retirada de (RADZIK, 1998), ocorreu
com o procedimento REPLACE(), no qual ha necessidade de um mecanismo que permita
realizar uma busca em largura a partir da raiz virtual de uma arvore ST (isto é, “descer”
pelos filhos do meio de cada nd). Outra dificuldade ocorreu durante as tentativas de
integrar os codigo-fontes do projeto as bibliotecas LEMON e Boost, ambas resultando em
falhas e tempo perdido. A grande complexidade envolvida na utilizagao dessas bibliotecas
foi 0 que motivou a criacao de classes ad-hoc mais simples para representar grafos, vértices
e arestas. Finalmente, a falta de familiaridade do autor deste trabalho com os conceitos
de analise de complexidade amortizada dificultou muito a escrita de certos trechos da
monografia, embora o trabalho tenha sido uma excelente oportunidade para aprender o

assunto.

8.3 Trabalhos Futuros

A primeira extensao natural deste trabalho é implementar a solugao, que nao foi
descrita aqui, e que acrescenta a interface da arvore ST as funcoes para obter a “préoxima”
aresta de reserva durante a busca em tempo amortizado O(lgn), onde n é o nimero de nos
da arvore. Esta modificagao nao afeta a complexidade amortizada das demais operacoes

da interface, o que faz com que a implementagcao do algoritmo em (DIKS; STANCZYK, 2010)

'Pesquisador da Microsoft, nos EUA, que cedeu sua propria implementacdo da arvore ST para este
autor.
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possa realmente ter a complexidade amortizada, O(v(G) - 1g>v(G)), prevista no referido

artigo.

Uma outra tarefa futura e que depende da primeira é realizar uma avaliagao experi-
mental do algoritmo mais completa e rigorosa do que a que foi apresentada no Capitulo 7.
O ideal seria tragar um perfil do tempo de execucao do algoritmo de emparelhamento per-
feito para uma sequéncia de modelos com ntmeros de faces que se diferenciem em ordens
de magnitude (isto ¢, 10, 10%, 10, 10, 10°, ..., faces). Isto pode ser feito com o refina-
mento da malha de um toro, por exemplo. Depois disso, dever-se-ia comparar o tempo
de execucao da implementacao realizada com aqueles obtidos por alguma implementa-
¢ao do algoritmo de Micali e Vazirani (MICALI; VAZIRANI, 1980). Finalmente, dever-se-ia
também comparar o tempo de execucao da implementacao realizada com aqueles obtidos
por alguma outra implementacao do mesmo algoritmo com base em outro tipo de arvore
dindmica, tal como a arvore ET. Uma opgao para comparagao ¢ a dada em (IYER JR. et

al., 2001).

Embora nao faga parte do escopo desta monografia, existe também um problema de
pesquisa no contexto deste trabalho que poderia ser objeto de estudo numa poés-graduagcao.
Ele trata do desenvolvimento de um novo algoritmo para resolver o problema de se con-
verter uma triangulacao de uma superficie sem bordo em R?® em uma quadrilaterizacao

da mesma superficie.

Conforme discutido no Capitulo 1, o referido problema pode ser convertido em um
problema de emparelhamento em grafos. Em particular, define-se o grafo dual de uma tri-
angulagao como sendo o grafo que possui um vértice para cada tridngulo da triangulagao
e uma aresta conectando dois vértices se, e somente se, os triangulos duais desses vértices
compartilham uma aresta. Dado um emparelhamento perfeito do grafo dual, pode-se obter
uma quadrilaterizacao da mesma superficie através da eliminacao da aresta da triangula-
¢ao que ¢ comum a cada par de triangulos cujos os vértices duais estao emparelhados no

grafo.

No artigo (BIEDL et al., 2001), além do Algoritmo descrito no Capitulo 3, ha também
um algoritmo para calcular emparelhamentos perfeitos em grafos ctibicos, sem pontes e
planares. Este algoritmo possui complexidade de tempo linear no niimero n de triangulos
da triangulagao e é 6timo. No entanto, o fato do grafo ser planar é crucial. Como imersoes
em superficies sao, de certa forma, uma generalizagao de imersoes planares para espagos
mais complexos (isto ¢, as superficies), seria bastante interessante investigar a possibili-

dade de estender o algoritmo em (BIEDL et al., 2001) para grafos duais ndo planares de tal
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forma que a complexidade de tempo do algoritmo resultante seja assintoticamente menor
do que O(n Ig* n), que é a complexidade do algoritmo apresentado por Diks e Stanczyk
em (DIKS; STANCZYK, 2010). Essa possibilidade é particularmente digna de investigagao,
pois os elementos da solugdo apresentada por Biedl et al. em (BIEDL et al., 2001) séo
bem diferentes daqueles apresentados por Diks e Stancyk em (DIKS; STANCZYK, 2010).
Mais especificamente, a solucao deste se apodia na utilizacao de uma estrutura de dados
especial, enquanto a solucao daquele faz uso de elementos topologicos e geométricos da

triangulacao.
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APENDICE A - A prova de Frink

Este apéndice detalha a prova dada por Orrin Frink Jr. em (FRINK JR., 1926) para
o Teorema de Petersen (PETERSEN, 1891). A prova, como apresentada em (FRINK JR.,
1926) contém alguns erros. Uma versao corrigida da prova e enriquecida com mais detalhes
pode ser encontrada em um livro classico de Teoria dos Grafos escrito por Dénes Konig em
1936 e traduzido para inglés em 1990 (KONIG, 1990). A apresentacao dada aqui é baseada
na versao traduzida para inglés do livro de Konig. Tentou-se, na medida do possivel,
adequar a terminologia da época aquela utilizada nos demais capitulos do texto. Além
disso, procurou-se organizar os varios e longos passos da demonstracao de uma outra
forma e enriquecer a descricao dos passos mais cruciais com a adi¢cao de mais detalhes e

figuras.

A.1 Consideracoes iniciais

O teorema de Petersen estabelece que todo grafo cibico e com, no mdximo, duas folhas
contém um 1-fator (PETERSEN, 1891; MULDER, 1992). Uma folha é uma componente
conexa que nao possui nenhuma ponte e que surge apds a remogao de alguma ponte do
grafo. Por defini¢ao, as arestas de um 1-fator (veja Definigdo 2.1.7) consistem em um
emparelhamento perfeito no grafo. Um caso particular do teorema de Petersen é o que
realmente importa para o presente trabalho: todo grafo cibico e sem pontes contém um
1-fator. De forma equivalente, todo grafo cibico e sem pontes admite um emparelhamento

perfeito.

Observe que os enunciados dos casos geral e particular do teorema de Petersen nao
restringem o grafo a um grafo simples, embora um grafo ctibico que possua um lago tenha
de conter, necessariamente, uma ponte, pois o grau de todo vértice ¢ igual a 3 e um
laco conta como duas arestas incidentes sobre um mesmo vértice. De agora em diante, ao
encontrar o termo grafo, deve-se entendé-lo como um grafo no sentido mais geral (isto é,

possivelmente com lagos e aresta paralelas). Caso se deseje considerar o grafo em questao
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como um grafo simples, mencionar-se-a isso de forma explicita e como um caso excepcio-

nal.

Ha varias provas para o teorema de Petersen. Uma das mais simples se baseia em um
teorema provado por Tutte em 1947, para o qual Lovasz forneceu uma das mais belas
demonstragoes ja vistas, de acordo com Honsberger (HONSBERGER, 1976). O problema
com esta e a maioria das provas que se conhecem é que elas se baseiam em argumentos
nao construtivos (por exemplo, contradi¢ao). Como consequéncia, nao se pode derivar,
diretamente, um algoritmo a partir delas para construir um emparelhamento perfeito no

grafo.

A prova que se apresenta aqui, dada por Frink (FRINK JR., 1926), também se vale de
contradigao, mas ela possui um passo construtivo — denominado de redu¢ao — que permi-
tiu o desenvolvimento de dois algoritmos recursivos para a construcao de emparelhamentos
perfeitos em grafos ctibicos e sem pontes (BIEDL et al., 2001; DIKS; STANCZYK, 2010), como
visto no Capitulo 3. Esses algoritmos sao mais eficientes do que o algoritmo mais eficiente
que se conhece, atualmente, para construir emparelhamentos de cardinalidade maxima em
grafos arbitrarios, ou seja, ndo necessariamente ctubicos ou sem pontes (MICALI; VAZIRANI,

1980).

A.2 O teorema de Frink

A prova de Frink para o teorema de Petersen depende de vérios resultados interme-
diarios e de um teorema atribuido ao préprio Frink. Esta secao descreve esses resultados

e o teorema.

Proposicao A.2.1. Seja G um grafo conexo. Se e = {u,v} é uma ponte de GG, entao o

grafo, G — e, resultante da remocao de e, possui exatamente duas componentes conexas.

Demonstragao. De acordo com a definigdo de ponte (veja Definigao 2.1.13), o grafo G —e
nao pode ser conexo. Logo, o grafo G — e possui, pelos menos, duas componentes conexas.
Note que uma delas contém v e outra contém wu, pois se v e u estivessem na mesma
componente, entao haveria um caminho, P, nesta componente, conectando u a v e que
nao contém e. Mas, se a aresta e for adicionada a P, obtém-se um ciclo simples, P+ e, em
G contendo e, o que contradiz a hipotese de e ser uma ponte de GG. Afirma-se, agora, que
GG — e possui exatamente duas componentes. Como G é conexo, se w é qualquer vértice de

G, entao ha um caminho, (w, ey, x1,...,2,_1,€,,v), em G entre w e v. Se e, # e, entao
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este caminho também é um caminho em G—e. Mas, se e,, = e, entao z,,_1; = u e, portanto,
(w,e1,21,...,Ty 2,6, 1,Ty_1) € um caminho em G — e conectando w a u = x,_;. Isto
implica que, para todo vértice w em G — e, h4 um caminho conectando w a v ou w a
u. Logo, todo vértice, w, de G pertence a componente de G — e que contém v ou & que
contém wu, o que, por sua vez, implica que G — e possui exatamente duas componentes

conexas. O

As duas componentes conexas, U; e Us, s quais se refere a Proposicao A.2.1 sao
conhecidas como as duas margens da ponte e = {v,u} com respeito a G. Diz-se que uma
margem se origina a partir do vértice v da ponte, enquanto a outra se origina a partir do
vértice u. Essa denominacao também se aplica ao caso em que G nao é conexo. Isto é, se
a ponte e estiver contida em uma componente conexa, U, de G, entao as margens, U; e
Us, de e com respeito a U sao também denominadas de margens de e com respeito a G.
Uma margem é uma folha do grafo G se, e somente se, ela nao contém nenhuma ponte

de G.

A Figura A.1 ilustra as nogoes de margem e folha.

Figura A.1: As duas margens de uma ponte, e, com respeito ao grafo conexo.

Os dois seguintes corolérios s@o consequéncias imediatas da Proposigao A.2.1:

Corolario A.2.2. Seja G um grafo. Entao, se a ponte e = {v,u} de G nao esta contida
em um caminho, em G, que conecta um vértice w de G a v, entao os vértices e arestas
deste caminho devem pertencer, obrigatoriamente, & margem de e que se origina a partir

de v.

Corolario A.2.3. Seja G um grafo conexo. Entao, todo subgrafo conexo de G que nao

contém uma ponte e de G é um subgrafo de uma das margens de e com respeito ao grafo
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A seguinte proposicao se vale do fato de G ser finito, ao contrario dos resultados
anteriores. Lembre-se que, por hipotese, todos os grafos em questao neste trabalho sao

finitos.

Proposigao A.2.4. Seja G um grafo. Se a aresta e é uma ponte de GG, entao cada uma

das duas margens de e com respeito ao grafo GG contém um subgrafo que é uma folha de

G.

Demonstracao. Se G nao possui nenhuma ponte, entao a afirmacgao é trivialmente verda-
deira. Logo, assuma que GG possui pelo menos uma ponte, e. Assuma, neste momente, que
G é conexo. Seja U qualquer uma das duas margens de e com respeito a G. Se U é uma
folha, escolhe-se a outra margem como U. Se, ainda assim, U é uma folha, a afirmacao é
verdadeira. Entao, assuma que U contém uma ponte, e;, de G. Seja U; a margem de e;
com respeito a G que nao contém e. Afirma-se que U; é um subgrafo de U. Por definicao,
U, é um subgrafo conexo de GG. Logo, ha um caminho, em U;, de cada um de seus vértices
a um dos extremos de e;. Se e; for adicionada a este caminho, obtém-se um caminho, P.
Pelo Corolario A.2.3, todos os vértices e arestas de P devem pertencer, inteiramente, a
uma margem da ponte e. Mas, como P contém a ponte e, esta margem s6 pode ser U.
Pelo Coroléario A.2.3 novamente, U; é um subgrafo de uma margem de e. Mas, como U
possui pelo menos um vértice em comum com W, esta margem s6 pode ser U também.
Consequentemente, a margem U; é um subgrafo de U. H4, agora, duas possibilidades: U,
nao possui nenhuma ponte e, sendo assim, a proposi¢ao é verdadeira (para G conexo), ou
U; contém uma ponte de G. Assuma que U; possui uma ponte, ez, de G e denomine por Us
a margem desta ponte que nao contém e;. Usando o mesmo argumento de antes, obtém-se
uma sequéncia, U, Uy, U,, . . ., de subgrafos onde todo elemento, exceto U, é um subgrafo
de seu predecessor. Mas, como a ponte e; nao faz parte de U;,1, para todo i = 1,2,.. .,
tem-se que U;;; contém, pelo menos, uma aresta a menos que U;. Mas, como G ¢é finito,
a sequéncia U, Uy, Us, ... nao pode ser infinita, o que implica que ha uma margem, Uj,
contida em U, para algum j finito, que deve ser uma folha de G. Logo, a proposigao é
valida quando G é conexo. Se G nao é conexo, aplica-se 0 mesmo argumento para cada
componente conexa de GG que contém uma ponte, uma por vez, e se chegard a mesma

contradicao. 0

Proposicao A.2.5. Se um grafo, GG, contém exatamente duas folhas, F; e F3, entao todo
caminho, P, em G que conecta um vértice de F; a um vértice de F, contém todas as

pontes de G.
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Demonstracao.Assuma, inicialmente, que G é conexo e, objetivando uma contradicao,
que ha uma ponte, e, em G que nao pertence ao caminho P. Seja H o subgrafo de G que
consiste de todas as arestas (e seus respectivos vértices) de Fi, Fy e P. Note que o subgrafo
H ¢ conexo, pois F} e F;, sao conexos e P conecta um vértice de cada. Note também que
o subgrafo H nao contém a ponte e. Logo, pelo Corolario A.2.3, o subgrafo H tem de
pertencer, inteiramente, a uma das margens de e com respeito a G. Mas, isto implicaria a
existéncia de uma terceira folha em G, o proprio subgrafo H, o que contradiz a hipotese
de existéncia de apenas duas folhas. Logo, G nao pode ser conexo. Pela Proposigao A.2.4,
as duas folhas de G tém de pertencer a uma mesma componente conexa de G, pois um
grafo nao pode possuir uma tnica folhal. Mas, como G possui exatamente duas folhas,
as demais componentes conexas de G nao possuem nenhuma ponte e, consequentemente,
o problema se reduz ao caso de um grafo conexo novamente. Como este caso leva a uma

contradicao, a afirmacao é verdadeira e, portanto, o caminho P contém todas as pontes
de G. O

O lema a seguir faz uso de uma operacao envolvendo duas arestas de um grafo. Esta
operacao ¢ utilizada em um dos passos da prova do teorema de Petersen e pode ser definida
como segue: sejam e; = {x1,y1} e ea = {x2,y2} duas arestas de um grafo G. Um novo
grafo, H, é definido a partir de GG, e; e ey através da remocao das arestas e; e e; e da
introdugao de dois novos vértices, x e y, e de cinco arestas, {1, x}, {y1, 2}, {z2, v}, {12, y}
e {x,y}, como ilustrado na Figura A.2. A operagao que transforma o grafo G no grafo H
¢ denominada conexao das arestas ey e es. Diz-se que H se origina da conexao das arestas

e e es.

0 e —— O—®

Figura A.2: Conexao das arestas e; e es.

IEsta afirmacéo é valida apenas para grafos finitos.
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Lema A.2.6. Se um grafo GG possui exatamente duas folhas, F} e F5, e uma aresta e; de
Fi é conectada a uma aresta ey de Fy, entao o grafo, H, resultante nao possui nenhuma

ponte.

Demonstracao. A segunda parte da demonstracao da Proposigao A.2.5 implica que a
prova da afirmacao acima pode se restringir a um grafo conexo, pois as duas folhas tém,
necessariamente, de pertencer a uma mesma componente conexa. Entao, hd um caminho,
P, que conecta um vértice de e; = {z1,y1} a um vértice de e; = {x9,92}. De acordo com
a Proposi¢ao A.2.5, o caminho P contém todas as pontes de GG. Pode-se assumir que P
nao possui e; nem ey, pois tal caminho pode ser obtido com a possivel remocao de um ou
dois vértices extremos de P (e de suas arestas incidentes em P). Logo, o caminho P, que
conecta, por exemplo, x; a x2, ¢ um caminho em H também. Se o caminho (z1,z,y, z2)
— as arestas foram omitidas — for adicionado a P, entao um ciclo simples em H que
contém todas as pontes de G e, também, {x,y}, é obtido. Isto implica que nem {x,y}
e nem as pontes de G sao pontes de H. Logo, resta provar a afirmagao para as arestas
de G que ndo sdo pontes e para as arestas {x1,z}, {x, 11}, {x2,2} e {z,y2}. Se e ndo ¢
uma ponte de GG, entao e nao pode ser uma ponte de H. De fato, por nao ser ponte, ha
um ciclo em G que contém e. Este ciclo é um ciclo de H ou se torna um ciclo de H se a
aresta e; for substituida pelas arestas {z1,x} e {x,y;} e a aresta e; for substituida pelas
arestas {xo,z} e {z,y2}. Finalmente, as arestas {x1,z}, {z,y1}, {z2, 2} e {x, 2} também
nao sao pontes de H. Como uma aresta de uma folha de G, a aresta e; = {x1,y;} nao é
uma aresta de G e, portanto, pertence a um ciclo simples de G. Se, neste ciclo, a aresta
e; for substituida pelas arestas {1, 2} e {z,9:}, entdo um ciclo simples em H é obtido.
Logo, as arestas {z1,z} e {z,y1}, que pertencem a este ciclo, nao sd@o pontes de H. O
mesmo argumento pode ser utilizado para provar que {z3,x} e {z,y>} também néo sdo
pontes de H. Logo, nenhuma aresta de H pode ser uma ponte e, portanto, a afirmacao é

verdadeira. O

Finalmente, pode-se enunciar e provar o importante teorema de Frink. Este teorema
faz uso de uma operagao, denominada redu¢do, que é a base dos algoritmos em (BIEDL
et al., 2001; DIKS; STANCZYK, 2010) para encontrar emparelhamentos perfeitos em grafos
cubicos e sem pontes. Antes de se enunciar o teorema, define-se e ilustra-se a operagao
de redugao. Seja e = {u,w} uma aresta de um grafo arbitrario, G, que 1) conecta dois
vértices distintos de grau 3 cada e 2) ndo é uma aresta paralela, como mostra a Figura A.3.
As arestas e; e ey sao incidentes no vértice u e as arestas ez e e4 sao incidentes no vértice

w. Removem-se de (G os vértices u e w e as cinco arestas, e, e1, ea, €3 € ey, incidentes
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neles e adicionam-se duas novas arestas, ei3 e eoy, conectando o vértice x; ao vértice xs
e o vértice xo ao vértice x4, respectivamente. Denomina-se o grafo resultante de Gy. Se,
por outro lado, as arestas adicionadas sao ey4 e €93, que conectam o vértice x; ao vértice
x4 € 0 vértice xo ao vértice x3, respectivamente, entao o grafo resultante é denominado
(5. Diz-se que os dois grafos, G| e Gy, originam-se de G a partir da redug¢ao da aresta

e = {u,w}.

€13 €24

G1 GQ

Figura A.3: Redugao da aresta e = {u, w}.

Ha algumas sutilezas na operagao de redugao. Para discuti-las de forma mais objetiva,
assume-se que GG é um grafo ciibico — o caso que realmente importa neste trabalho. As
sutilezas sao casos especiais que surgem quando os vértices x1, To, £3 € x4 nao sao todos
distintos. Mais especificamente, como se assumiu que o grafo é ctubico, tem-se que até trés
desses vértices podem ser os mesmos, mas os quatro nao podem. Por isso, com excecao
de simetria ou troca de indices dos vértices, os casos especiais se reduzem a um dos cinco

abaixo:

(a) T1 = 3 € Ty # 1y,

(b) 1 = x3 € T3 = x4,

(c) 1 = x9 € T3 # x4,

(d)xy=z0ex3 =140

(e) x1 = x9 = w3 € 11 # x4.

O grafo G dos casos (c), (d) e (e) possui, obrigatoriamente, arestas paralelas. Os casos

(a), (b), (d) e (e) originam grafos, G; e G9, que possuem lagos ou arestas paralelas dentre
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aquelas arestas introduzidas pela operagao de redugao. Ja o caso (d) origina grafos, G
e (G9, que possuem apenas arestas paralelas dentre aquelas arestas introduzidas pela o-
peracao de redugao. As Figuras de A.4 a A.8 ilustram cada um dos cinco casos especiais

aclma.

1 = 23 () 1 =23 (]

G1 GQ

Figura A.4: Redugao da aresta e = {u,w} quando z; = x3 e x5 # 4.

T = a3 Ty = T4 wlzws\/()\/\/(;wzzm x1:x3®$2:$4

G1 GQ

Figura A.5: Redugao da aresta e = {u,w} quando z; = x3 e x5 = 4.

E importante ressaltar que o grafo H, originado a partir de um grafo G ciibico por uma
reducao de aresta, continua sendo um grafo ctibico, pois o grau de cada um dos vértices, x1,
To, T3 € Ty, em H, é sempre 3, independentemente da reducao envolver casos especiais.
Além disso, o grafo H possui dois vértices a menos do que G. Essas duas observagoes
sao fundamentais para o desenvolvimento dos algoritmos em (BIEDL et al., 2001; DIKS;
STANCZYK, 2010), que encontram emparelhamentos perfeitos em grafos cubicos e sem

pontes.

Os dois algoritmos se baseiam na mesma idéia de aplicar sucessivas redugoes de aresta

a um grafo conexo, cibico, sem pontes e, inicialmente, simples. Apds cada reducao, os
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dois grafos, GG; e Gy, resultantes também sao ciibicos e, como estabelece o teorema de
Frink a seguir, pelo menos um deles é conexo, sem pontes e sem nenhum lago (embora
arestas paralelas possam existir). Os algoritmos se valem deste fato para reduzir o grafo
inicial, recursivamente, a um grafo que contém apenas dois vértices e que consiste no
caso base da recursao. Em cada passo, apenas um grafo conexo e sem pontes e lagos,
resultante da redugao, é considerado — o outro grafo é descartado. Quando o caso base
¢é atingido, um emparelhamento perfeito trivial é calculado e, no retrocesso da recursao,
o emparelhamento é “aumentado” a medida que as reducoes de aresta sao desfeitas para
restaurar o grafo do passo atual. Esta operacao é local e envolve apenas as arestas da

reducao.

ZC1:SC2

G =Gy

Figura A.6: Redugao da aresta e = {u,w} quando z; = x5 e x3 # x4.

T1 = T2 T1 = T2
T3 = X4 T3 = Xy
G1 =Gy

Figura A.7: Redugao da aresta e = {u,w} quando z; = x5 e x3 = 24.



171

T1 = T = T3

O T1=T2=23 )
.

©)

G1:G2

Figura A.8: Reducdo da aresta e = {u,w} quando x; = x9 = x3 € x1 # x4.

Teorema A.2.7 (Teorema de Frink). Seja G um grafo conexo, cibico e sem pontes e
seja e uma aresta de G que nao pertence a um 2-ciclo em G. Sejam G, e G5 os dois grafos
cubicos que se originam de GG a partir da redugao da aresta e. Entao, pelo menos um

desses dois grafos, G; ou G, é, a0 mesmo tempo, um grafo conexo, ctibico e sem pontes.

Demonstracao. Como G é cibico e sem pontes, nao pode haver nenhum laco em G, pois
a existéncia de um lago incidente em um vértice, v, de G implicaria na existéncia de uma
outra aresta, f, incidente em v e em outro vértice, u, de GG, que nao é aresta paralela de G,
pois v possui grau 3. A remogao de f geraria um grafo, G — f, no qual o vértice v se torna
um vértice isolado dos demais vértices de G — f, o que implica que f é uma ponte de G,
contradizendo a hipoétese de que G nao possui pontes. No entanto, o grafo G pode possuir
arestas paralelas. Por definicao, a operacao de reducao de aresta s6 pode ser aplicada a
uma aresta que nao é paralela. Suponha que G possui uma aresta nao paralela, e, tal que
a hipotese do teorema seja satisfeita. A demonstragao do teorema possui cinco partes. As
descri¢oes de algumas das cinco partes se referem a Figura A.3, que ilustra a reducao de

€.

(a) A primeira parte da prova destina-se a mostrar que se o grafo Gy ndao € conexo,
entao ele possui exatamente duas componentes conexas: uma contendo a aresta €13 e
outra contendo a aresta esy. Assuma, por contradi¢do, que uma componente conexa,
U, de GGy nao contém nem e;3 nem eoy. Entao, a componente U é um subgrafo de
G. Seja z um vértice qualquer de U. Como, por hipétese, o grafo G é conexo, hé
um caminho, P, em G que conecta z a u. O caminho P deve, obrigatoriamente,

conter o vértice xy, x9, 3 ou x4. Sem perda de generalidade, assuma que x; é o
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primeiro desses quatro vértices em P na direcao de z a u. Entao, uma parte de P é
um caminho que conecta a com x; e nao contém nenhuma das arestas, ey, e, €3, €4
e e, de G que nao estao em G;. Logo, o caminho P também é um caminho em Gj.
Mas, neste caso, a aresta ej3 tem de pertencer a componente U, o que contradiz a
hipétese de que U nao contém nem ej3 nem egy. Se, ao invés de x1, o vértice xo, T3
ou x4 fosse o primeiro dos quatro vértices a ocorrer em P na direcao de z a u, entao
o mesmo argumento poderia ser usado para mostrar que e;3 ou egy pertence a U.
Portanto, a componente U possui uma das duas arestas. Além disso, se ela possuir
as duas arestas, entao outra componente de (G; nao poderia possuir nenhuma das
duas, o que é impossivel pelo que se acabou de mostrar. Isto implica que o grafo G

possui exatamente duas componentes conexas, uma contendo ey3 e outra contendo

€24.

(b) A segunda parte da prova destina-se a mostrar que nem ez nem esy € uma ponte
de GG1. Assuma, por contradi¢ao, que e;3 é uma ponte de GG;. Logo, nao pode existir
nenhum caminho, @), de x; a 3 em G que nao contenha a aresta e;3, pois se tal
caminho existisse, entao se poderia definir um ciclo simples, ()+e¢13, em G contendo
e13, 0 que implicaria em e;3 nao ser uma ponte de GG;: uma contradigao. Mas, como
e1; nao é uma ponte de G — pois o grafo G nao possui pontes, por hipétese — ha um
caminho, R, em GG que conecta r; a u, mas nao contém e;. Obviamente, o caminho
R tem de conter x5, x3 ou x4, e um desses trés vértices é o primeiro a ocorrer em R
na direcao de x; a u. Se for x3, entao uma parte de R seria um caminho em G que
conecta x; a r3 e nao contém ez e, portanto, a aresta e;3 nao seria uma ponte em
(G1: uma contradicao. Entao, o primeiro vértice deve ser x5 ou x4. Usando o mesmo
argumento — mas, esta vez, considerando o vértice x3 e a aresta ez ao invés de x; e e;
— obtém-se um caminho, S, de x3 para x5 ou x4 que nao contém e;3. Certas arestas
de R e S definem um caminho em (G, possivelmente contendo a aresta ess, que nao
contém a aresta ez e conecta 1 a x3 (veja a Proposigao 2.1.10). Isto implica que e;3
nao é uma ponte em G1: uma contradi¢ao. Usando o mesmo argumento, mas, desta
vez, considerando a aresta ey como uma ponte de GG, conclui-se, por contradicao,

que eg4 nao é uma ponte em G;. Logo, nem eq3 nem ey é€ uma ponte de Gj.

(c) A terceira parte da prova destina-se a mostrar que se f = {z1, 22} € uma ponte de
G4, entao uma margem de f com respeito a Gy contém ez e a outra contém esy.
Pelo item (b), pode-se concluir que f pertence a G e, portanto, esta contida em um
ciclo simples, K, de GG. O ciclo K deve conter uma das arestas, e;, es, €3 ou ey, Pois,

caso contrério, a aresta e também nao faria parte de K, o que implica que o ciclo
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K seria um ciclo simples em G que contém a aresta f: uma contradi¢ao com o fato
de f ser ponte de G;. Portanto, o ciclo K deve, obrigatoriamente, conter um dos
vértices x1, To, x3 € x4. Considere o caminho formado pelos vértices e arestas de K
na direcao que nao leva z; imediatamente para z;. Seja x; o primeiro vértice dos
quatro acima que ocorre neste caminho. A parte deste caminho que vai de z; a x;
é¢ um caminho, P, em (GG que nao contém a ponte f. Pelo Corolario A.2.3, o vértice
r1 — e, portanto, a aresta e;3 — pertence a margem de f que se origina a partir
de z;. De forma analoga, considere o caminho, (), formado pelos vértices e arestas
de K na direcao que nao leva 29 imediatamente para z;. Note que x5 ou x4 deve ser
o primeiro vértice dos quatro acima que ocorre em (). Caso contrario, a parte de ()
que vai de z3 a x5 (ou x4), juntamente com f e o caminho P e, possivelmente com
a adicao de e;3, formariam um ciclo simples contendo f, o que contradiz a hipotese
de f ser uma ponte de 1. Logo, pelo Corolario A.2.3 novamente, o vértice z5 (ou
xy) — e, portanto, a aresta egy — pertence a margem de f que se origina a partir
de zy. Portanto, conclui-se que ej3 e egy estao em margens distintas da ponte f do

grafo Gy.

(d) Do item (b), pode-se concluir que ha um ciclo, K, simples em G; que contém a
aresta ez e outro ciclo simples, K5, em (G; que contém a aresta egy. A quarta parte da
prova destina-se a mostrar que se G'1 nao €, ao mesmo tempo, conexo e sem pontes,
entao os ciclos Ky e Ky sao mutuamente disjuntos, ou seja, eles nao possuem nem
arestas e nem vértices em comum. Assuma que (G nao é conexo. Entao, cada um dos
ciclos, Ky e K», pertence, completamente, a uma componente conexa de GG7. Do item
(a), pode-se concluir que G; possui exatamente duas componentes conexas e que
uma delas contém K e a outra contém K. Logo, esses dois ciclos sao mutuamente
disjuntos se GGy nao for conezxo. Por outro lado, se (G; for conexo, entao, para que
a hipotese da afirmagao seja verdadeira, deve-se assumir que (G; possui uma ponte,
f. Por defini¢do, a ponte f nao pode pertencer a K; nem a Ks. Neste caso, o
Coroléario A.2.3 diz que cada um dos ciclos, K; e Ky, deve pertencer inteiramente
a uma mesma margem de f com respeito a G;. Do item (c), pode-se concluir que

essas margens sao distintas, o que implica que K; e K5 sao ciclos simples disjuntos.

(e) A quinta parte da prova combina as afirmagoes dos itens anteriores para concluir
a prova do teorema de Frink. Assuma que G; nao ¢, ao mesmo tempo, conexo e
sem pontes. Pretende-se mostrar que Gy é conexo, sem pontes e sem lacos. Para tal,
suponha que as arestas e;3 e egy sejam removidas de G;. Entao, pela demonstracgao

do item (d), os ciclos K; e K5 dao surgimento a dois caminhos, P; e P, que conectam
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os vértices x1 a r3 e To a 14, respectivamente. De acordo com a afirmacao provada em
(d), os caminhos, P; e P,, sao disjuntos. Observe que P; e P também sdo caminhos
de GG e (G5. Se as arestas, e14 € ea3, € as arestas de P, forem adicionadas ao caminho
Py, entdo um ciclo simples em G5 é obtido (veja a Figura A.9). Isto implica que eq4 e
eo3 nao sao pontes de Gy. Logo, se a contrapositiva da afirmacao em (d) for aplicada
a (9, substituindo-se e13 € egy por ey4 € eg3, conclui-se que G5 é conexo e sem pontes.
Resta, agora, mostrar que se G5 é conexo e sem pontes, entao GGy também nao possui
nenhum laco. Suponha, por contradi¢ao, que ha um laco incidente em um vértice v
de GG5. Como G nao possui lagos, este laco foi criado durante a reducao da aresta
e que deu origem a (5. Logo, uma das arestas, ey ou es3, é o lago incidente em
v. Como G5 é um grafo cibico, deve haver outra aresta, f, incidente em v. Mas a
remocao de f de G5 isolaria v dos demais vértices de G5, o que implica que f é uma

ponte, contradizendo a hipotese de que G5 nao possui pontes.

Figura A.9: Tlustragao da parte (e) da prova do teorema de Frink.

A.3 O teorema de Petersen: caso particular

A prova do caso particular do teorema de Petersen que seréa apresentada aqui depende,
fortemente, do teorema de Frink, que foi provado na Secao A.2, e do lema apresentado a

seguir:
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Lema A.3.1. Seja G um grafo conexo, cibico e sem pontes que admite um empare-
lhamento perfeito. Entao, toda aresta, e, de GG estd contida em um ciclo alternante de

G.

Demonstracao. Suponha, por contradi¢ao, que a afirmacao seja falsa. Entao, existe um
grafo, G, com o menor nimero de vértices possivel para o qual existe uma aresta que nao
faz parte de nenhum ciclo alternante. Por ser ciibico, o grafo G nao pode possuir menos
do que 2 vértices. Entao, suponha que G contenha exatamente dois vértices, u e w. Neste
caso, o grafo G possui exatamente trés arestas e cada uma delas conecta u a w (veja a
Figura A.10). Se G admite um emparelhamento perfeito, entdo exatamente uma das trés
arestas pertence ao emparelhamento. Mas, isto implica que toda aresta de G faz parte de
um 2-ciclo alternante em G, o que é uma contradigao. Logo, o grafo G possui mais de dois

vértices.

Figura A.10: Um emparelhamento perfeito em um grafo ciibico com apenas dois vértices.

Como o grafo G nao pode possuir trés vértices (pois a soma do grau dos vértices tem de
ser um namero par), suponha que G possui pelo menos mais dois vértices, x e y, além de
u e w. Suponha também que ha duas arestas (paralelas) conectando u a w, uma aresta
conectando u a x e outra aresta conectando w a y (veja a Figura A.11). Note que = # y.
Caso contréario, como x possui grau 3, haveria uma terceira aresta, f, incidente em x e
que nao incide em u nem em w. Se f fosse removida de G, a componente conexa contendo
x, Y, u e w estaria isolada do restante de G — f, o que implica que f é uma ponte de G.
Mas, como GG nao possui pontes, tem-se que = # y. Agora, suponha que os vértices u e w
sao removidos de G, juntamente com as arestas incidentes neles, e que a aresta {z,y} ¢
adicionada ao grafo resultante. Seja GG’ o grafo obtido a partir dessas operagoes. O grafo
G’ permanece cubico e conexo. Afirma-se que G’ nao possui pontes. De fato, se e ¢ uma
aresta de G', tal que e # {x,y}, entdo a aresta e pertence a G e, como G ndo possui pontes,

ha um ciclo simples, K, em G que contém e. Se K nao contém nenhuma das arestas que
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foram removidas de G, entao K também é um ciclo simples em G’. Caso contrério, o ciclo
K deve conter o caminho (z,{z,u},u,g,w,{w,y},y) ou o inverso dele, onde g é uma
das duas arestas conectando u a w. Se este caminho for substituido, em K, pela aresta
{z,y}, entdo um ciclo simples em G’, contendo e e {x,y}, é obtido. Logo, a aresta e nao
¢ uma ponte de G’. Por outro lado, se e = {x,y}, entdo suponha que L é qualquer ciclo
simples em G que contém a aresta {x,u}. A existéncia de L é garantida pelo fato de G nao
possuir pontes. O ciclo L também tem de conter o caminho (z, {z,u},u, h,w, {w,y},y)
ou o inverso dele, onde h é uma das duas arestas conectando u a w. Usando o mesmo
argumento de antes, conclui-se que e pertence a um ciclo simples em G’. Logo, o grafo G’
nao possui pontes. Observe também que G’ nao possui lagos, pois a existéncia de um laco

em um grafo ctubico implica na existéncia de uma ponte.

Figura A.11: Configuragoes de emparelhamento das arestas incidentes em u e w.

O que se quer agora é definir um emparelhamento perfeito, M’, em G’. Para tal, escolhe-se
qualquer emparelhamento perfeito, M, em G. Por hip6tese, ha sempre uma escolha. Em
seguida, inclui-se no emparelhamento em G’, a ser definido, todas as arestas comuns a
G e G’ que fazem parte de M. Finalmente, deve-se decidir se a aresta {z,y} fara parte
de M’. Esta decisao depende de quais arestas de GG, incidentes em u e w, fazem parte de
M. A Figura A.11 mostra as duas tunicas configuragoes possiveis para as arestas de G,
incidentes em u e w, com respeito a M. Na configuracao da esquerda, tem-se o caso (a):
as arestas {z,u} e {w, y} ndo fazem parte de M; na configuracao da direita, tem-se o caso
(b): as arestas {z,u} e {w,y} fazem parte de M. No caso (a), ndo se inclui {z,y} em M.
No caso (b), inclui-se {x,y} em M’. Em ambos os casos, tém-se que todos os vértices de
G’ estao cobertos por exatamente uma aresta de M’ e, portanto, o emparelhamento M’ é

perfeito.

Pelo exposto acima, pode-se afirmar que G’ é um grafo conexo, ciibico, sem pontes, sem



177

lacos e que admite um emparelhamento perfeito. Mas, como G’ possui dois vértices a
menos que GG, toda aresta de G’ esta contida, por hipotese, em um ciclo alternante, K, de
G’ com respeito a M’. Caso contrario, o grafo G nao seria o grafo com o menor ntimero de
vértices para o qual a afirmac@o que se quer provar é falsa. Se {z,y} ndo esté contida em
K, entao K também é um ciclo alternante em G com respeito a M. Logo, a aresta {x,y}
deve pertencer a K. Mas, neste caso, pode-se substituir {z,y} por {z,u}, g e {w,y}, onde
g ¢ uma das duas arestas conectando uw a w, para se obter um ciclo simples, L, em G.
Afirma-se que L é um ciclo alternante em G, com respeito a M, que contém as arestas
{z,u}, g e {w,y}. De fato, se {x,y} & M’, entdo se tem o caso (a) e, se {z,y} € M’,
entdo se tem o caso (b). Como M e M’ coincidem quando restritos as arestas comuns a
G e (', tem-se que uma aresta comum a L e K estd em M’ se, e somente se, ela esta
em M. Note que a outra aresta, h, que conecta u a w, também esta contida em um ciclo
alternante de G' com respeito a M. No caso (a), este ciclo é o 2-ciclo formado por ¢, h e
os vértices u e w. No caso (b), o ciclo alternante é o proprio L. Logo, toda aresta de G
pertence a um ciclo alternante em G com respeito a M, o que contradiz o fato de G ser
um grafo conexo, cubico, sem pontes, sem lagos e com o menor namero de vértices para

o qual esta afirmacao é falsa, a menos que o grafo G nao possua arestas paralelas como g
e h.

Assuma, portanto, que G nao possui arestas paralelas. Entao, G é um grafo conexo, ctbico,
sem pontes, sem lagos e sem arestas paralelas (ou seja, o grafo G é conexo, ctbico, sem
pontes e simples). Assuma também que a afirmac¢do que se quer provar ¢ falsa para G
e, além disso, que ela é sempre verdadeira para todo grafo conexo, ctbico, sem pontes,
sem lagos e com um nimero de vértices menor do que o de G. Este grafo, no entanto,
pode possuir arestas paralelas. Usando contradi¢ao, mostra-se que toda aresta de G faz
parte de um ciclo alternante em GG com respeito ao emparelhamento perfeito, M, escolhido
anteriormente. Seja f = {xs,t} uma aresta qualquer de GG. Considere os dois seguintes

Casos:

(a)f & M

(b)feM

Considere o caso (a) e a Figura A.12. Seja eo = {u, x2} a outra aresta de G incidente em
To € que nao estd em M e seja e = {u,w} a aresta de G que estd em M e ¢é incidente
em u. As demais arestas consideradas aqui sao e; = {z1,u}, e3 = {x3, w} e eg = {xy4, w}.

Como a aresta e nao faz parte de nenhum 2-ciclo, ela pode ser reduzida para gerar o grafo
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(1 do teorema de Frink (veja Teorema A.2.7), que contém as arestas ej3 e eg4 mostradas
na Figura A.12. Sem perda de generalidade, assuma que G é conexo e sem pontes (caso
contrario, o Teorema A.2.7 garante que Gy é e pode-se considerar G5 aqui ao invés de
G1). Lembre-se de que GG; também é ctbico e sem lagos (pois, por hipotese, ele ndo possui
pontes). Defina um emparelhamento perfeito, M;, em G; da mesma forma que M’ foi
definido em G’: uma aresta comum a G; e G estd em M, se, e somente se, ela estd em
M. Finalmente, como f € M, as arestas e;, e, e3 € 4 nao podem pertencer a M. Além
disso, todos os vértices de GG, com excecao de u e w, estao cobertos por exatamente uma
aresta de M — {e}. Logo, pode-se concluir a definicdo de M; deixando e;3 e ey de fora
de M;. Como os tnicos vértices de G que nao estao em (G sdo u e w, o emparelhamento

M ¢é perfeito.

€13 €24

Figura A.12: As arestas e e f (esquerda) e as arestas e;3 e ey do grafo Gy.

O que se faz em seguida é mostrar, por contradi¢ao, que a aresta f pertence a um ciclo
alternante em G com respeito a M. Para tal, distinguem-se duas situagoes. Na primeira, a
aresta f pode ser igual a uma das cinco arestas 1) e, 2) ey, 3) e, 4) e3 € 5) e4. Na segunda,
a aresta f nao é igual a nenhuma dessas cinco arestas. No que segue, prova-se que ha um

ciclo alternante em (G, com respeito a M, e contendo f para a primeira situacao do caso
(a).

Comoe € Me f & M, ocaso1éimpossivel. Por definicao de es, o caso 3 nao pode ocorrer.
Se f =e; entdao t = u e x; = x9, 0 que também ¢é impossivel, pois G nao possui arestas
paralelas, por hipotese. Logo, o caso 2 pode ser descartado. Se f = ey entao x9 = x4 €
t = w (pois se 9 = w entdo G teria um 2-ciclo). Mas, isto implicaria em ey ser um lago
de G, o que também nao é possivel, por hipdtese, e o caso 5 pode ser descartado. Logo,
resta apenas o caso 4, f = e3. Como x5 # w (caso contrario, G teria um 2-ciclo), tem-se

re = w3 et =w (veja a Figura A.13). Entdo, a primeira situagao do caso (a) é equivalente
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ao caso 4.

€13
Tg = T3 @—O Tg = T3

€24

@

Figura A.13: O caso em que x5 = z3 e t = w no grafo G e as arestas e;3 e eyy do grafo
Gi.

Como (7 possui menos vértices do que GG, tem de haver, em (G, um ciclo alternante, K,
com respeito a M; que contém a aresta e;3. Isto porque, por hipdtese, o grafo G é o grafo
conexo, cubico, sem pontes, sem lagos e com o menor nimero de vértices para o qual tal
ciclo nao existe para todas as arestas. Por defini¢do, tem-se que e13 e eay nao pertencem
a M. Logo, as arestas e;3 e eyy nao podem ser consecutivas em K. Desta forma, se a
aresta e;3 em K for substituida pelas arestas eq, e e ez, onde e € M, obtém-se um ciclo
alternante em (G, com respeito a M, que contém f. A Figura A.14 mostra um exemplo de
um grafo G em que as arestas f e e3 sao as mesmas e, além disso, tem-se 1 = x4. Como
o ciclo resultante é um ciclo alternante em G com respeito a M que contém f, tem-se
uma contradigao. Logo, a primeira situagao do caso (a) (isto é, f = e3) também nao pode

ocorrer.

O que resta entao ¢ a segunda situagao do caso (a): f nao é igual a e, eq, ey, €3 € nem
e4; ou seja, a aresta f é uma aresta do grafo (G;. Por hipdtese, ha um ciclo alternante,
L, em Gy com respeito a M; que contém f, ja que GGy é um grafo conexo, cubico, sem
pontes, sem lagos e com um nimero de vértices menor do que o de G. Como a aresta
f nao pertence a M, tem-se que f & M; e, portanto, a aresta ey, que nao faz parte de
M, e também ¢ incidente em x5, nao pode pertencer a L. Logo, h4 duas possibilidades
mutuamente exclusivas: L é um ciclo alternante de G' com respeito a M ou L contém e;s.
O primeiro caso leva a contradi¢ao desejada. Logo, considere o segundo caso. Se ey3, que
nao esta em M, for substituida em L por e, e e e3, obtém-se um ciclo alternante em
(G, com respeito a M, que contém f. Logo, chega-se & mesma contradi¢ao e, portanto, o

caso (a) — isto é, f ¢ M — nao pode ocorrer. Logo, resta apenas considerar o caso (b):
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feM.

Se f € M entao assuma novamente que ey é a aresta de G incidente em x5 que nao esté
no emparelhamento M. Mas, pelo que se acabou de provar, ha um ciclo alternante em
GG, com respeito a M, que contém ey. Como f é a unica aresta de M incidente em x5,
esta aresta tem de pertencer ao mesmo ciclo, o que contradiz a hipdtese de tal ciclo nao

existir. ]

G Gy

Figura A.14: Um grafo G em que f = ez e 1 = x4 (esquerda) e o grafo G (direita).

Finalmente, pode-se provar o aludido caso particular do teorema de Petersen:

Teorema A.3.2. Todo grafo ciibico e sem pontes admite um emparelhamento perfeito.

Demonstracao. Seja G o grafo ctibico, sem pontes e com o menor nimero de vértices para o
qual a afirmacao do teorema é falsa. Este grafo é, claro, conexo. Logo, nao pode haver trés
arestas (paralelas) em GG que conectem o mesmo par de vértices, pois se houvesse, entdo o
grafo conteria apenas essas trés arestas e os dois vértices e admitiria um emparelhamento
perfeito (veja a Figura A.10). Isto implica que existe, em GG, uma aresta que nao é paralela.
De fato, se uma aresta, g = {w,z}, é paralela, entdo existe uma segunda aresta, f =
{w,x}, que conecta w a x e uma terceira aresta, ¢ = {u,w}, incidente sobre w, com
u # x, pois w possui grau 3 (veja a Figura A.15). Como nao existe uma quarta aresta
incidente no vértice w, a aresta e nao estd contida em um 2-ciclo e, portanto, nao é

paralela.
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Figura A.15: A aresta g é paralela, mas e nao é.

Seja e = {u,w} uma aresta de G que nao é paralela. Para facilitar a relagdo com as
demonstragoes anteriores, suponha que as demais arestas incidentes em u e w sejam
e1 = {x1,u}, ea = {xg,u}, e3 = {x3,w} e e4 = {w4,w}, como ilustrado na Figura A.3
(esquerda). Como e nao ¢é paralela, pode-se aplicar uma redugao em e. Sem perda de
generalidade, assuma que o grafo G; da Figura A.3 (meio) é o grafo ctibico, conexo e sem
pontes do Teorema A.2.7. Lembre-se de que GG; ndo contém nenhum lago (pois G é cibico
e sem pontes). Como G possui dois vértices a menos do que G, o grafo G; admite (por
hipotese) um emparelhamento perfeito, M;. Mostra-se, em seguida, que este também ¢é
o caso de GG, contradizendo a hipotese. Para tal, defina o emparelhamento, M, em G tal
que uma aresta comum a G e (G1 estd em M se, e somente se, ela estd em M;. As tnicas
arestas de G que nao estao em (G sao ey, e, €3, e4 € e. Observe que o emparelhamento
M néao cobre os vértices u e w e, possivelmente, um ou mais vértices em {1, xs, T3, T4}.
O objetivo é aumentar M com uma ou mais dessas arestas em {e, e, €q, €3, €4} tal que
M se torne um emparelhamento perfeito em G. Para tal, considere os trés casos a seguir

envolvendo ej3 € eaq:

(a) As duas arestas ej3 e egy nao fazem parte de M.
(b) Exatamente uma das arestas ej3 e eqq faz parte de M;.

(c) As duas arestas ej3 e egq fazem parte de M.

No caso (a), tem-se que M = M. Logo, inclui-se apenas e em M, pois todos os vértices
de GG, com excecao de u e w, ja estao cobertos por exatamente uma aresta de M, ja que
M; é um emparelhamento perfeito em G e ej3 e eg4 nao cobrem nenhum vértice. No caso

(b), suponha, sem perda de generalidade, que e;3 € M e eoy & M;. Entao, os vértices x;
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e x3 estao cobertos por ej3, enquanto os vértices xo e x4 estao cobertos por arestas que
também pertencem a M. Logo, inclui-se e; e e3 em M, que juntas cobrem os vértices xq,
x3, u e w em G. Como os demais vértices de G ja estao cobertos pelas arestas comuns a
M e M, tem-se que M é um emparelhamento perfeito em G. No caso (c), o Lema A.3.1
garante a existéncia de um ciclo alternante, K, em G, com respeito a M7, que contém a
aresta ej3. Entao, pode-se obter um outro emparelhamento perfeito, Mj, em G a partir
de M, substituindo cada aresta de K em M; pela aresta consecutiva em K que nao estéa
em M;. Obviamente, a aresta ej3 ndo estara em M] e, se a aresta eqy pertence a K e a My,
entao ela também nao estard em M. Em qualquer um desses casos, entretanto, reduz-se o
problema ao caso (a) ou ao caso (b). Logo, o grafo G admite um emparelhamento perfeito,
o que contradiz a hipotese de GG ser o grafo ctibico, sem pontes e com o menor nimero
de vértices para o qual a afirmacgao do teorema ¢é falsa. Logo, a afirmacao do teorema é

valida. N

A idéia de obter um emparelhamento perfeito em G a partir de um emparelhamento
perfeito em Gy, usando a operacdo de reducdo de aresta do teorema de Frink (veja Te-
orema A.2.7), é a base da prova do Teorema A.3.2. A mesma idéia serviu de base para
projetar o passo recursivo e garantir a corretude dos algoritmos em (BIEDL et al., 2001;
DIKS; STANCZYK, 2010) para encontrar emparelhamentos perfeitos em grafos ctbicos e

sem pontes.

A.4 O teorema de Petersen: caso geral

O caso geral do teorema de Petersen pode ser estabelecido como segue:

Teorema A.4.1. Todo grafo ctibico com, no maximo, duas folhas admite um emparelha-

mento perfeito.

Demonstracao. Se o grafo nao possui pontes, entao o Teorema A.3.2 garante a veracidade
da afirmacao. Pela Proposicao A.2.4, um grafo nao pode conter uma tunica folha, pois
cada margem de uma ponte contém um subgrafo que é uma folha do grafo. Logo, resta o
caso em que o grafo possui exatamente duas folhas, F} e Fy. Seja e; = {x1,y;1} uma aresta
de F} e seja e; = {9, yo} uma aresta de Fy, como ilustrado na Figura A.16 (esquerda).
Conecte e; e ey, como ilustrado na Figura A.16 (direita), para dar origem a um grafo, H,

que é cubico.
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Figura A.16: Conexao das arestas e; e es.

Pelo Lema A.2.6, o grafo H nao possui pontes. Entao, o Teorema A.3.2 implica que
H admite um emparelhamento perfeito. Afirma-se que, a partir de um emparelhamento
perfeito qualquer em H, define-se um outro emparelhamento perfeito em G. De fato, se
M é um emparelhamento perfeito em H, entdo considere o emparelhamento, M’ em G
tal que uma aresta comum a H e G esta em M’ se, e somente se, a aresta estda em M. Para
concluir a defini¢do de M’, distinguem-se dois casos: (a) {z,y} € M e (b) {z,y} € M. No
caso (a), nota-se que todos os vértices de H, com excegao de x e y, estao cobertos em H
por arestas comuns a M e M’. Como todo vértice de G é um vértice de H distinto de x
e y, o emparelhamento M ja é um emparelhamento perfeito em G. Logo, as arestas e; e
e nao sao incluidas em M. No caso (b), invoca-se o Lema A.3.1 para concluir que ha um
ciclo alternante, K, em H com respeito a M que contém {z,y}. Entao, pode-se obter um
outro emparelhamento perfeito, N, em H a partir de M substituindo cada aresta de K
em M pela aresta consecutiva em K que nao estd em M. A aresta {x,y} ndo estard em

N e, portanto, o caso (b) se reduz ao caso (a). Logo, h4 um emparelhamento perfeito em
G. O



184

APENDICE B - Analise Amortizada

A complexidade da grande maioria dos algoritmos discutidos nesta monografia foi es-
tabelecida com um método de anélise conhecido como andlise amortizada. Uma discussao
detalhada deste método pode ser encontrada em livros de projeto e analise de algoritmos
(veja, por exemplo, o livro (CORMEM et al., 2009)) e ele é visto em muitos cursos de gradu-
acao em computacao. No entanto, como o autor s6 teve contato com este método durante
a realizacao deste trabalho, decidiu-se escrever este apéndice, de forma que leitores na
mesma situacao em que o autor se encontrava nao precisem recorrer a outras fontes para
obter o conhecimento minimo necessario para entender as analises dos algoritmos deste

texto.

B.1 Introducao

Em muitas aplicagoes envolvendo manipulagao de dados por computador, uma sequén-
cia de operagoes é executada sobre uma estrutura de dados. Muito frequentemente, a
avaliagao da complexidade computacional desta sequéncia é realizada a partir de uma
perspectiva bastante pessimista: considera-se o tempo de pior caso de cada operacao da
sequéncia e multiplica-se o nimero de operacoes da sequéncia pelo tempo de pior caso de
cada operacao, obtendo-se uma cota superior para o tempo gasto para executar todas as

operagoes.

A andlise de pior caso é muito importante na avaliagao da complexidade de algoritmos
utilizados em sistemas de tempo real, nos quais o tempo de resposta de cada operagao é
critico. Além disso, ela é, em geral, facil de ser realizada. No entanto, em muitas situagoes,
somar os tempos de pior caso de cada operacao de uma sequéncia pode ser uma forma
pouco precisa de avaliagao, pois ela ignora os efeitos correlacionados das operagoes. Como
serd visto nos exemplos dados nas secoes vindouras, em qualquer sequéncia de operacoes
sobre certas estruturas de dados, o tempo de cada operacao nao pode ser sempre o de

pior caso.
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Para se ter uma idéia mais realista e precisa da complexidade de tempo de uma
sequéncia de operagoes sobre uma certa estrutura de dados, pode-se tentar calcular o
tempo médio gasto com cada operacao da sequéncia. Ha, em geral, duas formas de se
realizar este tipo de anélise. Uma delas é conhecida como andlise de caso médio, enquanto
a outra é chamada de andlise (de complezidade) amortizada. A diferenga entre elas é bem

sutil.

A anélise de caso médio é destinada a cada operacao individual e consiste em calcular
o tempo médio gasto pela operagao com relacao aos tempos de execucao da operagao em
todas as possiveis entradas. Para tal, assume-se uma distribuicao de probabilidade para as
entradas tal que cada entrada, F, possui uma probabilidade, Pgr de ocorrer. Em seguida,
calcula-se o tempo médio, E(t), de execu¢ao da operagao, usando a definigdo de valor

esperado:

E(t)=Y Pp-tgp,

Ee&
onde £ é o conjunto de todas as entradas (de um mesmo tamanho tal que o tamanho é

um parametro) da operagao e tg é o tempo gasto com a execugao da operagao na entrada

E.

A maior dificuldade na utilizagdo da analise de caso médio é justamente a definicao de
uma distribui¢ao de probabilidade das entradas. Na pratica é muito dificil garantir uma
hipotese realista, pois, em geral, nao se tem uma idéia precisa da frequéncia de ocorréncia
das entradas. Isto faz com que o problema de “precisao” da analise de pior caso nao seja
inteiramente bem resolvido com a analise de caso médio. Além disso, se esta analise for
aplicada a uma sequéncia de operagoes, somar-se-ao os tempos médios individuais de cada
operacao. O valor resultante nao é sempre igual ao tempo médio de execucao da sequéncia
se as operagoes nao forem independentes (ou seja, a linearidade de E néo se aplica a este

caso).

A analise amortizada é uma alternativa a analise de caso médio, que é comumente
aplicada ao calculo da complexidade amortizada de uma sequéncia de operagoes. Neste tipo
de anélise, também se calcula o tempo médio, mas este tempo ¢é igual a média aritmética
dos tempos de execucao das operacoes da sequéncia de pior caso'. Por exemplo, suponha
que S seja qualquer sequéncia de n operagoes sobre uma dada estrutura de dados. Seja t o
tempo gasto na execucao das operagoes em S, na ordem dada. Note que ¢ é simplesmente

a soma dos tempos de execucao de cada operacao de S. Seja t.c 0 maior valor de t

'Uma sequéncia que possui tempo de execucao maior ou igual ao de todas as sequéncias de mesmo
tamanho.
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entre todas as possiveis sequéncias, S, de m operagoes. Se S é uma sequéncia para a qual
t = tmax, €Ntao S é uma sequéncia de pior caso. A complexidade amortizada de S é igual

a

Observe que o célculo da complexidade amortizada nao envolve distribuicao de pro-
babilidade das entradas do algoritmo. Ao invés disso, deve-se determinar uma sequéncia
de pior caso e o tempo, tn.x, de execucao dela. Idealmente, o tempo t,,.x nao é igual
a soma dos tempos de pior caso de cada operacao da sequéncia. Caso fosse, ter-se-ia o
mesmo resultado da analise de pior caso. A utilidade pratica da analise amortizada reside
justamente na capacidade de calcular t,,., quando se puder mostrar que os tempos de
execugao das operacoes individuais das operacoes de S nao sao todos iguais ao de pior
caso. Note também que a média de tempo dada pela complexidade amortizada é uma
cota superior para a média do tempo de execucao de qualquer sequéncia de m operacgoes

sobre a estrutura.

B.2 O método do potencial

Hé& trés abordagens bem conhecidas para se calcular a complexidade amortizada de
uma sequéncia de operagoes sobre uma dada estrutura de dados: a anélise agregada, o
método do contador e o método do potencial. Aqui, discute-se apenas o método poten-
cial, pois ele é a tinica abordagem utilizada nas anélises dos algoritmos descritos nesta

monografia.

No método do potencial, toda operacao da sequéncia possui um tempo “amortizado”
de execugao. Este tempo pode ser menor, igual ou maior do que o tempo gasto na execu-
cao da operacao. No entanto, apos qualquer operacao da sequéncia, a soma dos tempos
amortizados de todas as operacoes realizadas até o momento nao pode ser inferior & soma
dos tempos de execucao das operagoes. Em outras palavras, a primeira soma é uma cota
superior para a segunda. Se esta propriedade se mantém apods a execugao da ultima ope-
racao da sequéncia, entao o tempo amortizado total é uma cota superior para o tempo
total de execugao. Além disso, se a propriedade for valida para qualquer sequéncia (em
particular, para a de pior caso), entao o tempo amortizado total dividido pelo nimero de
operacgoes da sequéncia de pior caso é uma cota superior para a complexidade amortizada

da sequéncia.

De acordo com Tarjan, o método do potencial foi idealizado por Daniel Sleator (TAR-
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JAN, 1985). O termo “potencial” advém de uma analogia com energia potencial. Mas, a
melhor analogia para se entender a idéia por tras do método se utiliza de uma conta pou-
panca. Neste caso, imagina-se cada operacao da sequéncia como uma divida. O valor da
divida é o andlogo do tempo (real) gasto pela operac¢ao da sequéncia. Ao se pagar a divida,
tira-se dinheiro do bolso. A quantidade de dinheiro desembolsada para pagar a divida
¢ o andlogo ao tempo amortizado da operacao e ela pode ser maior ou menor do que o
valor da divida. Quando esta quantidade é maior, o excedente (ou seja, a diferenga entre
a quantidade desembolsada e o valor da divida) é creditada na conta poupanga. Quando
ela &€ menor, o remanescente (ou seja, a diferenga entre o valor da divida e a quantidade
desembolsada) é retirada da conta poupanca. Se o valor desembolsado ¢ igual ao valor da,
divida, ndo ha nada a creditar ou debitar da conta poupanca. A quantidade de dinheiro
na conta poupanga é o andlogo do potencial. Se sempre existir dinheiro (somando-se o
dinheiro que se desembolsa com a quantidade que esta na poupanga) para pagar por cada
divida, entao o total pago por todas as dividas é sempre maior ou igual ao valor total das

dividas.

Formalmente, tém-se as seguintes defini¢oes:

Definicao B.2.1. Seja D uma estrutura de dados sobre a qual m operagoes sao executa-
das. Denote por Dy o estado de D antes de qualquer operacgao ser executada e, por D;, o
estado de D imediatamente apds a execugao da i-ésima operagao, onde ¢ = 1, ..., m. Seja
t; o tempo gasto na execucgao da i-ésima operacao, que faz com que o estado de D mude
de D; 1 para D;. Entao, define-se uma funcao potencial, ®p : D — R, como aquela que
mapeia cada possivel estado, D;, de D para um numero real nao-negativo, ®p(D;), que
se chama o potencial associado com D;, onde D é o conjunto de todos os possiveis estados

de D. O tempo amortizado, t;, da i-ésima operacdo com respeito a funcdo ®p é igual a
A Definicao B.2.1 diz que o tempo amortizado de cada operacgao é igual ao tempo de

execucao da operacao mais a diferenga de potencial dos estados da estrutura de dados.

Usando a Eq. (B.1), pode-se concluir que a soma do tempo amortizado das m operagoes
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¢ igual a
S i =Y (ti+ ®p(Di) — ®p(Di 1))
i=1 =1
=Dty Op(D) =Y p(Din)
i=1 i=1 —1

= i ti+ @p(Dpn) — @p(Do) - (B-2)

A Eq. (B.2) mostra que se ®p(D,,) > ®p(Dy), entdo >.7 ;> S t;, ou seja, o
tempo amortizado total ¢ uma cota superior para o tempo total de execucao. Logo, o
que importa é a diferenga entre os potenciais da estrutura de dados antes e apds as m
operacoes. Infelizmente, na prética, nem sempre se sabe a quantidade, m, de operacgoes
que serao executadas. Como a condigdo ®p(D,,) > ®p(Dy) nao é suficiente para garantir

que

para todo 7 = 1,...,m — 1, se existir j tal que Zle t; < Ele t;, pode-se tomar a
subsequéncia formada pelas j operagoes da sequéncia de m operagoes e se teria uma
sequéncia de tamanho j em que o tempo amortizado total nao é uma cota superior para
o tempo total de execucao. Fazendo uso da analogia com a conta poupanca, a situacao
acima corresponde ao caso em que o dinheiro desembolsado somado ao saldo existente
na conta poupanga nao é suficiente para pagar a j-ésima divida, embora ao final dos m

pagamentos, o total pago seja maior ou igual ao total das dividas.

Uma forma de garantir que ELI t; > Ele t;, para todo j = 1,...,m—1, é definindo
dp tal que
Op(D;) > Pp(Dy),

para todoi = 1,...,m. Tomando m = j na Eq. (B.2), pode-se concluir que, apds a execu-
¢ao da j-ésima operagao, tem-se Zle t; > Zle t;. Note que esta afirmacao é verdadeira
para qualquer subsequéncia de tamanho j e para todo 5 =1,...,m — 1. Fazendo uso da
analogia com a conta poupanca, a condicao acima garante que sempre haverd dinheiro

para pagar cada divida, somando-se a quantidade desembolsada com aquela da poupanca.

Quando o método do potencial é utilizado em uma anélise amortizada, o “trabalho”
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de quem realiza a analise reside em definir uma boa fung¢ao potencial, ou seja, uma funcao
que fornega uma cota superior, > " | t;, para > ti, que seja tao proxima quanto possivel
de >, t;, pois a complexidade amortizada da sequéncia de operagoes ¢ limitada supe-
riormente por (31", ¢;)/m. Este limite superior ¢ o resultado da anélise. Logo, a analise
pelo método potencial produz um limite superior para o tempo médio de cada operacao
da sequéncia. Para garantir que o valor de ®p é sempre nao-negativo, pode-se definir
O p (Do) = 0 e exigir que ®p(D;) > Pp(Dy), para todo i =1,...,m. Em geral, a tarefa de
se determinar uma funcao potencial exige muita criatividade por parte de quem realiza

a analise, o que quase sempre torna a analise amortizada bastante ardua para quem a

utiliza.

B.3 Alguns exemplos

O primeiro exemplo de analise amortizada usando o método do potencial utiliza uma
pilha que possui uma operacao adicional de empilhamento. Mais especificamente, a pilha
possui as operagoes PUSH, POP e MULTIPOP. A operagao PUSH recebe como entrada um
item, x, e o insere no topo da pilha. A operagao POP nao recebe nenhum dado de entrada
e remove o item que se encontra no topo da pilha. Finalmente, a operacao adicional,
MULTIPOP, recebe um inteiro nao-negativo, k, como entrada e remove os k itens do topo
da pilha. Se k for maior ou igual ao ntimero de itens da pilha, todos os itens da pilha sao

removidos.

As operagoes PUSH e POP sao executadas em tempo constante. J4 uma operagao
MULTIPOP gasta O(min{k,n}) unidades de tempo, onde n ¢ o namero de elementos da
pilha, como pode ser facilmente constatado ao se examinar o pseudocodigo de MULTIPOP
no Algoritmo B.1. A fun¢do STACK-EMPTY() executa em tempo constante e devolve o
valor logico verdadeiro se a pilha esta vazia; caso contrario, a funcao devolve o valor l6gico

falso.

Algoritmo B.1 MuLTIPOP(k)

enquanto nao STACK-EMPTY() e k # 0 faga
Pop()
k+Fk—-1

fim enquanto

Considere uma sequéncia de m operacoes sobre a pilha. Cada operacao pode ser uma
das trés operagoes acima: PUSH, POP ou MULTIPOP. O tempo de pior caso de uma

operagao MULTIPOP na sequéncia é O(m), pois a pilha pode conter até m — 1 elementos
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antes de MULTIPOP ser executada. Logo, se uma analise de pior caso fosse utilizada para
determinar a complexidade (de pior caso) da sequéncia de operagoes, o tempo de pior caso
de cada operagao seria O(m) e, portanto, o tempo total de execugdo, no pior caso, seria
m X O(m) = O(m?). Embora essa analise esteja correta, a cota superior, O(m?), nao é
justa. Isto porque nao é possivel se gastar {2(m) unidades de tempo em cada operagao da

sequéncia.

Uma cota superior bem mais justa pode ser obtida através de uma anélise amortizada.
Para tal, define-se a funcao potencial, ®g, associada a pilha S de tal forma que ®g(.S;) é
igual ao niimero de elementos do estado S; de S. Antes de qualquer operagao ser realizada,
tem-se uma pilha vazia, representada pelo estado Sy. Por defini¢ao, tem-se ®5(Sy) = 0.
Como o niimero de elementos de uma pilha nao pode jamais ser negativo, tem-se ®g(.S;) >
0 = ®g(Sp), para todo ¢ = 1,2,...,m. Logo, a funcdo g estd bem definida e, pela
Eq. (B.2),

O proximo passo é usar g para calcular o tempo amortizado total das m operagoes sobre

S.

Na analise que se segue, assume-se que o tempo gasto com as operagoes PUSH, POP e
MuLTIPOP é medido em termos de insercoes e remogoes de elementos do arranjo unidimen-
sional que armazena os elementos da pilha. Neste “modelo de computacao”, o tempo gasto
com uma operac¢ao PUSH ou POP é igual a 1 e o tempo gasto com uma operagao MULTIPOP
¢ igual a min{k, n}, onde k é o pardmetro de entrada da func¢ao e n é o numero de elemen-
tos da pilha. Se a i-ésima operagao da sequéncia é um PUSH e a pilha contém exatamente
n itens antes da operagao ser realizada (isto é, S;_; representa o estado de uma pilha com
n itens), entdao a diferenga de potencial ¢ igual a ®g(S;) — Ps(S;—1) = (n+1) —n = 1.
Logo, de acordo com a Eq. (B.1), o tempo amortizado, t;, da i-ésima operacio (isto &,
PusH) é

ti=1t; + ®5(S;) — Ps(Sis1) =1+1=2.

Se a i-ésima operagao da sequéncia é MULTIPOP (k) e se a pilha possui n itens, entdo
o tempo gasto com a i-ésima operagao é igual a k£’ = min{k, n} e a diferenca de potencial
é igual a

@S(SZ) - (I)S(Sifl) - 0 - k, == —k, .

Note que houve um decréscimo de potencial. Isto significa que a operacao MULTIPOP (k)

serd paga com o auxilio de recursos da “conta poupancga’, pois o tempo amortizado, t;, de
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MULTIPOP) é
ti=1;+ ®s(S;) = Ps(S1) =K — K =0,

Observe que t; < t;, ou seja, nao se paga pela operacao sem os recursos da poupanca. Se
a i-ésima operacao da sequéncia fosse POP, ter-se-fa f; = 0 também, pois POP é o mesmo
que MuLTIPOP(1). Logo, o tempo amortizado de cada uma das m operagoes da sequéncia

¢ 0(1).

Com o exposto acima, conclui-se que o tempo amortizado total de qualquer sequéncia
de m operagdes sobre a pilha ¢ igual a > #; = m x O(1) = O(m). Esta cota superior ¢
bem mais justa do que aquela produzida pela analise de pior caso. Além disso, ela implica
que a complexidade amortizada de cada operacdo da sequéncia é igual a O(m)/m = O(1).
Em outras palavras, algumas operagoes sobre a pilha podem ser “caras”’, mas, ao longo da
sequéncia, havera operacoes “baratas’ que farao com que o tempo médio das operacoes
da sequéncia seja constante! Observe que esta afirmacao é valida para qualquer sequéncia

valida.

Considere agora a implementacao de um contador binario de k-bits. O contador é
representado por um arranjo unidimensional, A[0..k — 1], de tamanho k. Um namero, z,
¢ representado em A com o bit menos significativo em A[0] e o bit mais significativo em
A[k — 1]. Logo,

k—1
r=Y Afll-2".
=0

Inicialmente, tem-se x = 0 e, portanto, A[l] = 0, para todo [ = 0,1,...,k — 1. Para
incrementar o contador em uma unidade, utiliza-se o pseudocdédigo no Algoritmo B.2. A
Tabela B.1 mostra o que acontece com o contador quando ele é incrementado 16 vezes

seguidas.

Algoritmo B.2 INCREMENTA(A, k)

[+0

enquanto (I < k) e (A[l] = 1) faga
Alll +0
l+—1+1

fim enquanto

se | < k entao
Alll +1

fim se

No inicio de cada iteracao do laco enquanto do Algoritmo B.2, deseja-se adicionar
um 1 ao bit da posigao [ de A. Se A[l] for igual a 1, entdo a adi¢ao de 1 a A[l] muda o

valor de All] de 1 para 0 e produz um “vai-um” a ser adicionado ao bit da posi¢ao [ + 1
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de A na proxima iteragdo do lago. Mas, se A[l] for igual a 0, entdo o lago termina e, se
[ < k, onde k é o tamanho de A, o valor de A[l] (que é igual a zero) muda para 1. Para
analisar a complexidade de INCREMENTA(), assume-se que o tempo gasto por ela é igual
ao numero de posi¢oes do arranjo A que tiveram o valor modificado de 0 para 1 ou de 1
para 0. Observe que este tempo gasto é igual ao nimero de iteragdes do lago enquanto
mais 1.

Tabela B.1: Um contador de 8 bits cujo valor varia de 0 a 16 através de uma sequéncia
de 16 chamadas a INCREMENTA(). Os bits que mudam para gerar o proximo valor do

contador sao mostrados em negrito. O tempo gasto pela funcgdo INCREMENTA() para
gerar o valor do contador na coluna mais & esquerda ¢ mostrado na coluna mais a direita.

| Valor | A[7] | A[6] | A[5] | A[4] | A[3] | A[2] | A[1] | A[0] | Custo |

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1
2 0 0 0 0 0 0 1 0 2
3 0 0 0 0 0 0 1 1 1
4 0 0 0 0 0 1 0 0 3
5 0 0 0 0 0 1 0 1 1
6 0 0 0 0 0 1 1 0 2
7 0 0 0 0 0 1 1 1 1
8 0 0 0 0 1 0 0 0 4
9 0 0 0 0 1 0 0 1 1
10 0 0 0 0 1 0 1 0 2
11 0 0 0 0 1 0 1 1 1
12 0 0 0 0 1 1 0 0 3
13 0 0 0 0 1 1 0 1 1
14 0 0 0 0 1 1 1 0 2
15 0 0 0 0 1 1 1 1 1
16 0 0 0 1 0 0 0 0 3

Uma tnica execu¢do de INCREMENTA() gasta k unidades de tempo, no pior caso. Isto
ocorre quando todos os bits sao iguais a 1, exceto o mais significativo. Logo, em uma anélise
de pior caso, uma sequéncia de m chamadas a INCREMENTA() gasta ©(m - k) unidades de
tempo. Entretanto, assim como no exemplo da pilha, o uso de analise amortizada produz
uma cota superior bem mais justa para o tempo total gasto por INCREMENTA() em m

operagoes.

A observacgao chave é que nao é possivel se ter o pior caso em todas as operacoes da
sequéncia, pois nem todos os bits de A sao mudados em cada execu¢ao de INCREMENTA().
De forma geral, para [ = 0,1,...,k — 1, o valor de A[l] muda exatamente [m/2'| vezes

em uma sequéncia de m chamadas a fungdo INCREMENTA() para um contador com valor
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inicial igual a zero, pois o [-ésimo bit de A s6 pode mudar apds o valor do contador ser
somado a um miltiplo de 2! diferente de zero. Além disso, quando | > k, o bit A[l] ndo
existe e, portanto, o seu valor nao pode mudar. Os fatos acima podem ser observados na

Tabela B.1.

Seja 4 : A — R a funcao potencial que mapeia cada estado, A; € A, do contador
para um numero real, tal que ®4(A;) é igual ao nimero de bits 1 do contador representado
por A;, para todo i =0,1,...,m. Note que se A; for o estado do contador apés a i-ésima
chamada a INCREMENTA() com um contador de valor inicial igual a zero, entéo o valor
de ®4(A;) é o mesmo que o nimero de bits 1 do contador imediatamente apds a i-ésima
chamada a INCREMENTA() terminar de executar, para todo i = 1,...,m, e o valor de

®4(Ap) pode ser definido como 0. Como P 4(A;) > 0 = P4(A), a fungdo P4 estd bem

definida e . .
i=1 i=1

pela Eq. (B.2), o que permite que o método do potencial seja utilizado, com a fungao
4, na determinagao da complexidade amortizada de cada opera¢do INCREMENTA() da

sequéncia.

Suponha que a i-ésima execu¢do de INCREMENTA() mude o valor de exatamente b;
bits de 1 para 0. Entao, por definicao, o tempo, t;, de execucao da i-ésima execugao de
INCREMENTA() ¢, no maximo, igual a b;+1, pois além de mudar o valor de b; bits de 1 para
0, INCREMENTA () muda o valor de exatamente um bit 0 para 1, exceto quando o contador
ja tiver atingido o valor maximo permitido. Entao, para ¢ = 1,...,m, distingue-se dois

Cas0os:

1) ®a(A) =0e

2) @ 4(4;) > 0.

No caso 1), a i-ésima operac¢ao mudou o valor de todos os bits de A, que eram todos iguais
a 1, para 0 e, portanto, tem-se que ®(A;_1) = b; = k, onde k é o tamanho de A. No caso
2), tem-se

Dy(A) =DPa(Aiq) —bi+ 1.

O termo ®4(A;_1) — b; equivale ao nimero de bits 1 do contador representado por
A;_1 que nao nao mudam de valor apds a i-ésima operagao, ou seja, o nimero de bits 1 de
A;_1 que permanecem com o mesmo valor 1 em A; apds a i-ésima operacao ser executada.

O valor ®4(A;_1) — b; é adicionado a 1 para se levar em conta o bit 0 que muda para
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1 durante a i-ésima execugao de INCREMENTA(). Nos dois casos acima, pode-se concluir

que

Pa(Ai) < Pa(Air) — b+ 1.
Logo,

Pa(A) —Pa(Aig) <1 -0
e

fy=ti - Da(A) — Pa(Ai) < (bi+1)+(1—b)=2.

Dai, tem-se que o tempo amortizado total das m chamadas a INCREMENTA() é dado por

ifi:iQZQ-m,
1=1 i=1

o que implica que a complexidade amortizada de uma chamada a INCREMENTA() é cons-

tante.

Finalmente, suponha que o contandor binario seja modificado para incluir uma ope-
racao que decrementa o valor do contador. A implementacao mais 6bvia do contador mo-
dificado pode ser pouco eficiente, mesmo do ponto de vista de complexidade amortizada.
Isto porque se, em uma sequéncia de m operagoes, as n primeiras apenas incrementarem o
contador e as m — n ultimas alternarem as operagoes de decremento e incremento, com n
igual a maior poténcia de 2 menor ou igual a m /2, o valor do contador variara entre 2" —1
e 2" nas m — k ultimas operacdes, onde h = lgn. Quando m é uma poténcia de 2, tem-
se que o tempo gasto com cada uma das m/2 ultimas operagoes ¢ m/2. Logo, o tempo

amortizado total ¢ ©(m?) e, portanto, a complexidade amortizada de cada operacgao ¢

O(m).

Uma alternativa eficiente consiste em representar o valor do contador por dois ar-
ranjos unidimensionais, F' e G, de k bits cada tais que para qualquer posi¢ao [, com
[=0,1,...,k—1, no maximo um dos bits, F'[[] ou G[l], é igual a 1. O valor do contador é
igual a F' — G. Os pseudocodigos das operagdes INCREMENTA() e DECREMENTA() estao
nos Algoritmos B.3 e B.4. A fun¢do INCREMENTA() se vale do fato que (FF — G) + 1 ¢
igual a

(F=(h=1))=(G=h),

onde h < G. Por sua vez, a fungdo DECREMENTA() se vale do fato que (FF — G) — 1 ¢
igual a

(F=h)—(G—=(h=1)),
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onde h < G.

Algoritmo B.3 INCREMENTA(F, G, k)

[+0
enquanto (I < k) e (F[l] =1) faga
Fll] <0
[+—1+1
fim enquanto
se | < k entao
se G[l] =1 entao
G[l] + 0
senao
Fll] +1
fim se
fim se

Algoritmo B.4 DECREMENTA(F, G, k)

[+0
enquanto (I < k) e (G[l] = 1) faca
G[l] <0
l+—1+1
fim enquanto
se [ < k entao
se F[l] =1 entao
Fll]«<0
senao
Gll] + 1
fim se
fim se

Por exemplo, considere uma sequéncia de 6 operagoes sobre o contador binario du-
plo: INCREMENTA(), INCREMENTA(), INCREMENTA (), DECREMENTA(), DECREMENTA()
e INCREMENTA() a partir dos valores iniciais /' = 10001 e G = 01100. Apos a pri-
meira operacao, obtém-se F' = 10010 e G = 01100. Apos a segunda operagao, obtém-se
F = 10011 e G = 01100. Apos a terceira operagao, obtém-se F' = 10000 e G' = 01000.
Apobs a quarta operacao, obtém-se F' = 10000 e G = 01001. Apbs a quinta operagao,
obtém-se F' = 10000 e G = 01010. Apo6s a sexta operacao, obtém-se F' = 10001 e
G = 01010. Logo, o valor de F' foi incrementado em uma unidade na primeira, segunda
e sexta operagoes. Na terceira operagao, os valores de F' e G foram decrementados em 3
e 4 unidades, respectivamente. Na quarta e na quinta operacoes, o valor de G foi incre-
mentado em uma unidade. Os bits de F' e G modificados pela i-ésima operagao foram

mostrados acima em destaque (com negrito).
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Seja &4 : A — R a fungao potencial que mapeia cada estado, (F},G;) € A, do
contador duplo para o nimero de bits 1 dos estados F; e G; dos dois arranjos, F' e G,
respectivamente, para todo i = 0,1, ..., m. Note que se (F}, G;) for o estado do contador
duplo ap6s a i-ésima operacao sobre o contador duplo, em uma sequéncia de m operagoes
de incremento e decremento com valor inicial igual a (0,0), entdo o valor de ®4(F;, G;)
é¢ o mesmo que o numero de bits 1 em F' e G imediatamente apds a i-ésima operacao
ser executada, para todo i = 1,...,m. Como ®4(F;,G;) > 0, para todo i = 1,...,m,
definindo-se @ 4(Fp, Gp) = 0, tem-se que a funcdo P4 estd bem definida e, portanto, pela
Eq. (B.2),

m m
UEDIE
i=1 i=1
o que permite que o método do potencial seja utilizado, com a funcao ®4 e de forma

semelhante & anterior, na determinacao da complexidade amortizada de cada operacao da

sequéncia.

Por defini¢ao, o tempo, t;, gasto na i-ésima operacao é igual ao nimero de bits cujo
valor mudou (seja de 1 para 0 ou de 0 para 1) em ambos F' e G. Para todoi=1,...,m,
denote por p; e n; o namero de bits em F' e G combinados que teve o valor mudado
de 0 para 1 e de 1 para 0, respectivamente, na ¢-ésima operacao da sequéncia. Entao,
t; = p; + n;. Além disso, tem-se que 1) ®4(F;, G;) = 0 ou 2) P4(F;,G;) > 0. Se o caso 1
ocorrer, entao a ¢-ésima operagao mudou o valor de todos os bits 1 de F' e G combinados
para 0 e, portanto, tem-se que ®(F;_1,G;_1) = p; + n; = t;. Se 0 caso 2 ocorrer, tem-se
que

QA(F;, Gy) = Pa(Fim1,Gicr) +pi — 5.

Logo,
t=t; + QA(F;, G;) — Pa(Fio1,Gicy) =pi+ 1 +pi —ny =2 py

ou seja, o tempo amortizado da i-ésima operacao ¢ igual ao niimero de bits cujo valor
foi mudado de 0 para 1 na ¢-ésima operacao. Mas, ao se examinar os pseudocodigos dos
Algoritmos B.3 e B.4, conclui-se que hé, no méaximo, uma mudanga de bit 0 para 1. Isto

¢, p; < 1. Isto implica que t; < 2. Logo, a complexidade amortizada de cada operacao é

o(1).

Este tltimo exemplo ilustra uma faceta importante da analise amortizada. Ao se
tentar analisar a complexidade amortizada das operacoes de uma certa estrutura de da-
dos, obtém-se um conhecimento sobre a estrutura e suas operacoes que, em geral, leva

a otimizagoes da estrutura ou do codigo de suas operagoes. Nesta monografia, a analise
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amortizada foi utilizada na determinagao da complexidade (amortizada) das operagoes
de manutencao de arvores splay, arvores ST e de uma estrutura de dados que suporta
consultas sobre a conectividade de vértices de uma floresta de arvores geradoras, na qual
arestas estao sendo inseridas e removidas entre consultas (o problema da conectividade

dindmica).



