Introducao

e Calcule v/10 usando o método babilonico.

Aqui na resposta irei generalizar para /v = Z. Para tanto, ndés teremos, pelo método babilonico, que
(x +e)? = v, onde = + e = Z. Desenvolvendo, temos:

22 + 2zt e =v

2

e(2e, +e)=v— a2

2
v—x, v z0
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O seguinte cédigo em Python itera 10 vezes, escrevendo as sucessivas aproximagoes e seus respectivos erros.
import math

v = 10
res = math.sqrt(v)

for i in range(10):
x = x + v/(2%x) - x/2
print (f'{x}")
print (f'\tErro absoluto: {abs(res - x)}')
print (f'\tErro relativo: {abs(res - x)/res}')

Representacao Numérica

o Um sistema numérico é constituido desses 4 algarismos: 0, A (equivalente a 1), x (equivalente a 2) e O
(equivalente a 3).

Sistema  Decimal Hexa

0 0 0
A 1 1
X 2 2
O 3 3
A0 4 4
JANWAN 5 5
A x 6 6
A O 7 7
x 0 8 8
x A 9 9
X X 10 A
x O 11 B
o 12 C
VAN 13 D
0 x 14 E
od 15 F
AO0O 16 10
AO0A 17 11
A0 x 18 12
A 00O 19 13
ANO 20 14



Sistema  Decimal Hexa

AANNAN 21 15
NN x 22 16
AADO 23 17
A x0 24 18
A x AN 25 19
A x x 26 1A
A x O 27 1B
AOO0 28 1C
AOA 29 1D
AOx 30 1E

a. Conforme tabela acima

b. x, 11, B

c. OO, 15, F

d. AL 7,7

o Realize as seguintes conversoes de base:

1. Casos de uma base maior para uma base menor:
4235 — x3 R: 11012
521 — x2 R: 11000001
89319 — xo R: 1101111101
752545 — x5 R: 111101010101100
FFAACC16 — x2 R: 111111111010101011001100
EA3BA1s — x4 R: 3222032322
g. FA3316 — x19 R: 1244
2. Casos de uma base menor para uma base maior:
a. 211013 — x5 R: 1244
11013 — a7 R: 16
1101115 — z19 R: 55
1010111015 — xg R: 535
3110324 — =16 R: D4E
839119 — 16 R: 2007
g. 110011111001100015 — x16 R: 19F31
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o Represente os seguintes nimeros em inteiros de 8 bits utilizando (1) sinal-magnitude, (2) complemento
de 1 e (3) complemento de 2.

a. 74
1. Sinal-magnitude: R: 01001010
2. Complemento de 1: R: 01001010
3. Complemento de 2: R: 01001010
b. 119
1. Sinal-magnitude: R: 01110111
2. Complemento de 1: R: 01110111
3. Complemento de 2: R: 01110111
c. -15
1. Sinal-magnitude: R: 10001111
2. Complemento de 1: R: 11110000
3. Complemento de 2: R: 11110001
d. -119
1. Sinal-magnitude: R: 11110111
2. Complemento de 1: R: 10001000
3. Complemento de 2: R: 10001001



o Represente os seguintes nimeros de acordo com o padrdo IEEE 754 (precisao simples).

a.
b.

32.625: R: 0 10000100 00000101000000000000000
-182.55: R: 1 10000110 0110110100011001100110(0[1)

Zeros de funcgoes

e Marque V para verdadeiro, F para falso

a.

b.

g.
h.

V Uma desvantagem de usar |f(x)| < € como critério de parada é que a funcio pode apenas
chegar préximo de 0, mas ndo cruzar o eixo x.

F Dado um intervalo [a, b], se f é continua, f(a) > 0 e f(b) > 0, entdo néo hd raiz real no intervalo
[a, b].

F Dado um intervalo [a, b], se f é continua, f(a) > 0 e f(b) < 0, entdo hé exatamente uma tnica
raiz real no intervalo [a, b].

V O método de Newton terd uma melhor convergéncia se ja estiver préximo da raiz.

F Uma desvantagem do método da secante é ter que calcular analiticamente a derivada da fungao.
V O método Regula Falsi (falsa posigdo) sempre mantém um intervalo cujos extremos possuem
sinais opostos na fungao.

F Um ponto fixo p em uma fun¢ao g(x) é tal que g(p) = 0.

V Se f(x) = x - g(x), entéo os pontos fixos de g(x) sdo raizes de f(x)

 Encontre as 3 raizes reais de f(z) = 23 + 0.8222 — 12.4577x + 4.21686
As raizes sao: 0.35, 2.935 e -4.105

A seguir as iteracoes de cada um dos métodos.

a.

Método da bissecao:

1. Primeira iteracao:

a. Intervalo: [a,b] = [—4.3,—4.0]
b. A média das abscissas é m = —4.15

c. Como |f(m)| > 0.01, vamos continuar.
d. Analisando os sinais temos: f(a) ~ —6.56 (negativo), f(m) ~ —1.43 (negativo) e f(b) =
3.17 (positivo)
e. O novo intervalo [a,b] serd o que mantém os sinais da fungdo opostos: [m, 0]
2. Segunda iteragio:
a. Intervalo: [a,b] = [—4.15, —4.0]
b. A média das abscissas ¢ m = —4.075
c. Como |f(m)| > 0.01, vamos continuar.
d. Analisando os sinais temos: f(a) &~ —1.43 (negativo), f(m) = 0.93 (positivo) e f(b) ~ 3.17
(positivo)
e. O novo intervalo [a, b] serd o que mantém os sinais da funcao opostos: [a, m]
3. Terceira iteracao:
Intervalo: [a,b] = [—4.15, —4.075]
A média das abscissas é m = —4.1125
Como |f(m)| > 0.01, vamos continuar.
Analisando os sinais temos: f(a) &~ —1.43 (negativo), f(m) =~ —0.23 (negativo) e f(b) ~
0.93 (positivo)
e. O novo intervalo [a, b] serd o que mantém os sinais da fungao opostos: [m, D]
4. Quarta iteragao:
Intervalo: [a,b] = [-4.1125, —4.075]
A média das abscissas é m = —4.09375
Como |f(m)| > 0.01, vamos continuar.
Analisando os sinais temos: f(a) =~ —0.23 (negativo), f(m) ~ 0.35 (positivo) e f(b) ~ 0.93
(positivo)
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e. O novo intervalo [a, b] serd o que mantém os sinais da fungdo opostos: [a, m]
5. Quinta iteracao:

a.
b.
c.

d.

€.

Intervalo: [a,b] = [-4.1125, —4.09375]

A média das abscissas é m = —4.103125

Como |f(m)| > 0.01, vamos continuar.

Analisando os sinais temos: f(a) ~ —0.23 (negativo), f(m) ~ 0.05 (positivo) e f(b) ~ 0.35
(positivo)

O novo intervalo [a, b] serd o que mantém os sinais da fungdo opostos: [a,m]

6. Sexta iteracao:

o op

e.

Intervalo: [a,b] = [-4.1125, —4.103125]

A média das abscissas é m = —4.1078125

Como |f(m)| > 0.01, vamos continuar.

Analisando os sinais temos: f(a) &~ —0.23 (negativo), f(m) ~ —0.08 (negativo) e f(b) ~
0.05 (positivo)

O novo intervalo [a, b] serd o que mantém os sinais da func¢ao opostos: [m, b]

7. Sétima iteragao:

o oe

€.

Intervalo: [a,b] = [-4.1078125, —4.103125]

A média das abscissas é m = —4.10546875

Como |f(m)]| > 0.01, vamos continuar.

Analisando os sinais temos: f(a) ~ —0.08 (negativo), f(m) ~ —0.01 (negativo) e f(b) ~
0.05 (positivo)

O novo intervalo [a,b] serd o que mantém os sinais da fungéo opostos: [m, b]

8. Oitava iteragao:

a.
b.
c.

d.

e.

Intervalo: [a,b] = [—4.10546875, —4.103125]

A média das abscissas é m = —4.104296875

Como |f(m)| > 0.01, vamos continuar.

Analisando os sinais temos: f(a) ~ —0.01 (negativo), f(m) ~ 0.02 (positivo) e f(b) ~ 0.05
(positivo)

O novo intervalo [a, b] serd o que mantém os sinais da fungdo opostos: [a, m]

9. Nona iteragao:

a.
b.

C.

Intervalo: [a,b] = [-4.10546875, —4.104296875]
A média das abscissas é m = —4.1048828125
Como |f(m)] < 0.01, vamos parar o algoritmo e considerar m = —4.1048828125 como raiz.

b. Método de Newton

1. Tteracao 1:

a.
b.

C.

xo =12, f(xo) = —7.82 ¢ f'(x0) = —6.17
Como |f(x0)| > 0.01, vamos continuar.
21 = 20 — f(z0)/f (x0) = -0.06806489780702463

2. Iteragao 2:

a.
b.

C.

x1 = —0.06806489780702463, f(x1) ~ 5.07 ¢ f/(x1) =~ —12.56
Como |f(z1)| > 0.01, vamos continuar.
2o = 21 — f(a1)/f (1) = 0.33560717842769233

3. ITteracao 3:

a.

b.

x9 = 0.33560717842769233, f(x2) ~ 0.17 e f'(x2) = —11.57
Como |f(x2)| > 0.01, vamos continuar.

c. 3 =x9 — f(x2)/f (x2) = 0.34996616822018756
4. Tteracao 4:

a.

b.

xs = 0.34996616822018756 ¢ f(z) ~ 0.0004
Como |f(x3)| < 0.01, vamos parar o algoritmo e considerar 23 = 0.35 como raiz.

c. Método da Secante

1. Iteragao 1:
a. g = 2.8 e f(zg) ~ —2.2839
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21 =34 ¢ f(z1) ~ 10.64388

Ty =1 — f(xl)(wl — .’L‘o)/(f(l‘l) — f(xo)) ~ 2.906
F(z2) = —0.51976

Como |f(z2)| > 0.01, vamos continuar.

2. Iteragao 2:

a.
b.
c.
d.

€.

x1 =34 e f(x1) =~ 10.64388

x9 = 2.9059996379888893 e f(z2) ~ —0.51976

x5 = z2 — f(z2)(w2 — 21)/(f(22) — f(21)) = 2.929
F(z3) = —0.10893

Como |f(x3)| > 0.01, vamos continuar.

3. Iteracao 3:

o0 T

d. Regula

x9 = 2.9059996379888893 e f(x2) ~ —0.51976

x3 = 2.9289996046398064 e f(x3) ~ —0.10893

xy = x3 — f(x3)(23 — 22)/(f(23) — f(22)) ~ 2.9351

f(zyq) =0.0017

Como |f(x4)| < 0.01, vamos parar o algoritmo e considerar x4 = 2.935 como raiz.

Falsi

Qo

1. Iteragao 1:

P o TP

f

x1=1e f(x1) = —6.42084

22 = 21— f(21)(@1 — 20)/(f(1) — £(z0)) ~ 0.39641

f(z2) = —0.53032

Como |f(x2)| > 0.01, vamos continuar.

Escolhemos z( e xo para a préxima iteragao, pois f(zo)f(z2) <0

2. Iteragao 2:

o0 TR

f

xog=0ce f(zg) ~ 4.21686

x9 = 0.39640711808003604 e f(x2) ~ —0.53032

x3 = o — f(x2)(x2 — ) /(f(22) — f(20)) = 0.35212

f(z3) = —0.02446

Como |f(x3)| > 0.01, vamos continuar.

Escolhemos z( e x3 para a préxima iteragao, pois f(zo)f(z3) <0

3. Iteracao 3:

oo T

xo=0e f(xg) ~ 4.21686

zg = 0.35212369738020044 ¢ f(x3) ~ —0.02446

Ty = T3 — f(.ng)(Ig — l‘o)/(f(xg) — f(xo)) ~ 0.35009

f(zq) = —0.00108

Como |f(x4)| < 0.01, vamos parar o algoritmo e considerar x4 = 0.35 como raiz.

e. Regula Falsi (exemplo adicional, com zy = 2.5 e x; = 3.3):

1. Iteragao 1:

o0 T

f.
2. Iter

-0 0 T

x0=25¢e f(xg) =~ —6.17739

x1 =33e f(x1) = 7.97325

xo = a1 — f(x1) (21 — o)/ (f(21) — f(20)) = 2.84924

f(2) = —1.49068

Como |f(x2)| > 0.01, vamos continuar.

Escolhemos z5 e z1 para a préxima iteracgao, pois f(xs)f(z1) <0
acao 2:

xo = 2.84923593561846 e f(x2) ~ —1.49068

x1 =33e f(x1) = 7.97325

r3 =T — f(xl)(xl — xg)/(f(xl) — f(.rg)) ~ 2.92024

f(x3) = —0.26665

Como |f(x3)| > 0.01, vamos continuar.

Escolhemos x5 e x1 para a préxima iteragao, pois f(z3)f(z1) <0



3. Iter

R

f.
4. Tter

P o TP

acao 3:

x3 = 2.9202363881341733 ¢ f(x3) ~ —0.26665
x1=33e f(x1)~ 797325

f(zq) = —0.04504

Como |f(xz4)| > 0.01, vamos continuar.

Escolhemos x4 e 21 para a préxima iteracao, pois f(x4)f(z1) <0
acao 4:

x4 = 2.9325260178918064 e f(x4) ~ —0.04504

x1 =33 e f(x1) =~ 7.97325

x5 =x1 — f(z1)(x1 —2a)/(f(21) — f(24)) = 2.93459
f(z5) = —0.00753

Como |f(x5)| < 0.01, vamos parar o algoritmo e considerar x5 = 2.9346 como raiz.

Sistemas Lineares

e Marque V para verdadeiro, F para falso

o0 T

.V Um sistema linear com 2 equagoes e 3 variaveis é subdeterminado

. F Um sistema linear com 3 equacdes e 3 variaveis sempre tem uma Unica solugao

. F Um sistema linear com 10 equacdes e 2 varidveis é sempre impossivel

.V Dado um sistema linear N x N, o i-ésimo passo da eliminacao de Gauss consiste em zerar todos
os elementos abaixo do pivo da i-ésima coluna

. F No método de Gauss-Jordan, o i-ésimo passo compreende zerar completamente a i-ésima coluna
(observacao: todos, exceto o elemento da diagonal)

. F A troca de duas linhas em A|b pode alterar a solugdo do sistema linear

. F' A decomposic¢iao LU consiste em decompor uma matriz quadrada A em L, matriz diagonal e
uma matriz U, triangular superior, tal que A = LU

.V As estratégias de pivotamento diminuem o erro da solugao do sistema linear ao escolher como
pivd elementos com maior valor em moédulo

. 'V Dado o vetor residuo r = b — AZ o refinamento consiste em obter um vetor de correcdo y
resolvendo-se Ay = r o qual deve ser somado em &

o Expresse o seguinte sistema linear na forma de matriz aumentada:

3rg+2x1 +425 =9
—2x9 4+ 3x1 — 229 = —1
4$0 - 31’1 + 2:132 =3

e Resolva o seguinte sistema linear por retrossubstitui¢ao:

-2 2 1 5
0 3 1 9
0 0 2 6

T 21,£IJ2:27.7)3:3

o Resolva o seguinte sistema linear por:



a. Eliminacao de Gauss
b. Gauss-Jordan

]

T = 3.,(E2 = —1,1‘3 =2
o Dada a matriz A: [...] Responda: quais sdo os multiplicadores do 1° e do 2° passo da eliminacdo de
Gauss?
— No primeiro passo:
* Mg = —1,mg =2
— No segundo passo:
* mg = —2
e Calcule a matriz inversa de:
3 3 2
A=12 1 1
1 4 2
2 =2 -1
At=13 -4 -1
-7 9 3

e Nessa questao vocé devera aplicar uma iteracao do refinamento para ter uma melhor aproximacao da
soluc@o do seguinte sistema linear: |...]

Observacao: a resposta final depende da regra de arredondamento utilizada. Segue uma solucao possivel.
20 4.0 3.0 5.0

1.0 40 —-1.0 3.0
-20 3.0 1.0 20

mo = ().5,m3 =-1.0

20 40 3.0 5.0
0.0 20 =25 0.5
0.0 70 4.0 7.0

my = 2.0, ms3 = 3.5

20 0.0 8.0 4.0
0.0 20 -25 0.5
0.0 0.0 128 5.2

m1 = 0.6, me = —0.2

20 00 03 09
0.0 20 0.1 1.5
0.0 0.0 12.8 5.2



Observe que a matriz dos coeficientes nao estd diagonal. Isso ocorreu por conta da precisao numérica
limitada. Mas assim como iriamos considerar como diagonal utilizando IEEE754, aqui também
consideraremos.

z=1[0.5,0.8,0.4]"
O vetor residuo fica:

r=[-0.4,-0.3,0.2]"

|r| = 0.5

Agora aplicando a primeira itera¢ao do refinamento, teremos:

20 40 30 -04
1.0 40 -1.0 -0.3
—-2.0 3.0 1.0 0.2

mo = 0.5,m3 =-1.0
20 40 30 -04

0.0 20 -25 -0.1
0.0 7.0 4.0 -0.2

m1 = 2.0,m3 =3.5

20 00 80 —0.2
0.0 20 =25 -0.1
0.0 0.0 128 0.2

my = O.6,m2 =-0.2

20 00 03 -0.3
0.0 20 0.1 -0.1
0.0 0.0 128 0.2

y =[-0.2,-0.1,0.0]
Agora somando y a T, obtemos:
Z+y=103,0704"
O novo vetor residuo fica:

r=[-0.4,-0.3,0.2]"

|r| = 0.5



Interpolacao

e Marque V para verdadeiro, F para falso

a.

b.

C.

d.

e.
f.

V Se f(x) interpola os pontos $(x_1i, y_1i) entdo f(z;) = y;

F Dado que (z;,y;) sdo amostras da funcao f(x), se g(x) for uma funcdo interpoladora desses
pontos, entdo f(x) = g(x)

V Se f(x) interpola linearmente os pontos (zo,yo) e (z1,y1), entdo f(Zefrr) = Lotun

F Por conta da natureza recursiva das diferencas divididas, a interpolacao por Newton exige que o
numero de pontos seja necessariamente poténcia de 2

V O caso base da diferenca dividida é definida como f[z;] = f(z;)

F Cada permutacao do conjunto de pontos gera um polindémio interpolador diferente

o Para cada conjunto de pontos da tabela a seguir: [...]

- {(1,4), (3,2)} R: Py(z) = —x+5
— {(-1, 15), (0, 8)} R: Py(z) = —Tx +8

{(13 3)a (27 ‘1), (3, 4)} R:

{(13 S)a (2, '1)7 (37 4)3 (4’ 2)} R:

83 4122 281x
P;;(LL‘):—7+ 5 — 61+32

+ E possivel interpolar (3,5) e (3,7)? Justifique.

Como uma fungao y = f(x) ndo, uma vez que ha pelo menos dois pontos com a mesma abscissa.

o Um designer precisa obter vdrios tons de cinza em um programa de computador. |...]

Fk) = 255k

o O grau Fahrenheit (°F) é uma escala de temperatura tal [...]

5f — 160

() =

o Um bidlogo precisa realizar vdrios experimentos em uma cobaia, calculando sua resposta |[. .. ]

f(z) = —22% + 8z — 3, f(3.5) = 0.5

o Em uma animacao dois quadrados possuem mesmo centro, o segundo quadrado [...]

R: k=~ 0.32

o Deseja-se obter o efeito da segunda imagem na Figura [...]

R:

4da(L — z)

m(x) = I



Curvas de Bézier

1. Marque V para verdadeiro, F para falso

a

V As curvas de Bézier sdo mais indicadas para o design de curvas que as curvas obtidas por
interpolacdo polinomial.

b. F' As curvas de Bézier sdo 6timas para o design de curvas, mas sdo variantes a transformacoes
geométricas. Sao invariantes

c. V A curva de Bézier com 2 pontos de controle corresponde a um segmento de reta.

d. F A curva de Bézier com 3 pontos de controle sempre resulta em uma fungio linear. Somente se
os 3 pontos forem colineares

e. F H4 dois resultados possiveis e distintos pelo algoritmo de De Casteljau: um que é obtido pela
abordagem top-down e outro obtido pela abordagem bottom-up. Os resultados nao sao distintos

f. V Na abordagem bottom-up do algoritmo de De Casteljau, comeca-se pelos casos base, que sdo os
pontos de controle.

g. V A curva de Bézier calculada pelos polindbmios de Bernstein envolve o calculo do binémio de
Newton.

h. V A curva de Bézier é calculada em fungdo de um parametro t, tal que, quando t = 0, o ponto
resultante é o primeiro ponto de controle e, quanto t = 1, o ponto resultante é o tltimo ponto de
controle.

i. F A curva de Bézier é calculada em fungdo de um pardmetro t, tal que, quando t = 0.5, o ponto
resultante é geometricamente o ponto médio entre o primeiro e o tltimo ponto. Pode acontecer,
como no caso de apenas dois pontos de controle ou em alguma disposicao especifica dos pontos,
mas essa nao € a regra.

2. Dado um conjunto de pontos de controle (Py, Py,..., P,), é possivel obter uma curva paramétrica

(z(t),y(t)) calculando para cada componente uma interpolagdo polinomial. Uma outra possibilidade
para obter uma curva paramétrica é a curva de Bézier dada por:

onde b; ,, € um Polinémio de Bernstein dado por:

bin = (?) #i(1 - t)n

Responda:

a.

Qual a vantagem de utilizar a curva de Bézier em relagao a curva obtida por interpolagao polinomial?
R: na curva de Bézier temos mais controle sobre o design da curva e algumas garantias, como a de
que a curva estara contida no fecho convexo dos pontos de controle. A curva a ser obtida ja é
esperada por quem esta desenhando a curva. J4 nas curvas obtidas por interpolagdo polinomial,
uma vez que a funcao deva passar necessariamente pelos pontos de controle, nao ha nenhuma
expectativa quanto a localizagao dos pontos intermedidrios.

b. Qual o intervalo do pardmetro ¢ para o desenho apropriado da curva? [0, 1]

A curva ((t) passa necessariamente por dois pontos de controle. Quais e para, respectivamente,
qual valor de t? No primeiro ponto para ¢t = 0 e no ultimo ponto para ¢t = 1.

3. Na Figura [...], dados os pontos de controle Py, P, Py e Ps, qual [...]

R: ponto ¢
4. Counsidere os pontos de controle (1,4), (1,1), (3,1) e (3,4).

a.

Calcule a curva de Bézier para ¢ € 0,0.25,0.5,0.75, 1 usando:
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a. Algoritmo de De Casteljau

Nos célculos a seguir foram utilizadas duas casas decimais.

Para t = 0.00:

Para t = 0.25:

P{” = [1.00 4.00]

P = [1.00 1.00]

P{% = [3.00 1.00]

P = [3.00 4.00]
P = (1 = 0.00)[1.00 4.00] + (0.00)[1.00 1.00] = [1.00 4.00]
P = (1= 0.00)[1.00 1.00] + (0.00)[3.00 1.00] = [1.00 1.00]
P = (1= 0.00)[3.00 1.00] + (0.00)[3.00 4.00] = [3.00 1.00]
P{? = (1= 0.00)[1.00 4.00] + (0.00)[1.00 1.00] = [1.00 4.00]
P® = (1-0.00)[1.00 1.00] + (0.00)[3.00 1.00] = [1.00 1.00]
P = (1= 0.00)[1.00 4.00] + (0.00)[1.00 1.00] = [1.00 4.00]

3(0.00) = P{* = [1.00 4.00]

P{” = [1.00 4.00]

P9 = [1.00 1.00]

P{” = [3.00 1.00]

P = [3.00 4.00]
P = (1= 0.25)[1.00 4.00] + (0.25)[1.00 1.00] = [1.00 3.25]
P = (1-0.25)[1.00 1.00] + (0.25)[3.00 1.00] = [1.50 1.00]
P = (1-0.25)[3.00 1.00] + (0.25)[3.00 4.00] = [3.00 1.75]
P = (1-0.25)[1.00 3.25] + (0.25)[1.50 1.00] = [1.12 2.69]

P = (1-0.25)[1.50 1.00] + (0.25)[3.00 1.75] = [1.88 1.19]
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PP = (1-0.25)[1.12 2.69] + (0.25)[1.88 1.19] = [1.31 2.31]

B(0.25) = P{¥ = [1.31 2.31]

Para ¢t = 0.50:
P{” = [1.00 4.00]
P9 = [1.00 1.00]
P{% = [3.00 1.00]
P = [3.00 4.00]
P = (1 = 0.50)[1.00 4.00] + (0.50)[1.00 1.00] = [1.00 2.50]
PY = (1-0.50)[1.00 1.00] + (0.50)[3.00 1.00] = [2.00 1.00]
P = (1—0.50)[3.00 1.00] + (0.50)[3.00 4.00] = [3.00 2.50]
P = (1= 0.50)[1.00 2.50] + (0.50)[2.00 1.00] = [1.50 1.75]
P = (1-0.50)[2.00 1.00] + (0.50)[3.00 2.50] = [2.50 1.75]
P = (1= 0.50)[1.50 1.75] + (0.50)[2.50 1.75] = [2.00 1.75]
3(0.50) = P{¥ = [2.00 1.75)
Para ¢t = 0.75:

P” = [1.00 4.00]

P = [1.00 1.00]

P{” = [3.00 1.00]

P = [3.00 4.00]
P = (1= 0.75)[1.00 4.00] + (0.75)[1.00 1.00] = [1.00 1.75]
PY = (1-0.75)[1.00 1.00] + (0.75)[3.00 1.00] = [2.50 1.00]
P = (1-0.75)[3.00 1.00] + (0.75)[3.00 4.00] = [3.00 3.25]
P = (1-0.75)[1.00 1.75] + (0.75)[2.50 1.00] = [2.12 1.19]
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P = (1-0.75)[2.50 1.00] + (0.75)[3.00 3.25] = [2.88 2.69)]
P = (1-0.75)[2.12 1.19] + (0.75)[2.88 2.69] = [2.69 2.31]

B(0.75) = P{¥ = [2.69 2.31]

Para t = 1.00:
P{” = [1.00 4.00]

P = [1.00 1.00]

P{” = [3.00 1.00]

P = [3.00 4.00]
P = (1= 1.00)[1.00 4.00] + (1.00)[1.00 1.00] = [1.00 1.00]
P = (1= 1.00)[1.00 1.00] + (1.00)[3.00 1.00] = [3.00 1.00]
P = (1-1.00)[3.00 1.00] + (1.00)[3.00 4.00] = [3.00 4.00]
P = (1= 1.00)[1.00 1.00] + (1.00)[3.00 1.00] = [3.00 1.00]
P® = (1-1.00)[3.00 1.00] + (1.00)[3.00 4.00] = [3.00 4.00]
P = (1= 1.00)[3.00 1.00] + (1.00)[3.00 4.00] = [3.00 4.00]

B(1.00) = P{¥ = [3.00 4.00]

b. Polinémios de Bernstein

Por polinémios de Bernstein em 4 pontos teremos:

s =3 (§)ra-o-r
Ou seja:

B(t) = <g) (1 —t)3Py + (i’) tH(1—t)?P + (3) (1 —t)'Py + (2) 31 —-1)°P

B(t) = (1 —t)*Py + 3t(1 — t)> P, + 3t*(1 —t) P, + t*P3
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Agora substituindo os valores de t, teremos:

B(0) = Py = [1.00 4.00]
B(0.25) = 0.75° Py + 3 x 0.25 x 0.75%P; + 3 x 0.25% x 0.75P, + 0.25° P; = [1.31 2.31]
B(0.5) = 0.5°Py 4+ 3 x 0.5 x 0.5 P; + 3 x 0.5? x 0.5P, 4+ 0.5°P3 = [2.00 1.75]
B(0.75) = 0.25° Py + 3 x 0.75 x 0.25%P; 4 3 x 0.75% x 0.25P, + 0.75° Py = [2.69 2.31]

B(1) = P3 = [3.00 4.00]

b. Apresente um plot ou rascunho com a curva.

5 T T T T T T T
Pontos da curva —e—
Pontos de controle
4 - ll n —
'\. !
Y .."'
|\. .||'
Y ..'"
\ /
3t \ / -
\ /
\ /
\ /
.- A
2 Iy - T
—
1k _
0 | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

Figure 1: Esboco da curva com os 5 pontos

Integracao
1. Marque V para verdadeiro, F para falso

a. V A diferenga entre o resultado da regra do trapézio e a integral definida para um mesmo intervalo
em uma fungao linear é zero.

b. F A regra 3/8 de Simpson calcula a integral indefinida de fungoes polinomiais.

c. V Seja uma fungdo continua f(x). A regra 1/3 de Simpson aproxima o resultado da integral definida
de f(x) de a até b através da integral definida de a até b do polinémio interpolador (a, f(a)), (m,
f(m)) e (b, f(b)), onde m = (a+b)/2.

d. V A regra 1/3 de Simpson calcula de forma exata o resultado da integral definida de uma pardbola.

e. V Dadas as abscissas g, x1, 2 utilizadas na regra 1/3 de Simpson, pode-se afirmar que x1 — zg =
To — 1 = h.
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f. F Deseja-se calcular a integral definida de f(x) no intervalo [2, 10] utilizando a regra 1/3 de Simpson
composta em 2 subintervalos. Para tal, h = 4.

3
/ 22dx
0

Calcule-a (a) de forma analitica, (b) usando a regra do trapézio (c) usando a regra do trapézio composta
em 3 subintervalos. Compare e discorra sobre os resultados.

2. Seja a integral definida

a.
3 27
% dela3 = 5 =9

b. Pela regra do trapézio temos os pontos:

(z0,90) = (0,0)

(-7:172/1) = (07 9)

O h é calculado como a diferenga entre zg e z1:
h = Tr1 — Ty = 3
Agora basta aplicar a regra do trapézio:

3
/ i hyo+y1) _300+9) 135
0

~ “
~

2 2

c. Para aregra composta em 3 subintervalos, verifiquemos primeiro os subintervalos. Cada subintervalo

terd tamanho b*ﬁ = g =1 A regra composta neste caso serd dada por:

3
h 2 2
/:ﬁdmv (yo + y12+ Y2 + y3)
0

Como estamos usando a regra do trapézio, o h é simplesmente o tamanho do subintervalo, ou
seja, h = 1 Agora precisamos calcular as ordenadas dos pontos que compoem a regra composta
através da obtencao das abscissas. Comecamos por a e seguimos somando h até chegar em b:

r9g =029 =1,200 =2,23 =3
Logo, substituindo tais abscissas na funcao, obtemos:

Yo=011=1y2=4y3 =9
Aplicando tais valores na regra composta, obtemos:

3
10+2x1+2x4+9
/xzdx%(+><2+><+)
0

=9.5

d. Comparando os valores, observamos que a regra composta em 3 subintervalos chegou bem mais
préxima do resultado analitico em comparagao a regra simples. Isso é esperado uma vez que o
conjunto de fungoes lineares na regra composta tende a se aproximar mais da fungao original.

3. A regra 1/3 de Simpson aproxima o valor da integral definida fab f(z)dz por

h(yo + 4y1 + y2)
3
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a. Dado o intervalo [a,b] da integral definida, como obter h,yo,y1,y2? h é obtido como b_T“

b. Dado o intervalo [a,b] da integral definida, como obter h,yo, y1, Y2, y3 € y4 da regra composta
b—a

em 2 subintervalos? h ¢ obtido como 375. Ja as ordenadas sao obtidas através da aplicagdo da
funcao em xq, z1, 2, x3€T4, Tespectivamente. Por sua vez, uma forma de obter essas abscissas é
partindo-se de a e ir somando h para obter a abscissa seguinte.

c. Por que a regra calcula de forma exata a integral definida de polinémios de grau até 2? A regra 1/3
de Simpson é baseada na integral definida de um polindémio que interpola 3 pontos pertencentes a
funcdo. Como a interpolagdo desses 3 pontos resulta em um polindémio de grau até 2 e s existe
um Unico polinémio de mesmo grau que passa por esses pontos, logo o polinémio interpolador
coincide com a funcao da qual queremos integrar e, portanto, resulta na mesma integral definida.

4. E possivel obter a distdncia percorrida por um automével [..]

Queremos encontrar um instante de tempo k tal que:

/Okv(t)dt - /kcv(t)dt

Vamos denominar o lado esquerdo de A e o lado direto da equagao de B. Antes disso, vamos calcular
v(t) através da interpolacao dos dois pontos conhecidos da funcao que sdo: (0,v) e (¢, 2v):

’U(t) = 'U[t()] + (t — t())’l)[t(), tl]

v
v(t) =v+1-
(t) p

Aplicando a regra do trapézio em A, obtemos:

s h(vo+v1)  k(v+v+k?)  vk(2c+k)
a 2 - 2 2

Aplicando a regra do trapézio em B, obtemos:

g Moitv) (c—k)(vtkg+2v) (c—k)@Bvetkv)
2 2 2c

Tgualando A = B e multiplicando ambos os lados por 2¢, ji que é um denominador em ambos, obtemos:

vk(2c+ k) = (¢ — k)(3vc + kv)
Reordenando os termos chegamos a:
2k* + dke — 3¢® =0
Por Bhaskara, temos:

A =162 + 24¢? = 4062

_ —de+2¢y/(10)  ¢(v/10 - 2)
B 4 B 2
Sendo que neste ultimo passo consideramos apenas a raiz positiva, ja que k > 0

k
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Regressao linear/polinomial

1. Marque V para verdadeiro, F para falso

a.

V A regressao linear de dois pontos (com abscissas diferentes) é equivalente & interpolacao linear

b. F A regressao linear de 100 pontos resulta em um polinémio de grau 99

V A regressao linear resulta na mesma funcio da interpolagio linear se todos os pontos forem
colineares.

. F A regressao linear, como foi visto nas aulas, minimiza a distdncia euclidiana entre os pontos e a

reta.

F E impossivel aplicar regressao polinomial em pontos que se comportam como uma sendide

V A regressdao polinomial usando uma fungdo na forma ax?+bx+c envolve a resolucdo de um
sistema linear 3x3

2. Vocé estd se tornando sécio de uma empresa brasileira [.. . ]

Como a prépria questao sugere ser uma relacao quadratica, podemos utilizar regressao com um polindémio
de segundo grau para resolver.

Em R poderia fazer de duas formas:

Resolvendo o sistema linear:

Passo a passo no R:

1.

File, Import Dataset, From Text (base), escolhe o arquivo disponibilizado (supondo que o nome
do arquivo é pts)

. Preparando a matriz A de coeficientes

A = matrix(c(length(pts$Vl), sum(pts$Vl), sum(pts$Vi~2), sum(pts$Vil),
sum(pts$vVi~2), sum(pts$Vi~3), sum(pts$Vi~2), sum(pts$vi~3),
sum(pts$vi~4)), 3, 3)

. Preparando o vetor b de termos independentes

b = matrix(c(sum(pts$V2), sum(pts$V2*pts$Vi), sum(pts$vV2*pts$vi~2)), 3, 1)
Resolvendo o sistema linear Az = b:

c = solve(A)%*%b

. Plotando:

plot(pts)
curve (c[3] *x*x+c[2]*x+c[1], add=True, lwd=3, col='blue')

Usando as fungoes do R:

¢ = 1Im(pts$V2-pts$Vi+I(pts$Vi~2))$coefficients
plot(pts)
curve (c[3] *x*x+c[2]*x+c[1], add=True, lwd=3, col='blue')

A matriz de coeficientes e vetor de termos independentes ficam assim para esta questio:

356 1582.785 7310.07
A= |1582.785  7310.07  34885.77
7310.07  34885.772 171176.03

89224.52
b= 1409949.7
1952546
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Figure 2: Resultado da regressao

Aproximacgao de funcgoes

1. Marque V para verdadeiro, F para falso

a. I Duas fungdes ¢o(z) e ¢1(x) sdo ortogonais entre si em relacio a um intervalo [a, b] se

b
[, do(x)or(x)dx =1
b. F E impossivel aproximar fun¢oes trigonométricas (ex, seno, cosseno) através da combinagio linear
de polinémios

2. Dado um conjunto de pontos (z;,y;) com ¢ € 1..n. Deseja-se realizar |[...]

n n

2

a = E :cvzh/E €L
i=1 i=1

3. As funcoes {cos(kx)}, com k € 1..n sdo ortogonais entre si |...]
ayp = f(z)cos(kx)dx /7

4. Aproxime a funcao f(z) = sen(z) no intervalo de 0 a 5 utilizando uma combinagao linear das fungoes
do(x) =z e ¢1(x) = 22

Para resolver essa questao utilizaremos o sistema linear visto na aula de aproximagao de fungoes:

f¢0¢o f¢o¢1 f¢o¢n, ag ff($)¢o
[ o100 [ o1 .. [didn| |a B J f@)ér

f¢;L¢O f¢n¢1 f¢;n¢n a.n ff(x)(bn

Para este caso ficamos com:
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2 felle- )

com a notagao simplificada por:

/ " i) (@) [

Substituindo os valores das integrais no sistema linear ficamos com:

41.67 156.25| |ag| | —2.3772352
156.25 625 ay|  |—18.11347301

cuja solugao é: ag = 0.82603509 e a; = —0.23549033.

A aproximacéao torna-se entao:
f(x) = aodo(x) + a161(x)

f(z) =~ 0.826035092 — 0.235490332>

1.0 1 —— funcao original

—— aproximacao

0.5 4

0.0

—0.5 1

-1.0 1

-1.5 4

Figure 3: Aproximacdo da funcdo sen(x) por 0.82603509x — 0.2354903322

5. Ortogonalize as fungdes ¢g(x) = 1, ¢1(x) = sen(x) e ¢2(x) = cos(x). Utilize as fungdes resultantes
para aproximar a funcdo f(z) = 22 no intervalo de -1 a 3.

Primeiro vamos ortogonalizar as fungoes no intervalo dado utilizando o processo de Gram-Schmidt:

k—1

Oh(7) = du(a) = 3

=0

< gi(), du(x) > dl(x)
< &), 9(@) >
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do(x) = ¢o(z) =1

° | sen(z) x 1dz
&, (z) = sen(z) — (Ll (x) x

) x 1 =sen(x) — 0.382575

ffl 12dx
S fi cos(x) x 1dx fi cos(z)[sen(x) — 0.382575]dx
o5(x) = cos(x) — ( f‘jl o ) x 1 —( ffl[sen(x) 0383575 ) x (sen(z) — 0.382575)

= cos(x) + 0.57276sen(x) — 0.46477

Podemos conferir se os calculos estao corretos integrando qualquer par qb;(x)qbg () no intervalo dado e
verificando se o resultado é 0 (ou muito préximo por conta da falta de precisao numérica).

Agora que sabemos que as fungoes sao ortogonais, os cdlculos dos coeficientes sdo simplificados para:

b
o e @ @)
- b
I, [ (2)]?dx
Substituindo para obter ag, a1 e as, temos:
f—31 2?dr 7
an = —m/——m = —
0 ffl 12dz 3

f_31 2?(sen(z) — 0.382575)dx

. S e
J7, (sen(x) — 0.382575)2dx

a1

ffl 22 (cos(x) + 0.57276sen(x) — 0.46477)dx

3 = —3.90368
J7 (cos(x) + 0.57276sen(x) — 0.46477)%dx

a2

Vocé pode argumentar, claro, que o trabalho poupado na resolucao do sistema linear foi substituido
pelo trabalho de realizar o processo de Gram-Schmidt. De fato foi, mas a vantagem é quando a familia
de fungoes ja é ortogonal entre si e o processo de Gram-Schmidt ndo é necessario, como serd o caso das
fungoes trigonométricas no estudo da transformada de Fourier (somente a turma de computacao verd
este tépico, os alunos de outras turmas também estdo convidados a assistir).

A aproximacio torna-se entao:
f(@) = aodp(@) + a1¢ () + azdy(z)

flz) = g + 1.57725(sen(x) — 0.382575) — 3.90368(cos(x) + 0.57276sen(x) — 0.46477)
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Figure 4: Aproximacio da funcio x2
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