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@ Torre de Hanoi
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Torre de Hanoi — 1 disco

I
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Torre de Hanoi — 1 disco

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 1 disco
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Torre de Hanoi — 2 discos

Ll
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Torre de Hanoi — 2 discos

Mudei disco do pino 1 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 2 discos

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 2 discos

1

S

Mudei disco do pino 2 ao pino 3.

DIMo0320 30. Recursividade 2



Torre de Hanoi — 2 discos

S
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Torre de Hanoi — 3 discos

L1
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Torre de Hanoi — 3 discos

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 3 discos

Mudei disco do pino 1 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 3 discos

1

S

Mudei disco do pino 3 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 3 discos

1

S

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 3 discos

1Ll

Mudei disco do pino 2 ao pino 1.
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Torre de Hanoi — 3 discos

114

Mudei disco do pino 2 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 3 discos

[y

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 3 discos

[y
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Torre de Hanoi — 4 discos

all
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Torre de Hanoi — 4 discos

1
|

Mudei disco do pino 1 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 4 discos

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 4 discos

1

S

Mudei disco do pino 2 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 4 discos

1

S

Mudei disco do pino 1 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 4 discos

Ll

Mudei disco do pino 3 ao pino 1.

DIMo0320 30. Recursividade 2



Torre de Hanoi — 4 discos

Ll

Mudei disco do pino 3 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 4 discos

—

Mudei disco do pino 1 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 4 discos

—

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 4 discos

1
S —

Mudei disco do pino 2 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 4 discos

1
S —

Mudei disco do pino 2 ao pino 1.
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Torre de Hanoi — 4 discos

Lll

Mudei disco do pino 3 ao pino 1.
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Torre de Hanoi — 4 discos

Ll

Mudei disco do pino 2 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 4 discos

Mudei disco do pino 1 ao pino 2.
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Torre de Hanoi — 4 discos

1
|

Mudei disco do pino 1 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 4 discos

[y

—Ci—

Mudei disco do pino 2 ao pino 3.
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Torre de Hanoi — 4 discos

[y
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Tower of Hanoi — 5 Disc

runl
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Implementacdo

algoritmo "Hanoi"
var n, contador : inteiro

procedimento movaTorre(n : inteiro; Orig, Dest, Aux : caractere)
inicio
se n = 1 entao
movaDisco(Orig, Dest)
senao
movaTorre(n - 1, Orig, Aux, Dest)
movaDisco(Orig, Dest)
movaTorre(n - 1, Aux, Dest, Orig)
fimse
fimprocedimento

procedimento movaDisco(Orig, Dest : caractere)
inicio
escreval ("Movimento: ", Orig, " -> ", Dest)
contador <- contador + 1
fimprocedimento

inicio
escreval ("Torre de Hanoi")
escreva ("Informe a quantidade de discos a mover: ")
leia (n)
contador <- 0

movaTorre(n, "A", "C", "B")
escreva ("Namero de movimentos: ", contador)
fimalgoritmo
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Q Quicksort
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O problema da ordenacdo

Definicdo
O problema de ordenacdo tem a definicdo seguinte:
Entrada Uma sequéncia de n nimeros (a1, ay, - .-, an)

Saida Uma permutacdo (re-ordenacdo) (&}, a5, ..., a’.) da sequéncia de
p ¢ ¢ 1> 92y »9n q
entrada tal que 2] < a5 <...< 4

Observacdo

o Em Portugol, sequéncia = vetor
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Especificacio

C.A.R. Hoare(1934-)

o O quicksort adota uma estrategia tipo
divisdo e conquista

o Rearranjar os valores de modo que as chaves
menores precedam as maiores

o Ordenar separadamente os dois
subproblemas: as chaves menores de um
lado, as maiores do outo

o Prémio Turing 1980
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Passos

@ Escolher um elemento do vetor: o pivo
® Rearranjar o vetor de forma que:

@ Todos os elementos anteriores ao pivé sejam menores do que ele, e

@ Os elementos posteriores sejam maiores

® Ao fim do processo, o pivé esta na posicio final certa, com dois subvetores
ndo ordenados.

@ Recursivamente, ordenar os subvetores.
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Execucdo
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Execucdo

<4 >4
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Execucdo

1 2 3 4 5 6

(] 2 3 4 5 6
<4 >4

(] 2 3 4 5 6
<4 >4

DIM0320 30. Recursividade 2



Execucdo

1 2 3 4 5 6

(] 2 3 4 5 6
<4 >4

1 (] 3 4 5 6
<4 >4
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Execucdo
1 2 3 4 5 6
1 @ 3 4 5 6
<4 >4
1 2 @ 4 5 6
<4 >4
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Execucdo
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Execucdo
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Execucdo
1 2 3 4 5 6
1 2 3 @ 5 6
>4 <4
1 2 3 4 5 6
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Execucdo
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Execucdo recursiva
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Execucdo recursiva
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Execucdo recursiva

3
3

1 2
1 2
® °

4 5 6
4
4 5 6
4 5 6
4

3
<2 >2
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Execucdo recursiva

_
[ ]
_
2
1

2 3 4 5 6
4
2 3 4 5 6
<2 >2
® 3 4 5 6
<2 >2

wil:
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Execucdo recursiva
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Execucdo recursiva
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Execucdo recursiva
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Execucdo recursiva
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Execucdo recursiva

1 2 3 4
1 2 3 4
T
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Execucdo recursiva

DIMo0320 30. Recursividade 2




Execucdo recursiva
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Implementacdo: escolha do pivo

algoritmo "quicksort"

var a : vetor [1..8] de inteiro
i : inteiro
c : real

funcao calcula_pivo(first_idx, last_idx: inteiro) : inteiro
inicio

retorne ((first_idx + last_idx) \ 2)
fimfuncao

o Poderiamos também pegar o dltimo indicio

o O objetivo & tentar em média dividir o vetor por 2 (ter a metade de
menores, ter a outra de maiores)
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Implementacdo: o procedimento gsort

procedimento gsort(first_idx, last_idx: inteiro)
var 1lt_idx, pividx: inteiro
tmp : inteiro
j : inteiro
inicio
pividx <- calcula_pivo(first_idx, last_idx)
se first_idx < last_idx entao
tmp <- a[last_idx]
allast_idx] <- alpividx]
al[pividx] <- tmp
1t_idx <- last_idx - 1
j <- first_idx
enquanto j <= 1lt_idx faca
se a[j] > allast_idx] entao
tmp <- aljl
aljl <- allt_idx]
a[lt_idx] <- tmp
1t_idx <- 1lt_idx - 1
senao
j<-3+1
fimse
fimenquanto
tmp <- allt_idx + 1]
allt_idx + 1] <- al[last_idx]
a[last_idx] <- tmp
gsort(first_idx, 1lt_idx)
gsort(lt_idx + 2, last_idx)
fimse
fimprocedimento

DIMo0320



Corretude

Pré-condicdob

o first_idx < last_idx

Pés-condicdes
o Vk, first_idx < k < pivd = alk] < a[pivo]
o Vk,pivé < k < last_idx = a[pivd] < a[k]
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(3 Ordenacio por fusso
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Especificacio

Ordenagdo por fusdo (1945)

o O algoritmo de ordenagio por fusdo
(mergesort) adota uma estrategia
tipo divisdo e conquista

John von Neumann
(1903-1957)

o Ordenar separadamente as duas
metades do vetor

o A partir de duas metades ordenadas,
fusionar e obter um vetor ordenado )

Passos o Criador da arquitura légica
Dividi 5 dos computadores
@ Dividir o vetor em modernos

@ Recursivamente, ordenar os 2 o Um dos maiores cientistas

subvetores. do século XX.
@ Fusionar os 2 subvetores ordenados
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Visualizacdo

+
+ + + + = Ok=ign(n)

k K
O(ZZ"~%> = O(Zn):O(k-n) < O(n-lIgn)
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Execucdo: divisdo
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Execucdo: fusdo
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Fus3o

i<-1//vi[i]
j <-1// walj]
para k de 1 ate m + n faca
se (1 <= n) e (j <= m) entao
se vi[i] <= v2[j] entao
v3[k] <- vi[il
i<-1i+1

senao
v3[k] <- v2[j]
j<-3j+1
fimse

senao // i > mou j > m
se i > n entao
v3[k] <- v2[j]
j<-j+1
senao // j > m
v3[k] <- vi[i]
i<-1i+1
fimse
fimse
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Implementacdo : dados iniciais

algoritmo "mergesort"
var a, t : vetor [1..8] de inteiro
i : inteiro
funcao calcula_media(first_idx, last_idx: inteiro) : inteiro
inicio
retorne ((first_idx + last_idx + 1) \ 2)

fimfuncao

procedimento copytotemp(first_idx, last_idx: inteiro)

inicio
para i de first_idx ate last_idx faca
t[i] <- alil
fimpara
fimprocedimento
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Implementac3o : funcdo de ordenacdo

para i de first_idx ate last_idx faca

. . . . . . se j >= m entao
procedimento msort (first_idx, last_idx: inteiro)

. s ali] <- t[k]
var j, k: inteiro K<k + 1
m: inteiro
X senao
- i:ond: logico se k > last_idx entao
inicio ) ) alil <= t[j]
se first_idx < last_idx entao jj+1
m <- calcula_media(first_idx, last_idx) senao
// sort the two subpart of the array se tlk] < t[j] entao
msort (m, last_idx) alil < tIk]
msort (first_idx, m - 1) kK <ok +1
// save in temporary array senao
copytotemp(first_idx, last_idx) alil <- t[j]
// merge the two copies of ordered sub-arrays g1
// into the original array fimse
// counter to the first array fimse
j <- first_idx fimse
// counter for the second array fimpara
k<m fimse
fimprocedimento
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Corretude

Pré-condicdo J

o first_idx < last_idx

Pés-condicdes
o Vk, first_idx < k < last_idx = a[k| < a[k + 1] J
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Resumo

@ Torre de Hanoi

@ Quicksort

(3 Ordenacio por fusio

(@ Exercicios
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Perguntas ?

http://dimap.ufrn.br/ richard/dim0320
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(@ Exercicios
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Leitura/interpretacdo

Assunto

Dada a implementacdo:

funcao f(n: inteiro): inteiro

inicio
se n < 4 entao retorne (3 * n)
senao retorne (2 * f(n - 4) + 5)
fimse

fimfuncao

o Escreva as arvores de chamada de fungdo para £(3) e £(7).
o Quais s3o os valores obtidos?
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Elemento maximo de um vetor

Assunto

Implemente uma funcdo recursiva max que retorne o maior valor de um vetor de n
nameros inteiros.
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Combinacgdes

Assunto
Considere a fun¢do comb(n, k), que representa o namero de grupos distintos com

k pessoas que podem ser formados a partir de n pessoas. Por exemplo,

comb(4,3) = 4, pois com 4 pessoas (A, B, C, D), é possivel formar 4 diferentes
grupos: ABC, ABD, ACD e BCD. Sabe-se que:

n k=1
comb(n, k) =< 1 k=n

comb(n—1,k —1)+ comb(n—1,k) 1<k<n
o Implemente em portugol uma funcdo recursiva para comb (n, k) e mostre o
diagrama de execugdo para chamada comb(5, 3).

o Sabendo-se ainda comb(n, k) = n!/(k!(n — k)!), implemente uma fun¢3o ndo
recursiva de comb(n, k).
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