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NotacGes

ProposicGes
o Frases declarativas
@ ProposicBes abstratas P, Q, R, A, B, p, V., ® ...
@ Conjuntos de proposicdes: [, A A; ...

Sintaxe especifica

@ | é a proposicio sempre falsa

@ T é a proposicdo sempre verdadeira
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Sintaxe

Proposicdo atémica
Literais sdo o conjunto de letras {P, Q, R, A, B, p, W, &, ...}

ProposicGes

O conjunto das proposi¢des é o menor conjunto Sp tal que
@ Se P é um literal P € Sp
Q Se PeSp, -P € Sp
Q@ SeP,ReSp, PoQ e Sp, como e {A,V,=}
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Subférmulas

Definicdo (Subférmulas imediatas)

O conjunto IS de subférmulas imediatas de uma férmula é definido como:

IS(A) = 0 if A atomic
S(-0) = {0}
S(®ow) = {oW)

Defini¢do (Subférmulas)

Seja ® uma férmula. O conjunto Sub de subférmulas de ® é definido como:

Sub(®) = 0 se ® é&um literal
Sub(=®) = {®} U Sub(®)
Sub(®oVW) = {&, W} U Sub(P)U Sub(V)
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Primeira semantica

Nome Simbolo Semantica informal
Conjuncéo A PANQR=T < P=TeéeQR=T
Disjuncao V PvRQ=T << P=TouQ=T

Implicagdo | = (or =+,2) | P= Q=T <= Q=TouP=1

Negacgdo - P=T < P=_1
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Tabelas de verdade

P QI|PAQR PVQRQ P=Q

-P

= = O O

0
0
0
1

= O = O
e =)
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Valoracido booleana

Definicio

Uma valoracio booleana é um mapeamento v : Sp — B:

v(l) = 0
v(T) = 1
v(=®) = -v(9)
v(®oW) = v(P)ov(V)

Valoracio enraizada
Vi:A—=B, Iv:Sp — B, VA€ A f(A) = v(A)

Unicidade

Seja Sp, o conjunto de férmulas proposicionais gerado por proposicdes em A
Yvi,vo 1 A — B, VA € A vi(A) = wu(A),VP € Sp, vi(P) = va(P)

v
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Exemplo

Seja v : Sp — B tal que

o v(P)=1
o v(Q)=0,
e v(R)=0,

o VA€ A\{P,Q, R}, v(A) = 0.

Sabemos que existe uma valorac3o satisfazendo essas condices, e que ela é anica.

v(PA=Q)=R) = v(PA-Q)= v(R)
= (v(P)Av(=Q)) = v(R)
= (v(P)A—=v(Q)) = v(R)
= (1A-0)=0
= (1A1)=0
= 1=0
= @

Richard Bonichon DIM0436 20140819 10 / 52



Tautologia e satisfazibilidade

Tautologia

Uma férmula proposicional ¢ é uma tautologia se v(®) = 1 para toda valoragdo
booleana v

Satisfazibilidade

Uma férmula proposicional & é satisfazivel se v(®) = 1 para alguma valoracio
booleana v
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Ler uma regra de deducdo

Definicdo (Sequente)
Um sequente tem a forma geral ' - ® onde
@ [ é o conjunto de hipéteses: € uma conjuncdo de proposicdo

@ ® é o conjunto de proposicdes deduzidas a partir das hipéteses: &€ uma
disjun¢io de proposicdes.

Definicdo (Regra de deducdo)
@ Um conjunto de premissas P = NP;.
@ Uma concluséo C
@ Significado Py A ... AP, =C

Exemplo

N
LAFOAV
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Axioma

roro J
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Conjuncdo

rTFo ALV
LAFOAV

Al

[Eoaw
rFo
rFoAw

A
r-w | ER
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Disjuncdo

FEoVY  ALdby  Ap Wk y
AL Az Ex

VE

r-w

Trove 't

r-¢

—_—V
rFovw R
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Demonstracdo

Goal Proof J
(PAQ)AREP J

Rule J
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Demonstracdo

Goal Proof
(PAQ)AREP (PAQ)ARE(PAQ)AR J

Rule
Moo
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Demonstracdo

Goal Proof
(PAQ)ARKP (PAQARE(PAQAR
’ (PAQAREPAR
Rule
r’Eeo AV
T e A
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Demonstracdo

Goal Proof
(PAQ)ARKP (PAQARE(PAQAR
’ (PAQAREPAR
Rule (PAQARFP %
FrTEdo AV
Trre E A
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Regras adicionais

rFe=v Ao = rFo
MAFWY rE —o f
rorv R
rFo=w r-o
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Regras finais

[Fove  ArF-w [Fo=V A=V
Sy”L

LAF® LAF® MT
[EoVY AR o, FLoEwy -
ARV YR T e AA
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Outra demonstracdo

Goal Rule J
-(P— Q) F-Q )

Proof J
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Outra demonstracdo

Goal
-(P—=Q)F-Q

Rule
Mok o

Proof

PHP
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Outra demonstracdo

Goal Rule

(P = Q)F -Q ke Arw o
LAFOAV

Proof
PP QFQ
QPFPAQR
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Outra demonstracdo

Goal Rule
(P Q) F-0Q oA
( ) o NEL
Proof
PFP  QFQ
QPFPAQR
Q,PFQ
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Outra demonstracdo

Goal Rule
—\(P—) Q)I——\Q r,d)l—\ll =
r-o—v
Proof
PFP QFQ

QPFPAQR

Q,PFQ

QFP— Q
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Outra demonstracdo

Goal Rule

rEo=wv

Proof
PP  QFQ
QPFPAQR
Q,PFQ
QFP—Q
FQ—(P— Q)
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Outra demonstracdo

Goal Rule
-(P—= Q) F-Q rFe=w AF-V MT
LAF®
Proof
PEP QFQ

QPFPAQR

Q,PFQ

RFP—>Q

FQ—(P— Q) -(P—= Q) F—=(P— Q)
-(P— Q)F-Q
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Exercicios

Mostre que:
@B=C=A=B)=A=C
Q@ A= (B=A)

@ A=B=(C)=B=A=C
QA=A=B)=A=8B
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© Logica da primeira ordem
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Sintaxe adicional

Extensdo da sintaxe proposicional

Toda proposicdo da l6gica proposicional € uma férmula da I6gica da primeira
ordem.

Ingredientes adicionais
Variaveis x,y,...
Quantificadores V e 3

Dois mundos
@ Termos

@ Férmulas
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Simbolos légicos

Variaveis V = {x,y,z,x1,...}
Conectivos {A,V,=},—
Quantificadores V, 3
Parénteses ()

Simbolo de igualdade =
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Simbolos ndo légicos

Simbolos de funcio

F=J7F

ieN

Fo é o conjunto de simbolos constantes

R:UR,

ieN*

Simbolos de predicados

Uma linguagem de primeira ordem é completamente determinado por L = FUR ]
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Exemplos

Exemplo
$La={cf g R}S
o Fo={c}
o SF ={f1}$
° F>={g}
o R, ={R}

Exemplo (Aritmética)
L,= {Ov Syt %, <}

°]:o:{o}
0$F1={S}$
o Fp ={+,x}
0R2:{<}

4
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Termos

Definicdo (Termos)

O conjunto 7 de termos é definido indutivamente:
oVxeV,xeT
o (t,...,th ET)NFfEF,= f(to,...,tn) €T

Exemplo

e g(f(c),c),cand $ g(g(c, c), f(c))$ sdo termos validos de Ly
o (x+y)*2z ((x*x)x*x+S5(0)*x)+ S(5(0)) sdo termos para L,,
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Posicdo em um termo

Definicdo J

A posicdo p em um termo t é uma sequéncia s € [1|2]*

AST

Posicdes *
(x+y)xz / \
@ pos(x) =¢
@ pos(x) =11 - ‘
@ pos(z) =2 / \
X y
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Subtermos e substituicdes

Ocorréncia & subtermos

@ Um termo s &€ um subtermo de um termo t se existe uma posicdo p de t tal
que t, =s.

@ s *ocorre$ na posicdo p no termo t

Substituicdo

Uma substituicdo € um mapeamento g : V — T
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Substituicdo

Definicdo (Notacdo da substituicdo)

Seja t um termo, xi, ..., x, subtermos distintos de t e uy, ..., u, termos.

trZt[xg = Ur, ., Xn = U]

é o resultado da substituicdo da cada variavel x; de t por u;. ts é também um
termo.

Exemplo
Seja t(x,y) = f(g(x), h(a,y)).

tlx — g(a),y — h(a, x)] = f(g(g(a)), h(a, h(a, x)))
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Férmulas atdmicas

Definicdo (Férmula atémica)
Seja t1,...,t, termos, é R € R,

R(tla 0009 tn)

é uma férmula atémica

Exemplo

P & uma férmula atémica para L,,

P=(x 4+ y)*z = ((x * x) * x + S(0) * x) + S(5(0))
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Férmulas bem formadas

Definicdo (Férmulas bem formadas)

O conjunto das férmulas bem formadas W é definido indutivamente:
@ Se P é uma férmula atémica P € W
o PEWANQEW={-P,PANQPVQP=QCW
e x e VAP eW = {VxP,3IxP} CW

Exemplo

Seja L = {>} onde >€ Ry. As seguintes férmulas sdo bem formadas:
e VxIy(x > y)
e VxVyVz((x > z)A(z>y)= (y > x))
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Porque "primeira ordem" ?
q P

@ Uma linguagem de primeira ordem permite o uso de quantificadores sobre V

@ Uma linguagem de segunda ordem permite o uso de quantificadores sobre
VURL

@ Uma linguagem de ordem superior permite o uso de quantificadores sobre
VUR

Exemplo

e Vx3y P(x,y) & uma férmula de primeira ordem

e Vx3Q P(x, Q) é uma férmula de ordem superior
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Escopo

e Seja Ac wff , Q € {V,3} uma ocorréncia de um quantificador em A
@ Seja B uma subférmula de A tal que B comeca com Qx, i.e. B = QxC.

@ C é o escopo de Qx.

Exemplo
o P(x,y) = Vx (Jy R(x,y) = Vx Q(x,y))
—— ——
scopedy scopeVx
scopeVx
e Jy Vx (Iy R(x,y) = Q(x,y))
——
scope Jy
scope Vx
scope Jy
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Variaveis livres

Definicdo (Variaveis livres)

As variaveis livres de P € wff sdo definidas indutivamente:

FV(PoQ) = FV(P)UFV(Q)
FV(-=P) = FV(P)
FV(ox P) = FV(P)\{x}
FV(P(t1,...,t,) = wvar(t;)U...Uvar(t,)
onde
e occ{A,V,=}
e Oe {v,3}

@ var(t) é o conjunto das variaveis que ocorrem em t.
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Variaveis ligadas e livres

Calcular os conjuntos BV e FV para a férmula

® =Vx 3y (R(f(x,y),c)) = 3z Q(y, z)
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Variaveis ligadas e livres

Calcular os conjuntos BV e FV para a férmula

® =Vx 3y (R(f(x,y),c)) = 3z Q(y, z)

Resposta

Fv(®) = {y}
BV(®) = {xy,z}
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Substituicdo (férmulas)

Defini¢do (Notagdo)

Seja o uma substituicdo, y uma variavel. o, é definida como:

(A(t1,...,ty))o = A(tio,...,t,0) se Ais atdbmica
(—|P)0' = —\(PO')
(PoQ)o = PogoQo,oec{AV,=}
(Ox P)o = 0Ox (Poy)
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Modelos

Definicdo

Seja L= U,en Fn U U en Ra- Um modelo M = (D, [-];) para L consiste em:
@ Um conjunto ndo vazio D: o dominio
o Um mapeamento []; : L — D, a *interpretacdo

Uma fun¢do [f]; : M" — M para toda f € Fp;
Uma relagdo [R]; € M™ para toda R € Rp;

M = (M, {[flm}rey nenz,, {[RIMIreU, cpx RA)

fM & a intepretacdo de f e RM a interpretacio de R em M |
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Atribuic3o

Definicdo
Uma atribuigdo num modelo M = (D, [];) € um mapeamento [-]a: V — D.
A imagem duma variavel v numa atribuicio é denotada []4 by vA.

Observacio
@ Uma interpretacdo da um significado aos simbolos da linguagem

e Uma atribui¢do da um significado as variaveis
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Modelos e interpretacdes

Definicdo
Seja M = (D, [];) um modelo de L e [-]a uma atribui¢do nesse modelo Para todo
termo t de L, associamos um valor [t]; 4 assim:

[C]/’A = CI,CEJ:()
[V]ia A

v
[f(t, .. th)la f'([ta]r.ay - - - [tal1.a), F € T
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Interpretacdes

Exemplo
Seja L, ={0,S,+,x,<}.
o N=1{N,0,S,+,*,<} & uma estrutura para L,. E a estrutura padrio.
o A={A 04 54 +4 54 <A} onde
A=R;
[0]a = m;
[S(a)a = e,
[a+ bla = [a]a +r [b]a
[a* b]la = [a]a *& [b]a
[a< bla=Tif$b=cos(a) $
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Valor de verdade

Definicdo
Seja M = (D, [-];) um modelo para a linguagem L(R, F), e [-]a uma atribuicdo

nesse modelo. Para toda férmula ¢ de L(R, F), associamos um valor de verdade
[#]1.4 (T ou L) assim:

[P(te,.. .. t)lia=T <= ([til1.as---, [tml1.4) € [Pli
[-Plia = —[Plia
[PoQlia = [Pliac[Qia
Vx Plia=T <= [P]ig=T for every assignment B in M
[Bx Plja=T <= [Plig=T for some assignment B in M
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Validade, satisfazibilidade

* Seja ¢ € wff de L(F, R). ¢ é verdadeira no modelo - para L(F, R) se
[#]1.4 = T para todas as atribui¢cdes A.

Definicdo (Férmula valida)

Uma férmula ¢ é valida se ¢ é verdadeira em todos os modelos da linguagem.

Definicdo (Conjunto satisfazivel)

Um conjunto de férmulas S é satisfazivel em I se existe uma atribuicdo A tal que
Vo €85, [¢]I,A =1
S é satisfazivel se é satisfazivel em algum modelo.
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Modelos de Herbrand

@ Atribuicbes sdo quase substituicdes
@ AtribuicBes sdo mapeamentos de variaveis ao dominio D

o Elementos de D podem ser qualquer coisa, inclusive termos da linguagem L
w

Defini¢do (Modelo de Herbrand)

Um modelo M = (D, /) da linguagem L é um modelo de Herbrand se:

@ D é exatamente o conjunto dos termos fechados de L.

@ Para todo termo t, t! = t.
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Inducao

Os varios principios de indugcdo sdo representaveis na légica de primeira ordem
como esquema de axiomas.

Defini¢do (Inducdo simples)
(P(0) A¥ne N P(n)= P(n+1)) = VneN P(n)

Defini¢do (Indugdo forte)
(P(0)AVYk e Nk < nP(n)= P(n+1))=VneN P(n)

Defini¢do (Indugdo estrutural)

Seja S um conjunto, < uma ordem parcial bem fundada sobre Se M C S o
conjunto de estruturas minimais de S.
(Vm e M, P(m) AVYk € S,k < n P(n) = P(Succ(n))) = Vx € S, P(x)

Richard Bonichon DIMo0436 20140819 44 [ 52



Deduc3o natural

A deducdo natural para a légica de primeira ordem é uma extensdo natural da
deduc3o natural para légica proposicional.

Regras adicionais para quantificadores )
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Regra V

I ®[x — a] =Vx ¢ .
“Trwe " rF &k 4

a & um novo parametro. Ele n3o pode ocorrer em qualquer outra hipétese nio
descarregada da prova.
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Regra -

M ®x > t] ME3xe  Adke—albV
“Trx e ARV i

a & um novo parametro. Ele n3o pode ocorrer em qualquer outra hipétese n3o
descarregada da prova.
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Uma prova

Goal Rule J

Vx (P(x) = Q(x)), P(c) - Q(x)

Proof
Vx (P(x) = Q(x)) F Vx (P(x) = Q(x))
Vx (P(x) = Q(x)) F P(c) = Q(c) P(c) F P(c)
Vx (P(x) = Q(x)), P(c) - Q(c)
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Uma prova

Goal Rule
roFo
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Uma prova

Goal Rule
[=Vx ®
¥x (P(x) = Q(x)), P(c) F Q(x) TFox—t] ©
Proof
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Uma prova

Goal Rule
Fo=v Ard __
Vx (P(x) = Q(x)), P(c) F Q(x) MARWY
Proof

Vx (P(x) = Q(x)) F Vx (P(x) = Q(x))
Vx (P(x) = Q(x)) F P(c) = Q(c) P(c) F P(c)
Vx (P(x) = Q(x)), P(c) - Q(c)
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Exercicios

Mostre que
Q@ Vx(B=A)= (B=VyAlx—y])se (x & FV(B)),y =xou y & FV(A))
Q@ Vx(B=A)= (3yB[x = y]| = A)se (x &€ FV(B)),y =xouy & FV(A))
@ IxVyR(x,y) = Vy3xR(x,y)
Q@ Ix(P(x) V Q(x)) = (IxP(x) V IxQ(x))
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Resumo

o Légica proposicional

© Logica da primeira ordem
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