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Resumo: Em geral, o emprego da teoria de
Timoshenko na concepcdo do modelo de vigas
submetidas a carregamentos dindmicos traz, como
conseqiiéncia, resultados mais consistentes do que os
obtidos com o modelo de viga de Euler-Bernoulli.
Especialmente quando se trata de elevados valores de
frequéncia de excitacdo ou menores razdes de aspecto
na viga. Métodos numéricos como os de elementos
finitos e elementos de contorno tém sido utilizados em
analises desse tipo. No entanto, a solucdo de tais
problemas por meio de elementos de contorno é muito
dependente da disponibilidade ou deduzibilidade das
chamadas solucBes fundamentais. No presente
trabalho, uma aplicagdo especifica da teoria de
Timoshenko a uma viga apoiada sobre uma base
elastica, representando, nesse contexto, uma fundacgéo
ou tipo de amortecimento, exige alteracbes na
equacdo diferencial governante da deflexdo, bem
como na solugdo fundamental do sistema de equacdes,
representado no dominio de Laplace. Dessa forma, o0s
valores desconhecidos dos contornos podem ser
determinados (método de elementos de contorno). Em
consequiéncia disso, os valores de rotacdo e deflexdo
também podem ser obtidos em pontos arbitrarios ao
longo do vao da viga.

Palavras-chave: Vviga de Timoshenko, Método
de elemento de contorno, Base elastica, Dominio de
Laplace.

Introducéo

O modelo proposto por Timoshenko para vigas é,
em determinadas situacdes, bem mais proximo da
realidade do que aquele advindo da teoria de Euler-
Bernoulli [11]. Tal “refinamento” se deve a
contribuicio do efeito do cisalhamento no
comportamento desses corpos (deslocamentos e
rotacBes), verificado em vigas sob a acdo de
carregamentos quaisquer, principalmente nos casos
com moderadas razfes de aspécto (relacdo entre o

comprimento da viga e a altura de sua segdo
transversal).

Outra vantagem do referido modelo se da em
analises dinamicas, que sdo excenciais para a
determinacdo das frequéncias naturais, e faixas de
ressonancia em projetos de vigas e eixos. Nesse
contexto o destaque se d& devido a natureza
hiperbdlica das equagGes, em contraponto a
caracteristica eliptica da viga de Euler-Bernoulli [7].

A solucdo das equagdes constituintes do modelo de
Timoshenko €, para casos muito restritos, obtida na
literatura especializada por métodos analiticos
[1,3,4,13]. Quando esses métodos nao atendem as
condigdes impostas pelo problema, faz-se uso de
métodos numéricos [9,10,5]. Nesse ultimo, o método
de elementos finitos (MEF) é mais frequentemente
aplicado.

Nos ultimos anos, o método de elementos de
contorno (MEC) tém sido uma opcdo cada vez mais
aplicavel na solucdo de problemas de engenharia,
sendo entdo uma alternativa ao uso do ja consolidado
MEF. Para a viga de Euler-Bernoulli, Providakis e
Beskos [2] foram os primeiros a aplicar 0 MEC em
problemas de vibragdo devido a flexdo forgada. Antes
[5] desenvolvel, também via MEC, a solucéo para o
problema de flexdo estatica utilizando o modelo de
Timoshenko e, recentemente, para problemas
dindmicos avaliados no dominio de Laplace e da
frequéncia [6].

Diante desse contexto, o presente trabalho se
propGe a aplicar o método de elemento de contorno na
solucdo do classico problema da viga de Timoshenko
sobre uma base elastica [8], afim de avaliar a
influéncia da rigidez da fundacdo no deslocamento,
rotacdo e frequéncias ressonantes da viga em questéo.
Para isso, o problema foi avaliado no dominio de
Laplace e posteriormente no dominio da frequéncia
para simplificar a dedugdo das equacGes fundamentais,
necessariamente reformuladas devido a insercdo do
termo de rigidez nas equagBes que constituem o
modelo de avaliado.



Equagc“)es governantes

Quando submetidas a carregamentos estaticos ou
dindmicos, as vigas se deformam devido a deflexdo e
rotacdo. No modelo proposto por Euler-Bernoulli a
parcela dessa rotagdo devido ao cisalhamento y ndo é
considerada, uma vez que uma de suas hipbteses é a
perpendicularidade da secdo transversal a linha neutra
em todos os pontos da viga durante a flexdo. A
contribuicdo da rotacdo devido ao cisalhamento y é
considrada no modelo proposto por Timoshenko [1]
na forma:
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Assim, substituindo a equacdo 1 na relacdo elementar
do esforco cortante (equacdo 3) e considerando a
equacdo 2 para 0 momento fletor, tem-se:

__ 0p(x.t)
M (x,t)=El — @
V(X,t):KGA}/:KGA[%+¢(XJ)J 3)

Onde El ¢ a rigidez de flexdo da viga, A é a area da
secdo transversal, G é modulo de elasticidade
transversal e x é o fator de correcdo de cisalhamento,
necessario para converter a distribuicdo de tensdo de
cisalhamento ao longo da secdo transversal em um
valor médio.

Figura I: llustracdo da viga sobre base elastica

Considerando o equilibrio dindmico na dire¢do z
realizado na viga ilustrada na figura 1, tem-se as
seguintes equacdes que regem o problema proposto:

M+q(x,t)+ Ku(x,t)sz% (4)
oM (x.t) _ L Pp(x1)
T—V(x,t)er(x,t)_plT (5)

Onde q(x,t) e m(x,t) sdo, respectivamente, o
carregamento e momento fletor dindmicos distribuidos
ao longo da viga. O parametro K é a rigidez da base
elastica (figura 1).

Substituindo as relagdes (2) e (3) nas equagdes que
regem o0 modelo proposto chega-se ao sistema
acoplado de equagdes.
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Tendo em vista a necessidade de suprimir a
dependencia do tempo nas equacBes 4 e 5, convem
utilizar a técnica da trasformada de Laplace com
respeito ao tempo. Dessa forma
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No presente trabalho a analise dindmica da viga é
desenvolvida também no dominio da frequéncia,
considerando que a excitacdo € harmdnica [6]. Em
funcéo disso s = iw, onde i = -1 e w € a frequéncia de
exitacdo da viga.

Solugéo fundamental

Para a teoria de Timoshenko as solucbes
fundamentais sdo o deslocamento, a rotagdo, bem
como as reacfes de uma viga infinita submetida a uma
forca ou momento pontuais G(x)=5(x-X) e

Mm(x)=3J(x—X), respectivamente, atuando em um

ponto qualquer X que esteja contido entre os extremos
0 e L (figura 1). No dominio de Laplace o sistema de
equaces acopladas resulta em

B.G = -15(x-%) ®)
Onde,
2
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Para os quais, D,=xGA, D,=El, S =pAs’ e
S,=pls’. As solugdes fundamentais sdo

determinadas a partir da relacdo entre o escalar w e a
matriz de cofatores, tal qual proposto por Hormander
[12], logo:



G=(B,)" v (11)
(BS )CO
det(B,)

B.G =B,(B,)" y =det(B,)ly =—15(x-%) (13)
Dessa forma,
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Fazendo A= 6—2 , € substituindo na equacgdo 15, tem-

se como raizes da equacdo de segundo grau A; e A,:
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Assim, substituindo na equagédo 15 as raizes 4; e A,
obtidas na equacdo 16 e seguindo a equagdo 13, tal
qual detalhado em [6], obtem-se, para uma faixa de
frequéncia onde o’ < kGA/pl, uma expressio para iy :

1 sin(ﬁr) sinh(\/Zr) 18)
2D1D2 (ﬂ’z _ﬂ‘l) H ) \/Z
e consequentemente determina-se G pela relacdo 11,

determinando-se por fim as solu¢Be fundamentais do
deslocamento e rotagdo para as duas equagdes

propostas (equacdes 4 e 5).
B D, +S, 3
4225

. {sin(ﬁr)[
by - Dlgzsz }] .

H
ay (%)= 2D_(S/inrﬂl [cos(rr) cosh(ﬂr)}
(20)

(//:

_sgnr

20 %)= 35, (1, )

[cos(\/_r) cosh(\/ﬂ_zr)}
(21)
~x o 1
%(X'X):201025(41_42)\/Z[H(K—81
02 (7 ) (K -5, + D2 ) sin(

(22)

Utilizando as relacGes 2 e 3 é possivel determinar os
momentos e cortantes fundamentais para as duas
equaces acopladas. Logo:
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Formulacéo da equacéao integral

A equacdo integral do sistema (6) € obtida
multiplicando-se por sua integral o ponderador G, que
é a matriz de solucdes fundamentais

J.| B, GA(X) . ci(x) qq(x >E) a, (x, >E) =0
"L Le()] [A(x) ] a (%) @ (% %)
(27)

Integrando por partes a equacdo 27 chega-se em:
VG, ~V;a+ NG, -Nizp |+
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Utilizando o efeito de filtragem do delta de Dirac
(6(x,X)) e considerando a relacéo estabelecida na

equacdo 8, obtem-se a

equacgéo

deslocamentos e rotacfes da viga.

integral

dos

Com a base elastica se espera que os deslocamentos e
rotacdes sejam menores do que aquelas obtidas sem
essa rigidez ao longo da viga. 1sso pode ser constatado
na figura 2, onde os modos de ressondncia da viga
ilustrada na figura 1 sdo comparados com e sem 0

o

(30)
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Validag¢ao do numerica

Para validar a equacéo integral obtida (equacéo 30)
no modelo da viga sobre base elastica é necessario que
se faca uma avaliagdo do método numérico utilizado.
Desse modo, os resultados obtidos fazendo K = 0 (sem
base elastica) devem ser suficientemente préximos
daqueles publicados por Antes et al., 2004 [6] para as
mesmas condicBes simuladas. Na tabela 1 estdo
elencados os valores das frequéncias que provocam
ressonéncia para uma excitagdo arménica pulsante no
ponto médio do véo de uma viga de ago com 1 m de
comprimento.

Tabela 1: Valores de frequéncia de excitacdo
ressonantes para validacdo de modelo numérico

termo correspondente a fundacdo elastica K.

Rotagao, ¢ (rad)

-0.00015 —

0.0002

0.00015 —

0.0001 —

5E-005 —

-0.0001 —

-0.0002

Pontos de ressonancia
Sem base elastica
Com base elastica
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Figura 2: Modos de resonancia para a viga apoiada
sobre base eléstica e com vao livre (linha vermelha)

Verifica-se na figura 2 que ocorre ressonancia na

Valores de frequencia o (Hz)

Antes et al.,2004 | Souza e Mendonca
352,5 352,53

1076,5 1076,46

1277,2 1277,23

2084,9 2084,56

viga sobre a fundacdo eléstica em faixas limitadas de
frequéncia (linha azul) quando se compara com a
quantidade dessas faixas verificada na viga sem base
elastica (linha vermelha). Nas figuras 3 a 6 constata-se
a reducdo das deflexdes e rotagdes nas vigas apoidas
em base elastica para faixas de frequéncia distantes
dos pontos de ressonancia.

0.0004

0.0003 —

Resultados obtidos

Tendo em vista os dados contidos na tabela 1, a
equacdo integral desenvolvida neste trabalho resolve,
com razoéavel confiabilidade, o problema proposto em
[6] de maneira que a inser¢do de K na equacdo integral
resulta na equacdo 30. Na tabela 2 estdo disponiveis os
dados de entrada do presente caso.

Tabela 2: Dados de entrada do problema proposto

0.0002 —

0.0001 —

Deflexao, u (mm)

Deflexdes na viga
@—@—@ Com base elastica, 1500 Hz

E =210 GPa h=b=01m

G =80 GPa L=1m

p = 7850 kg/m? K=5/6
G(L/2)=1000N/m | K =20,68 MPa

] G - ©- 4 Sem base elastica, 1500 Hz
IE——l Com base elastica, 2500 Hz
] & - B- {8 Sem base eléastica, 2500 Hz

ettt T T T T T T T T TN T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Comprimento da viga, L (m)

Figura 3: Deflexdo de viga para o de 1500 e 2500 Hz



Deflexao, u (mm)

Rotacao, ¢ (rad)

Rotacéo, ¢ (rad)

3E-006

X,/

Rotacéo na viga
A—=A—A Com base elastica, 1500 Hz
A — A- A Sem base elastica, 1500 Hz
F—-d—F Com base elastica, 2500 Hz
+ - +- —+ Sem base elastica, 2500 Hz

| L L R
03 04 05 06 07 08 09 1
Comprimento da viga, L (m)

Figura 4: Rotacdo de viga para w de 1500 e 2500 Hz
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Deflexdes na viga
@—@—® Com base elastica, 4000 Hz
G - ©- 4 Sem base elastica, 4000 Hz
I—— Com base elastica, 4500 Hz
B - E- 1O Sem base elastica, 4500 Hz

o

03 04 05 06 07 08 09 1
Comprimento da viga, L (m)

Figura 5: Deflexdo de viga para o de 4000 e 4500 Hz
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Rotagao na viga
A—=A—A Com base elastica, 4000 Hz
A — A— A Sem base elastica, 4000 Hz
s——-F Com base elastica, 4500 Hz
+ - +- —+ Sem base elastica, 4500 Hz

LN LN L L LA DL L L |
03 04 05 06 07 08 09
Comprimento da viga, L (m)

Figura 6: Rotacdo de viga para o de 4000 e 4500 Hz

Para valores de frequéncia préximos dos pontos de
ressonancia (figuras 7 e 8) se verifica deslocamentos e
rotacBes mais significativos do que os verificados nas
figuras 3 a 6. Proximo a ressonancia (@ = 300 e 400
Hz) as deflexBes da viga sem base elastica sdo mais
moderadas do que aquelas obtidas com base elastica.
Tal situacdo é, a principio, distante da resposta
esperada, uma vez que a rigidez da base elastica
amortece as deflexBes da viga, se justificando pelo
efeito da ressondncia, comum aos dois casos para a
faixa de frequéncia avaliada (figura 2).

Deflexéo, u (mm)

g g-B

Deflexdes na viga
@—@—®@ Com base elastica, 300 Hz
G - ©- 4 Sem base elastica, 300 Hz
I—— Com base elastica, 400 Hz
B - B- O Sem base elastica, 400 Hz

T T T T TT T T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Comprimento da viga, L (m)

Figura 7: Deflexdo de viga para o de 300 e 400 Hz
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-6E-005 —| N
+op ]
‘55'005|||||||||||||||||||
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Comprimento da viga, L (m)
Figura 8: Rotacdo de viga para o de 300 e 400 Hz
Concluséo

No que se refere ao modelo da viga aqui idealizado
segundo as hipoteses de Timoshenko, verificou-se o ja
esperado. Isto é, que a insercdo do termo referente a




base eldstica nas equagBes que regem seu
comportamento tiveram por consequéncia uma
amenizacdo dos deslocamentos e rotacOes para faixas
de frequéncia suficientemente distantes das excitagdes
causadoras de ressonancia. Ja para os valores de
frequéncia que provocam ressonancia, verifica-se que
os deslocamentos da viga sem base elastica é inferior
aos da viga amortecida pela fundacéo.

No que se refere ao método de elementos de
contorno, nota-se a contribuicdo aqui presente na
formulacdo da equacgdo integral com a admissdo do
termo referente a fundagdo elastica de maneira a
adaptar uma situacdo, ja avaliada numericamente por
Antes et al., 2004, ao método dos elementos de
contorno.
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