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Resumo: o foco deste trabalho est4 direcionado ~ COMO alternativa, solugbes aproximadas foram
para andlise vibratoria de placas utilizando-set@io propostas nesse periodo, empregando-se técnicas

elemento finito DST (Discrete Shear Triangle), quenumerlcas, que Qera'me”te condtjzem a m_anlpula(;ao
qe um grande nuamero de operac@es algébricas, o que

leva em conta o efeito da deformacéo transversa . . P "
¢ p%mnava sensivelmente esta estratégia de solu¢éo a

cortante, quanto o elemento finito DKT (Discrete S6 ir da década de 1960 e
Kirchhoff Triangle) onde esse efeito é desprezadoemao' 0 a partir da década de com a evolucao

Outro aspecto abordado neste trabalho é a aplicagaéios computadores, as técnicas numericas tornaram-se
de duas estratégias (linear e pseudoconsistente) pauma ffarramenta viavel na .busca de solucGes das
compor funcdes de forma para os deslocamentos dgluacoes governant(?s d,e muitos problemas.,

longo do dominio do elemento. Exemplos numérico&l Dentre essas tecnicas ,tem—se 0 Método dos
cobrindo varios aspectos tais como: geometria, ementos finitos (MEF) € Metodo dos Elemengos de
condicdes de contorno e carregamentos, que pode%qntorno (MI,EC)' No Primeiro caso, o MNEF e um
influenciar o desempenho das estruturas matematicab€t0do de calculo a partir da discretizagdo do meio

utilizadas nas formulac¢des desses elementos tanto ﬁontlnu'o, de rr}gr_ltewadque 0 fohdode subdwzﬁdo ((ejm
analise estatica quanto na Vvibratéria, sao um numero - finfo ~ de - partes, - denominados —de

apresentados. A partir desses estudos, apontam—sglememps’ conectados entre ‘Tj' po"r intermédio de
ontos discretos, chamados de “N6s”. Nota-se que a

potenciais intervalos de relacdes geométricas &

mecéanicas em que a negligéncia dos fenébmenos 8§C0|ha correta do tipo e tamanho dos “Elementos

deformacdo por cortante e/ou inércia de rotagéoseerg%n;peeldgse ;gﬁgg?;;ge:ad:nglzgglema em questdo, e
combinadas com a estratégia de aproximacao d ' .
funcdo de forma dos deslocamentos transversais no Segundo CLOUGH & WILSON [1] a analise

dominio podem comprometer a resposta numéric%.struni.ral Na ntgnorm?p te a 19|52 eftava res:;éa a
face a0 comportamento fisico da placa. iscretizacdo do continuo via elementos conectados

dois pontos no espac¢o. Os problemas de membrana e

) _ flexdo de placas eram modelados até entdo explorand

DKT. HRENNIKOFF[2] e McHENRY [3]. Contudo, tais
analogias sdo em geral restritas a geometrias
Introdugao retangulares, de forma que outras técnicas desanali

Uma das areas de estudo mais importantes daram propostas para lidar com problemas de
mecanica dos solidos é sem ddvida a elastodinarhica.9eometria mais complexos, sendo que os primeiros
pesquisa nesta area ndo é recente, existindorosgistPassos da versdao atual MEF foram publicados
de investigacbes ja no século XIX, de forma que ogrincipalmente nos ultimos cinco anos da década de
principais teoremas e principios foram estabelacidol 950.
basicamente até a primeira metade do século XX, e A designacdo de Método dos Elementos Finitos foi
equacdes para muitos problemas dinamicos transientgUnhada por CLOUGH [4] em um artigo sobre analise
e permanentes, formuladas tanto no dominio do temg# estados planos de tenséo. O trabalho pioneiro do
quanto no dominio  transformado, foram MEF aplicado a problemas de placas foi apresentado
disponibilizadas nesse periodo. Contudo, a obtencZ®®f TOCHER [5], contudo, esse elemento finito
de solucBes analiticas para essa classe de equs@gdestriangular proposto conduzia a respostas maisviei

extremamente dificeis e restritas a casos parteside  (Maiores) que as solugdes analiticas disponives @a
geometria, carregamentos, etc. modelo. Além disso, a convergéncia para a resposta

analitica ndo era obtida a medida que se enrig@ecia



malha. Trés anos depois, CLOUGH & TOCHER[6]formulacdo matematica contempla as hipéteses da
apresentaram um novo elemento finito triangular enteoria de flexdo de placas de Reissner-Mindlin, de
que, dentre outros aspectos, a compatibilidade derma que ele tem capacidade de capturar os ef#itos
rotacdes e deslocamentos entre os lados de elesnenindices de rigidezes relativas (vdo/espessura) no
contiguos eram garantidas, a partir de funcdes dmmportamento da placa. O segundo elemento de
formas propostas por Hsieh, o que levou esse etemerplacas a ser utilizado é o bem conhecido DKT
finito a ser denominado de HCT (Hsieh, Clough,(Discrete Kirchhoff Triangle), foi originalmente
Tocher). apresentado por Stricklin apud [15], onde a prialcip

Apés essas primeiras propostas de elementos dthépdtese que distingue o DST do DKT, € que no @ltim
placas, varias outras técnicas e formulacdes < imposta de modo discreto (pontual) nos nés
sucederam nas Ultimas quatro décadas tanfioncionais dos vértices e do meio dos lados, aladé
envolvendo elementos de geometria triangular quantdas distor¢cbes ao longo da espessura, conduzindo o
quadrangulares conforme apontada a literatura [&14 elemento a supressao da deformacgédo por cortante.
outros. *

Dentre essas técnicas, as mais importante
contribuicbes para os elementos triangulares cém tr
nés funcionais posicionados nos vértices sado: ¢
Elemento DKT (Discrete Kirchoff Theory), BATOZ et
al. [15]; b) conjunto explicito de funcbes de fosma
para componentes covariantes das distorgde_ ¢ ) o
transversas BATHE & DVORKIN [8]; ¢) modelo de Figural: Graus de liberdade finais do DKT e DST
tensédo hibrida PIAN & WANG [16]; d) elemento DST
(Discrete Shear Triangle), BATOZ & LARDEUR  Segundo LARDEUR & BATOZ [17], o DKT pode
[17]; e e) termos de correcdo de cisalhamento ggra S€r considerado uma forma.d.egenerada do DSTN. De
distorcBes KABIR [11]. fato, VIANA[ZOJ, mostra explicitamente as alteragbe

Na literatura existem varias técnicas analiticas 82 matriz de rigidez do DST para se obter a forma
aproximadas, incluindo o MEF, para problemas dé&xata da matriz de rigidez do DKT. Embora a
vibragdo de placas. Recomenda-se a consulta, pefgnstrucao da rr_1atr|z Qe rigidez dos elementos DKT e
menos, ao trabalho de MACKERLE [18] para acesso RST néo requeira a .|nterpola<;ao dos desloc,amentos
referéncias associadas a diversos assuntos deugstru transversais no dominio do elemento, para o catbwlo
laminares, ja que é um estudo de revisdo com neais §etor nodal equivalente e da massa de matriz, tal

periodo de 1994 a 1998. BATOZ et al. [17] tém assumido uma aproximacio

linear para os deslocamentos transversais de dmmini

~ Ly 0 que é inconsistente com a adoc¢ao de variagdoeaUbi
Representagao Matematica da Placa desses mesmos deslocamentos ao longo dos lados.

Para o estabelecimento das equacdes governanies.s  remediar parcialmente  esse  problema,

da placa, € necessario admissdo de hipoteses @9pPENSTRICKER et. al.[14] propuseram um modelo

modelo de comportamento desse componentg,amado de Pseudoconsistente para os elementos DKT
estrutural. Dentre os diversos modelos para plass, DST. onde os deslocamentos transversais sdo

mais populares sdo a Teori_a Classica de Placa_s)(TCﬁterpolados por uma fungdo clbica ao longo do
KIRCHHOFF [19] e a Teoria de Placas de Reissnergominio. Além disso, eles apresentaram o vetor Inoda

Mindlin. . . , equivalente e matriz de massa, gerados impliciteanen
Neste trabalho serdo utilizados dois elementogi, integracdes numéricas. JA em VIANA[20], os
finitos para discretizacdo do radie. O primeiro €4cul0s, que geraram esses vetores a partir delmod

conhecido na literatura por DST (Discrete Sheapgggoconsistente, foram apresentados as formas
Triangle) proposto originalmente por LARDEUR & gypiicitas (gerados por integracdo analitica). No

BATOZ [17], baseadas no modelo de Reissnerpresente trabalho, a geracdo do sistema algébeco d

Mindlin e as seguintes hipbteses: &) as rotacdes dggia sera obtido usando os elementos de finitos de
secOes variam quadraticamente sobre o dominio d§xT ¢ pDST incorporando os modelos Linear e

elemento; b) o deslocamento vertical variapgedoconsistente para geracdo do vetor nodal
cubicamente ao longo dos lados; c) A rotacéo ”Orm@quivalente e a matriz de massa

da secao varia Imea_rmente ao longo QO lado do " 5 equacdo de movimento algébrica do MEF para
elemento; d) material homogéneo, iSOrOPO  §ma fundagio de maquina em regime harménico,

elastolinear; e) campos pequenos de deslocamentQg,gprezando-se os efeitos viscosos, para um Gnico
rotagoes e deformacdes. _ elemento finito é dada por:
O DST possui nove graus de liberdade sendo duas

rotacdes e uma translacdo por nd, vide Fig. 1,ae su
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AUe=Fe (1) indicados nas tabelas 1, 2, 4 e 5 podem ser eacostr
-~ - ~ em SOEBEL[21] e em LEISSA [22].
Esses valores analiticos sdo solugdes do
onde U e, Fe sio os vetores de deslocamento @utosstema correspondente ao modelo de placas onde
sdo desprezadas a deformacdo transversal por teortan
forcas externas associados aos nés funcionais de wra inércia de rotacao.
Unico elemento finito de placas.

Os vetores na Equacéo (1) séo escritos como: Placa quad rada simplesmente
apoiada

Neste exemplo tem-se uma placa quadrada
simplesmente apoiada. Nas tabelas 1 e 2 séo

Ue—{W Ba B Wo Baj By Wo Bax @Zk}

_T - N .
Fe= {,:1 My My Fo My, My, apresentadas respectivamente algumas freqliéncias
naturais adimensionalizadas obtidos com o DKT e
F, My M x2k} DST com e sem a incorporagéo da rota¢é@o por inércia

A partir dos valores da tabela 1 percebem-se
ondefW, @, @u} Sdo o deslocamento vertical diferencas significativas para os pares de freqasnc
~ . L naturais obtidas utilizando-se os modelos linear e
€ as duas rotagfes nas direc@is x,) no primeiro pseudoconsistente para formar a matriz de massa da
no, vide Figura 1;{F, M,; M,;} sdo as acGes placa simplesmente apoiada.
aplicadas no primeiro n6 constituidas da forcaicedrt Tais diferencas tornam-se ainda mais severas para
e os dois momentos nas dire¢cd&s x,) . 0os modos mais altos, sendo que os resultados do
modelo pseudoconsistente sdo mais estaveis.
Examinando-se os valores da tabela 1 pode-se
também notar que a discretizacdo mais indicada para
as analises depende do valor da frequéncia a ser
calculada. Isto é, quanto maior for a frequénciaism
enriquecida deve ser a malha.
onde « é a frequéncia da fonte excitadora; No caso do exemplo em discussdo, para o primeiro
modo, uma malha 6x6 pode ser aceitavel. Contudo,
Bode -se notar uma tendéncia de convergéncia para o

elementar do DKT ou DST, cujas formas explicita%”%esmo modo s6 a partir da utilizagdo de umahanal

podem ser encontradas em VIANA[20].

J& a matri\, , Equacéo (1), é dada por:

— 2
A = Ke—w" Mg

Ke , M, sdo as matrizes de rigidez e de mass

Em muitos trabalhos tais como PETYT[23]
. sugerem que a discretizagdo recomendada esti
Exemplos Numericos correlacionada com a razdo entre o tamanho do

Neste item s&o apresentados alguns exempl@gemento e o comprimento de onda da freqiiéncia
numéricos a fim de investigar tanto o desempenh@atural a ser analisada.
quanto a aplicabilidade da presente formulagdo. Os Na tabela 2 estéo apresentados algumas freqiiéncias
exemplos sdo analisados de forma a se determinar @gturais para a relacdo VvAo-espessura =so
frequiéncias naturais das placas levando-se em osntadesprezando-se a rotag&o por inércia.
efeitos dos parametros mecanicos, geometricos e @onvém notar que apenas as analises com o modelo
modelos linear e pseudoconsistente para conce@;ao gseudoconsistente sdo apresentadas na tabelgu ja
matriz de massa de translagéo. Convém notar que dugos modelos lineares requer a eliminacdo das liahas
relagcbes véo/espessura para as placas séo armlisagiflunas de zeros, que surgem na matriz de massa,
em conjunto com utilizagdo de dois tipos prefe@ici quando as contribuicdes da inércia de rotacdo s&o
de orientacdo das malhas. Convém que os resultadgssprezadas. Existem técnicas para lidar com a
em marcados com (*) implica em desconsideracéo ddliminacdo de zeros indesejados nas matrizes dos

inércia de rotacéo, (L) modelo linear e (P) modelasistemas algébricos, contudo, neste trabalho cgeou-
pseudoconsistente. Os resultados sdo mostrados @@ no implementa-las.

funcéo de formas adimensionalizadas de freqiiéncias A partir da tabela 3 pode-se notar que os erros
circulares incorporando-se a inércia de rotaca@elativos obtidos pela consideragdo ou ndo daimérc

f.= a)caz /ph/D e fo= a)saz |ph/ D quando esse de rotagcdo sao um pouco mais severos, nos ressiltado
o ~ do DKT, principalmente nos modos mais altos, até
efeito é ignorado. Nesses casosy.(w,) sdo as o .

. i i mesmo para caso de uma rigidez relativa eleva@® de
freqiiéncias circulares dadas em rad/s; a € o lado gconforme indica tabela 3 para o caso estatico onde
placa; o, a densidadeh, a espessura; eD, 0 gfeito de deformacdo por cortante tem influéncia
modulo de rigidez da placa. Os valores analiticosecundaria). Ja4 na tabela 3, estdo indicados os err



relativos para o modelo pseudoconsistente quando
analisadas pelo DKT e o DST, na malha mais rica, Tabela 4: Frequéncias adimensionalizadfs) (

30x30.

Lik =50 Malha Malha Malha Malha Malha
Modo dxd fxd 58 12212 30030
i DET(EI* | 30,34 30,03 30,08 70,01 75,06
. . ) . 8%  [DsT®)T | 2027 20,02 29,01 25,03 78,57
Tabela I: Fregiiéncias adimensionalizadfs)( 5 |DERE | 10723 | Jog0l | J0ne7 | Jodev | 1oael
(1022 |[psT@® | 11670 | 107,54 107,14 104,13 101,08
10 DET(EI™ | 280,87 | 102,76 | 205,78 | 205,87 | 20069
Vi PO | Anm | de M | W | e (1505 [DEST@)* | 39005 | 19,47 | 203,02 | 20L60 | 19405
30 DET(E)* | 507,94 | 657,05 | 52517 | 536,58 | 506,30
DETL) | 2425 20,40 20,10 18,00 19,70 @984) | DET(R)T | 81643 | 637,90 518,06 523,13 400,66
1 DETE) | 2040 20,03 16,00 10,81 10,75 50 DXTE)* 104502 | 10760 | 830,00 | 77726
19,74 [DST@) | 24,24 20,40 20,10 10,50 10,76 DSTE” - Toa7ds | 17262 | ao000 747,95
DST®) | 2039 20,03 10,80 10,50 10,74 166 TETER = 777500 | 145488 | 1330,08
. DET(E) | 132,99 11802 100,73 105,57 00,42 DST(E)” = 217586 | 143503 | 143040
5 DETE) | 113,02 107,93 10422 102,22 00,05
©8.67 |DST@) | 13218 | 11777 100,51 105,37 00,22
DST®) | 112,87 | 107,73 104,04 101,04 08,56 A . . .
DETL) | 405040 | 222,02 30L04 182,64 | 16006 Tabela 5: FreqUiéncias adimensionalizadfs (
10 DET(E) | 281,94 102,53 154,14 175,40 16860
DST(L) | 405128 | 271,13 200,491 182,01 160,38
(167.78) [DST@) | 28203 | 192,01 183,50 174035 | 16533 e T T T T T
» DET(I) | 807524 | 641514 584,13 541,01 437,60 Moda Vi P 5s e o0
30 DETE) | 646,05 654,53 507,47 985,06 | 45021 TR A o BT o T
DST(L) | 806439 | 0641513 570,08 530,33 434,00 1 e T - — e e
@44.13) [psT) | 647,82 654,75 405,06 470,01 446,51 (2§ 9 [DSTA) 0.2 S0Er 5877 5607 EIVE
DET(E) 5596,67 7762,59 034,79 73824 : DRI s e stk e o
50 DET(E) 1057,04 109456 510,25 73800 £ - L 4 -
DET) = 51178 BT ] 2T < DET(L) | 13508 | 133,33 115,45 107,02 102,52
(72048) [DST@®) - 1038,14 1007.28 501,83 728,08 > DETE) | H70 107,81 107,49 104,51 102,44
Ml e e | e pE e me b ns e s
e gﬁiﬁj — ffﬁﬁo ﬁ;;‘;?‘;fﬁ} ;’}‘Zgjﬁ DETL) | 2.537,08 | 237,30 | 219,30 710,43 701,50
(1431,08) [ DST(P) = B 101208 1432.65 | 144461 10 DET(R) 288,74 102,17 205,16 203,24 200,07
(199.9) |DST@) | 2.53820 | 22523 | 21757 208,00 108,73
DST(P) | 28806 | 10084 | 203,33 201,00 107,47
DETL) | 707340 | 40108 | 60016 576,77 511,23
30 DETE] | 76788 | 640,14 522,60 532,30 502,43
(4984) |DST(L) | 711308 | 401323 386,37 362,79 405,13
Tabela 2: Fregliiéncias adimensionalizadfg ( DST() | 70560 | 65108 | 5497 | 5640 | 497,30
DET(L) 57500 | 486516 047,06 780,50
DET(E) 1024,80 | 1003,71 525,04 767,53
Lih=80 Malha Malha Malha Malba Mealha 50 DST(L) _— 5307.23 4566, 54 075,12 758,05
Mode 4xd txf B8 12212 30x30 DSTD) 102600 | 100548 501,00 730,50
1 DLIYE)™* 2040 2003 19,91 19,81 19,73 100 DKL) 7586,45 1732,91 157266
157 [DST@™ | 2030 20,03 16,90 10,80 10,74 DETE) 2054,15 | 145772 | 146490
5 DET(E* | 115,10 108,01 104,30 104,28 99,11 DSTL)" 727,00 | l6i067 | 1439,78
(9867 [ DST@™| 115,94 107,82 104,11 104,10 0802 DST(P) 060,51 | 1414,05 | 130400
10 | DKIvE)™ | 282,57 192,76 15436 175,60 160,05
(167,73) [DST(E)™ | 382,40 102,24 183,41 175,14 168,51
30 | DEIE* | 65030 657,05 460,02 454,60 | 434,53 ,
. R BE IE EE . 3E Convém ressaltar novamente que os valores
sa TDRTEF] 104502 | 10051 | 81432 | 741,82 analiticos das tabelas 4 e 5 s&o as solugbesqiaia t
72043) [ DSTE@)” 104617 | 110312 | 805,64 731,57 . - . ~
o0 | DETE" T024.07 | 193030 | 140101 vibracdo de placas onde os efeitos de deformacéo po
(1431,09) [ DST@)" 1032,04 | 1443,25 | 145690

Tabela 3: Diferencas relativas (inércia rotatoria)

Modo Elemento oI k2 EG =100%1F - £, £,

1 DKT 1075 1973 0,00
DST 19,74 19,74 9,00

5 DET 90,11 99,05 -0,86
DET 2892 05,86 -0,06

10 DET 169,08 168,90 -0,11
DST 168,51 168,33 -0,11

30 DET 451,53 450,21 -0,29
LDST 447,78 446,51 -0,28

50 DET 741,62 738,00 =048
DET 731,37 728,08 =045

100 DKET 140591 147778 -0,95
DET 1456,90 144461 -0, 84

Placa quadrada engastada-apoiada

cortante e inércia de rotacdo sdo desprezados.

Além disso, apenas os modos 1, 2, 5, 10 e 30 estédo
explicitamente mostrados em LEISSA [22]. Os
resultados da tabela 4 e 5 conduzem a comportamento
similar ao exemplo da placa simplesmente apoiada,
contudo, as diferencas entre o DKT e o DST tornam
mais evidentes devido a atuacdo mais efetiva da
deformagédo por cortante, ja que a rigidez relafia
reduzida de 80 para 50.

Na tabela 6, consta os erros referentes a difareng
entre o modelo considera a rotagdo por inércia, € 0
modelo ndo considerando, tendo a configuracdo da
malha 30x30.

A partir da tabela 3 e 6 pode-se notar
comportamento similar ao da placa simplesmente

Neste exemplo tem-se intencdo de estudar tanto @poiada, mesmo que tenha sido reduzida a relagao
efeitos da deformacédo por cortante combinado com oh/L de 80 para 50. Os maiores erros relativos obtidos
sem os da inércia de rota¢do. Para tanto, tomomae pela consideracdo ou ndo da inércia de rotagcaarsdo

relagdo menor que o exercicio anterior, atribuiselo- pouco mais severos, nos resultados do DST.

L/h=50. Na tabelas 4 e 5 sdo apresentadas
respectivamente  algumas  freqiéncias naturais
adimensionalizadas obtidos com o DKT e DST sem e
com a incorporacao da rotacao por inércia.
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