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Resumo: O foco deste trabalho está direcionado 
para análise vibratória de placas utilizando-se tanto o 
elemento finito DST (Discrete Shear Triangle), que 
leva em conta o efeito da deformação transversa por 
cortante, quanto o elemento finito DKT (Discrete 
Kirchhoff Triangle) onde esse efeito é desprezado.  
Outro aspecto abordado neste trabalho é a aplicação 
de duas estratégias (linear e pseudoconsistente) para 
compor funções de forma para os deslocamentos ao 
longo do domínio do elemento. Exemplos numéricos 
cobrindo vários aspectos tais como: geometria, 
condições de contorno e carregamentos, que podem 
influenciar o desempenho das estruturas matemáticas 
utilizadas nas formulações desses elementos tanto na 
análise estática quanto na vibratória, são 
apresentados. A partir desses estudos, apontam-se 
potenciais intervalos de relações geométricas e 
mecânicas em que a negligência dos fenômenos de 
deformação por cortante e/ou inércia de rotação 
combinadas com a estratégia de aproximação da 
função de forma dos deslocamentos transversais no 
domínio podem comprometer a resposta numérica 
face ao comportamento físico da placa. 
 

Palavras-chave: MEF, Placas, Vibração, DST, 
DKT. 
 

Introdução 
Uma das áreas de estudo mais importantes da 

mecânica dos sólidos é sem dúvida a elastodinâmica. A 
pesquisa nesta área não é recente, existindo registros 
de investigações já no século XIX, de forma que os 
principais teoremas e princípios foram estabelecidos 
basicamente até a primeira metade do século XX, e 
equações para muitos problemas dinâmicos transientes 
e permanentes, formuladas tanto no domínio do tempo 
quanto no domínio transformado, foram 
disponibilizadas nesse período. Contudo, a obtenção 
de soluções analíticas para essa classe de equações são 
extremamente difíceis e restritas a casos particulares de 
geometria, carregamentos, etc. 

Como alternativa, soluções aproximadas foram 
propostas nesse período, empregando-se técnicas 
numéricas, que geralmente conduzem a manipulação 
de um grande número de operações algébricas, o que 
limitava sensivelmente esta estratégia de solução até 
então. Só a partir da década de 1960 com a evolução 
dos computadores, as técnicas numéricas tornaram-se 
uma ferramenta viável na busca de soluções das 
equações governantes de muitos problemas.   

Dentre essas técnicas tem-se o Método dos 
Elementos finitos (MEF) e Método dos Elementos de 
Contorno (MEC). No primeiro caso, o MEF é um 
método de cálculo a partir da discretização do meio 
contínuo, de maneira que o sólido é subdividido em 
um número finito de partes, denominados de 
“Elementos”, conectados entre si por intermédio de 
pontos discretos, chamados de “Nós”. Nota-se que a 
escolha correta do tipo e tamanho dos “Elementos” 
depende das propriedades do problema em questão, e 
tem papel preponderante na análise. 

Segundo CLOUGH & WILSON [1] a análise 
estrutural anteriormente a 1952 estava restrita à 
discretização do contínuo via elementos conectados a 
dois pontos no espaço. Os problemas de membrana e 
flexão de placas eram modelados até então explorando 
analogias de “grelhas” propostas por 
HRENNIKOFF[2] e McHENRY [3]. Contudo, tais 
analogias são em geral restritas a geometrias 
retangulares, de forma que outras técnicas de análise 
foram propostas para lidar com problemas de 
geometria mais complexos, sendo que os primeiros 
passos da versão atual MEF foram publicados 
principalmente nos últimos cinco anos da década de 
1950.  

A designação de Método dos Elementos Finitos foi 
cunhada por CLOUGH [4] em um artigo sobre análise 
de estados planos de tensão. O trabalho pioneiro do 
MEF aplicado a problemas de placas foi apresentado 
por TOCHER [5], contudo, esse elemento finito 
triangular proposto conduzia a respostas mais flexíveis 
(maiores) que as soluções analíticas disponíveis para o 
modelo. Além disso, a convergência para a resposta 
analítica não era obtida à medida que se enriquecia a 
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malha. Três anos depois, CLOUGH & TOCHER[6] 
apresentaram um novo elemento finito triangular em 
que, dentre outros aspectos, a compatibilidade de 
rotações e deslocamentos entre os lados de elementos 
contíguos eram garantidas, a partir de funções de 
formas propostas por Hsieh, o que levou esse elemento 
finito a ser denominado de HCT (Hsieh, Clough, 
Tocher).  

Após essas primeiras propostas de elementos de 
placas, várias outras técnicas e formulações se 
sucederam nas últimas quatro décadas tanto 
envolvendo elementos de geometria triangular quanto 
quadrangulares conforme apontada a literatura [7-14] e 
outros.   

Dentre essas técnicas, as mais importantes 
contribuições para os elementos triangulares com três 
nós funcionais posicionados nos vértices são: a) 
Elemento DKT (Discrete Kirchoff Theory), BATOZ et 
al. [15]; b) conjunto explícito de funções de formas 
para componentes covariantes das distorções 
transversas BATHE & DVORKIN [8]; c) modelo de 
tensão híbrida PIAN & WANG [16]; d) elemento DST 
(Discrete Shear Triangle), BATOZ & LARDEUR 
[17]; e e) termos de correção de cisalhamento para as 
distorções KABIR [11]. 

Na literatura existem várias técnicas analíticas e 
aproximadas, incluindo o MEF, para problemas de 
vibração de placas. Recomenda-se a consulta, pelo 
menos, ao trabalho de MACKERLE [18] para acesso a 
referências associadas a diversos assuntos de estruturas 
laminares, já que é um estudo de revisão com mais de 
350 artigos para vibração de placas e cascas no 
período de 1994 a 1998. 
 

Representação Matemática da Placa 
Para o estabelecimento das equações governantes 

da placa, é necessário admissão de hipóteses do 
modelo de comportamento desse componente 
estrutural. Dentre os diversos modelos para placas, os 
mais populares são a Teoria Clássica de Placas (TCP) 
KIRCHHOFF [19] e a Teoria de Placas de Reissner-
Mindlin.  

Neste trabalho serão utilizados dois elementos 
finitos para discretização do radiê. O primeiro é 
conhecido na literatura por DST (Discrete Shear 
Triangle) proposto originalmente por LARDEUR & 
BATOZ [17], baseadas no modelo de Reissner-
Mindlin e as seguintes hipóteses: a) as rotações das 
seções variam quadraticamente sobre o domínio do 
elemento; b) o deslocamento vertical varia 
cubicamente ao longo dos lados; c) A rotação normal 
da seção varia linearmente ao longo do lado do 
elemento; d) material homogêneo, isótropo e 
elastolinear; e) campos pequenos de deslocamentos, 
rotações e deformações.  

O DST possui nove graus de liberdade sendo duas 
rotações e uma translação por nó, vide Fig. 1, e sua 

formulação matemática contempla as hipóteses da 
teoria de flexão de placas de Reissner-Mindlin, de 
forma que ele tem capacidade de capturar os efeitos de 
índices de rigidezes relativas (vão/espessura) no 
comportamento da placa. O segundo elemento de 
placas a ser utilizado é o bem conhecido DKT 
(Discrete Kirchhoff Triangle), foi originalmente 
apresentado por Stricklin apud [15], onde a principal 
hipótese que distingue o DST do DKT, é que no último 
é imposta de modo discreto (pontual) nos nós 
funcionais dos vértices e do meio dos lados, a nulidade 
das distorções ao longo da espessura, conduzindo o 
elemento à supressão da deformação por cortante. 

 
Figura l: Graus de liberdade finais do DKT e DST. 

 
Segundo LARDEUR & BATOZ [17], o DKT pode 

ser considerado uma forma degenerada do DST. De 
fato, VIANA[20], mostra explicitamente as alterações 
na matriz de rigidez do DST para se obter a forma 
exata da matriz de rigidez do DKT. Embora a 
construção da matriz de rigidez dos elementos DKT e 
DST não requeira a interpolação dos deslocamentos 
transversais no domínio do elemento, para o cálculo do 
vetor nodal equivalente e da massa de matriz, tal 
interpolação é vital. Diversos trabalhos, tais como 
BATOZ et al. [17] têm assumido uma aproximação 
linear para os deslocamentos transversais de domínio, 
o que é inconsistente com a adoção de variação cúbica 
desses mesmos deslocamentos ao longo dos lados. 
Para remediar parcialmente esse problema, 
SYDENSTRICKER et. al.[14] propuseram um modelo 
chamado de Pseudoconsistente para os elementos DKT 
e DST, onde os deslocamentos transversais são 
interpolados por uma função cúbica ao longo do 
domínio. Além disso, eles apresentaram o vetor nodal 
equivalente e matriz de massa, gerados implicitamente 
via integrações numéricas. Já em VIANA[20], os 
cálculos, que geraram esses vetores a partir do modelo 
Pseudoconsistente, foram apresentados as formas 
explícitas (gerados por integração analítica). No 
presente trabalho, a geração do sistema algébrico do 
radiê será obtido usando os elementos de finitos de 
DKT e DST incorporando os modelos Linear e 
Pseudoconsistente para geração do vetor nodal 
equivalente e a matriz de massa.  

A equação de movimento algébrica do MEF para 
uma fundação de máquina em regime harmônico, 
desprezando-se os efeitos viscosos, para um único 
elemento finito é dada por: 
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~~~
eee FUA =                        (1) 

 

onde 
~~

, ee FU  são os vetores de deslocamento e 

forças externas associados aos nós funcionais de um 
único elemento finito de placas.  

Os vetores na Equação (1) são escritos como: 
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onde { }ixixW 211 φφ  são o deslocamento vertical 

e as duas rotações nas direções ),( 21 xx  no primeiro 

nó, vide Figura 1; { }ixix MMF 211  são as ações 

aplicadas no primeiro nó constituídas da força vertical 
e os dois momentos  nas direções ),( 21 xx . 

Já  a matriz
~
eA , Equação (1), é dada por: 
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~~
eee MKA ω−=  

 
onde ω  é a freqüência da fonte excitadora; 

~
eK ,

~
eM  são as  matrizes  de rigidez  e de massa 

elementar do DKT ou DST, cujas formas explícitas 
podem ser encontradas em VIANA[20]. 
 

Exemplos Numéricos 
 Neste item são apresentados alguns exemplos 
numéricos a fim de investigar tanto o desempenho 
quanto a aplicabilidade da presente formulação. Os 
exemplos são analisados de forma a se determinar as 
freqüências naturais das placas levando-se em conta os 
efeitos dos parâmetros mecânicos, geométricos e os 
modelos linear e pseudoconsistente para concepção da 
matriz de massa de translação. Convém notar que duas 
relações vão/espessura para as placas são analisadas 
em conjunto com utilização de dois tipos preferências 
de orientação das malhas. Convém que os resultados 
em marcados com (*) implica em desconsideração da 
inércia de rotação, (L) modelo linear e (P) modelo 
pseudoconsistente. Os resultados são mostrados em 
função de formas adimensionalizadas de freqüências 
circulares incorporando-se a inércia de rotação 

Dhaf cc /2 ρω=  e Dhaf ss /2 ρω=  quando esse 

efeito é ignorado. Nesses casos, ( sc ωω , ) são as 

freqüências circulares dadas em rad/s; a é o lado da 
placa; ρ , a densidade; h , a espessura; e, D , o 

módulo de rigidez da placa. Os valores analíticos 

indicados nas tabelas 1, 2, 4 e 5 podem ser encontrados 
em SOEBEL[21] e em LEISSA [22].  
 Esses valores analíticos são soluções do 
autosistema correspondente ao modelo de placas onde 
são desprezadas a deformação transversal por cortante 
e a inércia de rotação. 
 

Placa quadrada simplesmente 
apoiada 
 Neste exemplo tem-se uma placa quadrada 
simplesmente apoiada. Nas tabelas 1 e 2 são 
apresentadas respectivamente algumas freqüências 
naturais adimensionalizadas obtidos com o DKT e 
DST com e sem a incorporação da rotação por inércia.  
 A partir dos valores da tabela 1 percebem-se 
diferenças significativas para os pares de freqüências 
naturais obtidas utilizando-se os modelos linear e 
pseudoconsistente para formar a matriz de massa da 
placa simplesmente apoiada.  
 Tais diferenças tornam-se ainda mais severas para 
os modos mais altos, sendo que os resultados do 
modelo pseudoconsistente são mais estáveis. 
 Examinando-se os valores da tabela 1 pode-se 
também notar que a discretização mais indicada para 
as análises depende do valor da freqüência a ser 
calculada. Isto é, quanto maior for a freqüência, mais 
enriquecida deve ser a malha.  
 No caso do exemplo em discussão, para o primeiro 
modo, uma malha 6x6 pode ser aceitável. Contudo, 
pode-se notar uma tendência de convergência para o 
trigésimo modo só a partir da utilização de uma malha 
8x8.  
 Em muitos trabalhos tais como PETYT[23] 
sugerem que a discretização recomendada está 
correlacionada com a razão entre o tamanho do 
elemento e o comprimento de onda da freqüência 
natural a ser analisada.  
 Na tabela 2 estão apresentados algumas freqüências 
naturais para a relação vão-espessura 80/ =hL  
desprezando-se a rotação por inércia. 
Convém notar que apenas as análises com o modelo 
pseudoconsistente são apresentadas na tabela 2, já que 
nos modelos lineares requer a eliminação das linhas e 
colunas de zeros, que surgem na matriz de massa, 
quando as contribuições da inércia de rotação são 
desprezadas. Existem técnicas para lidar com a 
eliminação de zeros indesejados nas matrizes dos 
sistemas algébricos, contudo, neste trabalho optou-se 
por não implementá-las.  
 A partir da tabela 3 pode-se notar que os erros 
relativos obtidos pela consideração ou não da inércia 
de rotação são um pouco mais severos, nos resultados 
do DKT, principalmente nos modos mais altos, até 
mesmo para caso de uma rigidez relativa elevada de 80 
(conforme indica tabela 3 para o caso estático onde 
efeito de deformação por cortante tem influência 
secundária). Já na tabela 3, estão indicados os erros 
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relativos para o modelo pseudoconsistente quando 
analisadas pelo DKT e o DST, na malha mais rica, 
30x30. 
 

Tabela l: Freqüências adimensionalizadas (cf ). 

  

  
 

Tabela 2: Freqüências adimensionalizadas (sf ) 

 

 

Tabela 3: Diferenças relativas (inércia rotatória) 

 
 

Placa quadrada engastada-apoiada 
 Neste exemplo tem-se intenção de estudar tanto os 
efeitos da deformação por cortante combinado com ou 
sem os da inércia de rotação. Para tanto, tomou-se uma 
relação menor que o exercício anterior, atribuindo-se 

50/ =hL . Na tabelas 4 e 5 são apresentadas 
respectivamente algumas freqüências naturais 
adimensionalizadas obtidos com o DKT e DST sem e 
com a incorporação da rotação por inércia. 

 
Tabela 4: Freqüências adimensionalizadas (sf ). 

 
 

Tabela 5: Freqüências adimensionalizadas (cf ). 

 

 
 
 Convém ressaltar novamente que os valores 
analíticos das tabelas 4 e 5 são as soluções para teoria 
vibração de placas onde os efeitos de deformação por 
cortante e inércia de rotação são desprezados.  
 Além disso, apenas os modos 1, 2, 5, 10 e 30 estão 
explicitamente mostrados em LEISSA [22]. Os 
resultados da tabela 4 e 5 conduzem a comportamento 
similar ao exemplo da placa simplesmente apoiada, 
contudo, as diferenças entre o DKT e o DST tornam 
mais evidentes devido a atuação mais efetiva da 
deformação por cortante, já que a rigidez relativa foi 
reduzida de 80 para 50.  
 Na tabela 6, consta os erros referentes a diferença 
entre o modelo considera a rotação por inércia, e o 
modelo não considerando, tendo a configuração da 
malha 30x30. 
 A partir da tabela 3 e 6 pode-se notar 
comportamento similar ao da placa simplesmente 
apoiada, mesmo que tenha sido reduzida a relação 

Lh /  de 80 para 50. Os maiores erros relativos obtidos 
pela consideração ou não da inércia de rotação são um 
pouco mais severos, nos resultados do DST. 
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Tabela 3: Diferenças relativas 

  

Conclusões 
 Neste trabalho foi apresentado um estudo para 
análise vibratória de placas, utilizando-se os elementos 
finitos DKT e DST que foram formulados nas décadas 
de 1970 e 1980, respectivamente desprezando-se ou 
incorporando-se os efeitos de deformação por cortante 
nas suas estruturas matemáticas. Exemplos numéricos 
cobrindo vários aspectos tais como: espessura, 
condições de contorno e carregamentos foram 
analisados. Os resultados sugerem que: 
 a) As freqüências associadas a modos mais baixos 
podem ser aceitavelmente analisadas com malhas mais 
pobres, no entanto, as freqüências dos modos 
superiores requerem necessariamente discretizações 
mais enriquecidas;  
 b) O efeito da deformação por cortante pode 
tornar-se mais crítica nas rigidezes relativas mais 
baixas, contudo podem não ser os mesmos limites 
dados no caso estático;  
 c) O efeito da rotação de inércia torna-se mais 
importante nos casos de freqüências associadas aos 
modos superiores;  
 d) O modelo pseudoconsistente mostra-se ser mais 
robusto e mais estável para formação da matriz de 
massa que o linear. Além disso, diferentemente do caso 
estático, existiram diferenças de respostas em ambos 
os modelos indiferentemente do tipo de vinculação 
utilizado. 
 Alguns trabalhos podem ser direcionados a partir 
do estudo feito neste artigo e em VIANA[20], como 
por exemplo, a análise de fundações de máquinas, 
tendo placas como componente, inserindo na análise 
do solo, o método dos elementos de contorno, 
posteriormente realizando o acoplamento MEC-MEF. 
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