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Resumo: Em geral, o emprego da teoria de 
Timoshenko na concepção do modelo de vigas 
submetidas a carregamentos dinâmicos traz, como 
conseqüência, resultados mais consistentes do que os 
obtidos com o modelo de viga de Euler-Bernoulli. 
Especialmente quando se trata de elevados valores de 
freqüência de excitação ou menores razões de aspecto 
na viga. Métodos numéricos como os de elementos 
finitos e elementos de contorno têm sido utilizados em 
análises desse tipo. No entanto, a solução de tais 
problemas por meio de elementos de contorno é muito 
dependente da disponibilidade ou deduzibilidade das 
chamadas soluções fundamentais. No presente 
trabalho, uma aplicação específica da teoria de 
Timoshenko a uma viga apoiada sobre uma base 
elástica, representando, nesse contexto, uma fundação 
ou tipo de amortecimento, exige alterações na 
equação diferencial governante da deflexão, bem 
como na solução fundamental do sistema de equações, 
representado no domínio de Laplace. Dessa forma, os 
valores desconhecidos dos contornos podem ser 
determinados (método de elementos de contorno). Em 
conseqüência disso, os valores de rotação e deflexão 
também podem ser obtidos em pontos arbitrários ao 
longo do vão da viga.  
 
Palavras-chave: Viga de Timoshenko, Método 
de elemento de contorno, Base elástica, Domínio de 
Laplace. 
 
Introdução 
 O modelo proposto por Timoshenko para vigas é, 
em determinadas situações, bem mais próximo da 
realidade do que aquele advindo da teoria de Euler-
Bernoulli [11]. Tal “refinamento” se deve a 
contribuição do efeito do cisalhamento no 
comportamento desses corpos (deslocamentos e 
rotações), verificado em vigas sob a ação de 
carregamentos quaisquer, principalmente nos casos 
com moderadas razões de aspecto (relação entre o 

comprimento da viga e a altura de sua seção 
transversal).  
 Outra vantagem do referido modelo se dá em 
análises dinâmicas, que são essenciais para a 
determinação das freqüências naturais, e faixas de 
ressonância em projetos de vigas e eixos. Nesse 
contexto o destaque se dá devido a natureza 
hiperbólica das equações, em contraponto à 
característica elíptica da viga de Euler-Bernoulli [7]. 
 A solução das equações constituintes do modelo de 
Timoshenko é, para casos muito restritos, obtida na 
literatura especializada por métodos analíticos 
[1,3,4,13]. Quando esses métodos não atendem às 
condições impostas pelo problema, faz-se uso de 
métodos numéricos [9,10,5]. Nesse ultimo, o método 
de elementos finitos (MEF) é mais freqüentemente 
aplicado. 
 Nos últimos anos, o método de elementos de 
contorno (MEC) têm sido uma opção cada vez mais 
aplicável na solução de problemas de engenharia, 
sendo então uma alternativa ao uso do já consolidado 
MEF. Para a viga de Euler-Bernoulli, Providakis e 
Beskos [2] foram os primeiros a aplicar o MEC em 
problemas de vibração devido a flexão forçada. Antes 
[5] desenvolveu, também via MEC, a solução para o 
problema de flexão estática utilizando o modelo de 
Timoshenko e, recentemente, para problemas 
dinâmicos avaliados no domínio de Laplace e da 
freqüência [6].            
 Diante desse contexto, o presente trabalho se 
propõe a aplicar o método de elemento de contorno na 
solução do clássico problema da viga de Timoshenko 
sobre uma base elástica [8], a fim de avaliar a 
influência da rigidez da fundação no deslocamento, 
rotação e freqüências ressonantes da viga em questão. 
Para isso, o problema foi avaliado no domínio de 
Laplace e posteriormente no domínio da freqüência 
para simplificar a dedução das equações fundamentais, 
necessariamente reformuladas devido à inserção do 
termo de rigidez nas equações que constituem o 
modelo de avaliado.  



2 

 Necessitou-se também restringir a magnitude da 
rigidez da fundação elástica para um valor elevado em 
relação ao utilizado na literatura, a fim de se evitar 
resultados na forma de números complexos. 
       
Equações governantes 
 Quando submetidas a carregamentos estáticos ou 
dinâmicos, as vigas se deformam devido a deflexão e 
rotação. No modelo proposto por Euler-Bernoulli a 
parcela dessa rotação devido ao cisalhamento γ não é 
considerada, uma vez que uma de suas hipóteses é a 
perpendicularidade da seção transversal à linha neutra 
em todos os pontos da viga durante a flexão. A 
contribuição da rotação devido ao cisalhamento γ é 
considerada no modelo proposto por Timoshenko [1] 
na forma: 

( ) ( ) ( )
,

, ,
u x t

x t x t
x

ϕ γ
∂

= − +
∂

                                     (1) 

Assim, substituindo a equação 1 na relação elementar 
do esforço cortante (equação 3) e considerando a 
equação 2 para o momento fletor, tem-se:     

( ) ( ),
,

x t
M x t EI

x
ϕ∂

=
∂

                                              (2) 

( ) ( ) ( )
,

, ,
u x t

V x t GA GA x t
x

κ γ κ ϕ
∂⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

             (3) 

Onde EI é a rigidez de flexão da viga, A a área da 
seção transversal, G o módulo de elasticidade 
transversal e κ é o fator de correção de cisalhamento, 
necessário para converter a distribuição de tensão de 
cisalhamento na seção transversal em  um valor médio.  

 

  

 

 

Figura l: Ilustração da viga sobre base elástica 

 Considerando o equilíbrio dinâmico na direção z 
realizado na viga ilustrada na figura 1, tem-se as 
seguintes equações que regem o problema proposto: 
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             (5) 

Onde q(x,t) e m(x,t) são, respectivamente, o 
carregamento e momento fletor dinâmicos distribuídos 
ao longo da viga. O parâmetro K é a rigidez da base 
elástica (figura 1).  

 Substituindo as relações (2) e (3) nas equações que 
regem o modelo proposto chega-se ao sistema 
acoplado de equações.  
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u x t q x t
x t m x tϕ
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Onde: 
2 2
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Tendo em vista a necessidade de suprimir a 
dependência do tempo nas equações 4 e 5, convem 
utilizar a técnica da trasformada de Laplace com 
respeito ao tempo. Dessa forma 

2
2

2

2
2

2

s

GA As K GA
xx

GA EI GA Is
x x

κ ρ κ

κ κ ρ

⎡ ⎤∂ ∂
− +⎢ ⎥∂∂⎢ ⎥=

⎢ ⎥∂ ∂
− − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

B  

(7) 

 No presente trabalho a análise dinâmica da viga é 
desenvolvida também no domínio da frequência, 
considerando que a excitação é harmônica [6]. Em 
função disso s = iω, onde i = -1 e ω é a frequência de 
excitação da viga.   

Solução fundamental 
 Para a teoria de Timoshenko as soluções 
fundamentais são o deslocamento, a rotação, bem 
como as reações de uma viga infinita submetida a uma 
força ou momento pontuais ( ) ( )ˆ ˆq x x xδ= −  e 

( ) ( )ˆ ˆm x x xδ= − , respectivamente, atuando em um 
ponto qualquer x̂  que esteja contido entre os extremos 
0 e L (figura 1). No domínio de Laplace o sistema de 
equações acopladas resulta em: 

( )ˆs x xδ= − −B G I                                                     (8) 

Onde, 
2
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1 2 1 22
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xx
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x x
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Para os quais, 1D GAκ= , 2D EI= , 2
1S Asρ=  e 

2
2S Isρ= . As soluções fundamentais são 

determinadas a partir da relação entre o escalar ψ e a 
matriz de cofatores, tal qual proposto por Hörmander 
[12], logo: 

x 

z 

0 L 
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Dessa forma, 
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Fazendo 
2

2x
λ ∂
=
∂

, e substituindo na equação 15, tem-

se como raízes da equação de segundo grau λ1 e λ2:  
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Onde,  
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 No estudo de Antes et al. [6], verifica-se que 
conforme forem os valores de λ1 e λ2, se terá 
diferentes equações representando ψ. No entanto, na 
referência citada, ∆ é sempre positivo. Isso indica que 
as raízes serão sempre reais. Considerando a inserção 
da base elástica K, nas equações acima, tem-se raízes 
positivas apenas para um elevado valor de K. Para 
valores mais moderados ∆ é negativo, resultando em 
raízes complexas. Dessa forma, o modelo proposto 
fica restrito a situações onde a rigidez da fundação é 
quase infinita. Contudo tal aplicação é também válida, 
uma vez que se verifica nos resultados a forte 
influência dessa rigidez nos deslocamentos e rotações 
da viga analisada.  Assim, substituindo na equação 15 
as raízes λ1 e λ2, (que são positivas) obtidas na 
equação 16 e seguindo a equação 13, tal qual 
detalhado em [6], obtém-se, para uma faixa de 
freqüência entre 1 e 4,5x104 rad/s uma expressão que 
satisfaça à positividade das duas raízes.  

( )
1 2

1 2 1 2 1 2

1
2

r re e
D D
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                     (18) 

e conseqüentemente determina-se G pela relação 11, 
determinando-se por fim as soluções fundamentais do 

deslocamento e rotação para as duas equações 
propostas (equações 4 e 5). 
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                                                                                 (21) 

 
 Utilizando as relações 2 e 3 é possível determinar 
os momentos e cortantes fundamentais para as duas 
equações acopladas. Logo: 
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Formulação da equação integral 
 A equação integral do sistema (6) é obtida 
multiplicando-se por sua integral o ponderador G, que 
é a matriz de soluções fundamentais 
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(26) 

Integrando por partes a equação 26 chega-se em: 
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 Utilizando o efeito de filtragem do delta de Dirac 
( ( )ˆ,x xδ ) e considerando a relação estabelecida na 
equação 8, obtem-se a equação integral dos 
deslocamentos e rotações da viga. 
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Validação numérica 
 Para validar a equação integral obtida (equação 29) 
no modelo da viga sobre base elástica é necessário que 
se faça uma avaliação do método numérico utilizado. 
Desse modo, os resultados obtidos fazendo K = 0 (sem 
base elástica) devem ser suficientemente próximos 
daqueles publicados por Antes et al., 2004 [6] para as 
mesmas condições simuladas. Na tabela 1 estão 
elencados os valores das frequências que provocam 
ressonância para uma excitação armônica pulsante no 
ponto médio do vão de uma viga de aço com 1 m de 
comprimento.  

Tabela 1: Valores de frequência de excitação 
ressonantes para validação de modelo numérico 

Valores de frequencia ω (Hz) 

Antes et al.,2004 Souza e Mendonça 

352,5 352,53 

1076,5 1076,46 

1277,2 1277,23 

2084,9 2084,56 

     

Resultados obtidos 
 Tendo em vista os dados contidos na tabela 1, a 
equação integral desenvolvida neste trabalho resolve, 
com razoável confiabilidade, o problema proposto em 
[6] de maneira que a inserção de K na equação integral 
resulta na equação 30. Na tabela 2 estão disponíveis os 
dados de entrada do presente caso. 

Tabela 2: Dados de entrada do problema proposto 

E = 210 GPa h = b = 0,1 m 

G = 80 GPa L = 1 m 

ρ = 7850 kg/m3 κ = 5/6 

( )ˆ / 2 1000 /q L N m=  K = 1.1 TPa 

Com a elevada rigidez da base elástica se espera que 
os deslocamentos e rotações sejam quase nulos. Isso 
pode ser constatado na figura 2, onde as frequências  
que causam ressonância da viga ilustrada na figura 1 
são comparadas com e sem o termo correspondente a 
fundação elástica K. 

 

     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2: Resonância para a viga apoiada sobre base 
elástica e com vão livre (linha tracejada) 
 
 Verifica-se na figura 2 que, devido a alta rigidez 
utilizada na base elástica, não ocorre ressonância na 
viga apoiada sobre a base elástica (linha cheia), 
quando comparada à viga sem base elástica (linha 
tracejada). Nas figuras 3 a 6 constata-se substancial 
redução das deflexões e rotações nas vigas apoidas em 
base elástica para faixas de frequência distantes 
daquelas que causam ressonância.      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 3: Deflexão de viga para ω de 1500 e 2500 Hz 
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 Figura 4: Rotação de viga para ω de 1500 e 2500 Hz 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5: Deflexão de viga para ω de 4000 e 4500 Hz 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 6: Rotação de viga para ω de 4000 e 4500 Hz 
 

 Para valores de freqüência próximos dos pontos de 
ressonância (figuras 7 e 8) se verificam deslocamentos 
e rotações mais significativos na viga sem o apoio da 
fundação do que os constatados nas figuras 3 a 6. Tal 
situação se dá pela freqüência de excitação imposta 
(300 e 400 Hz), onde a viga pode chegar ao colapso 
devido à ressonância, como visto na figura 2. Já para o 
modelo da viga apoiada sobre a base elástica, verifica-
se a ausência de deflexões e rotações significantes, 
justificada pelo elevado valor da rigidez que se reflete 
na ausência de freqüências que causem ressonância 
(ver figura 2) e por sua vez é conseqüência da 
necessidade de manter os parâmetros das equações 
trabalhadas no conjunto dos números reais (∆ 
positivo), facilitando então a manipulação e obtenção 
dos resultados.         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 7: Deflexão de viga para ω de 300 e 400 Hz 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 8: Rotação de viga para ω de 300 e 400 Hz 
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Conclusão 
No que se refere ao modelo da viga aqui idealizado 

segundo as hipóteses de Timoshenko, verificou-se o já 
esperado. Isto é, que a inserção do termo referente à 
base elástica nas equações que regem seu 
comportamento teve por conseqüência uma importante 
amenização dos deslocamentos e rotações para a faixa 
de freqüência avaliada (1 a 4.5x104 rad/s).  

No que se refere ao método de elementos de 
contorno, nota-se a contribuição aqui presente na 
formulação da equação integral com a admissão do 
termo referente à fundação elástica de maneira a 
adaptar uma situação, já avaliada numericamente por 
Antes et al., 2004, ao método dos elementos de 
contorno. Contudo, nos resultados aqui apresentados 
limitou-se o valor da rigidez da base elástica a um 
número tal (tabela 1) que culminasse em valores reais 
nas raízes da equação 16.  

Para valores de K mais moderados e compatíveis 
com os adotados na literatura, ter-se-iam as variáveis 
λ1 e λ2 obtidas em números complexos, resultando por 
conseqüência em deslocamentos e rotações também 
dados em números complexos, que seriam mais 
difíceis de tratar, bem como de quantificar e comparar 
as referidas incógnitas.  
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