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Resumo

Descreve-se o Teorema de Lemos e Oxley (1999),
o qual garante que, sobre certas condigoes, ao re-
mover arestas de um circuito de um grafo 2-conexo,
0 mesmo continua 2-conexo. O comprimento do cir-
cuito removido pode ser maior do que o que é esti-
pulado no Teorema de Jackson (1985).

Este resultado pode ser utilizado em redes de
computadores com o intuito de minimizar o nimero
de conexoes e, mesmo assim, manter quaisquer dois
computadores conectados por duas conexodes inde-
pendentes.
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Introducao

Em redes de computadores, temos varios computa-
dores interligados entre si por meio de cabos, seria
interessante mantermos estas ligagoes de tal forma
que, caso ocorra uma interrupcao na comunicacao
entre dois deles, exista uma rota alternativa para
reestabelecer esta comunicagao.

Esta mesma situagao pode ser abordada no plane-
jamento de uma cidade, onde cada bairro esta conec-
tado por meio de estradas. Digamos que na estrada
que liga dois bairros exista uma ponte, caso ocorra
um acidente e a ponte nao possa ser utilizada, uma
rota alternativa é necesséaria para manter o trafego
entre estes dois bairros.

Um problema que podera surgir nestas situagoes
sa0 0s custos para construirmos tais sistemas. Sendo
assim, podemos representar estas situagoes por
meio de grafos e utilizar os resultados desta teo-
ria matemadtica para minimizar os custos. No nosso
caso, o Teorema de Lemos e Oxley ird garantir a
existéncia de conexbes que poderiam ser retiradas
sem afetar a propriedade de que dois computadores
fiquem interligados por, pelo menos, duas conexoes
independentes e dois bairros fiquem conectados por,
pelo menos, duas estradas que nao se interceptam.

Antes de falarmos do referido Teorema, bem como
de resultados que o antecederam, vamos a algumas
explicagoes pertinentes.

O que é um grafo?

Um grafo G é um par de conjuntos (V(G), E(G)),
onde V(G) é um conjunto finito e E(G) é um con-
junto composto de pares nao-ordenados de elemen-
tos distintos de V(G). Chamamos V(G) de conjunto
de vértices do grafo G e E(G) de conjunto de arestas

do grafo G.
Podemos representar um grafo por uma
figura. Seja G; um grafo com conjunto de

vértices V(G1) {v1,v2,v3,04,05,06} € con-
junto de arestas F(G7) composto pelos elementos
V102, V1V4, V2U3, V2V4, U2Vs5, V2V6, U3V, V4Us € UsUp, &
Figura 1 é uma representagao para o grafo G;.
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Figura 1: Grafo G;.
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Entendemos por subgrafo de um grafo G, como
sendo um grafo H = (V(H), E(H)) tal que V(H) C
V(G) e E(H) C E(G). O grafo H; com conjunto de
vértices V(Hy) = {v1,v9,v5} C V(G1) e conjunto
de arestas F(H;) = {vavs} C E(G1) é um subgrafo
do grafo G;.

Em um grafo G, o grau de um vértice v, dg(v), é
a quantidade de arestas incidentes neste vértice. No
grafo G1, o vértice vy tem grau dois, dg, (v1) = 2,
pois existem duas arestas incidentes a este vértice,
as arestas v1vg € v1v4.

Caminhos, circuitos e conexidade

Um caminho em um grafo é uma sequéncia de
vértices tal que cada dois vértices em sequéncia de-
vem estar conectados por uma aresta. Um cami-
nho pode ser visto como um tipo especial de sub-
grafo. O grafo C; com V(Cy) = {v1,vq,v4} e
E(Cy) = {viv4,v102} é um caminho no grafo Gy,
representamos C pela sequéncia de vértices vov1vy.
O comprimento de um caminho é a quantidade de
arestas que o caminho possui. Portanto, C; é um
caminho de comprimento 2, pois E(Cy) é um con-
junto com 2 elementos.
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. Se os vértices de um caminho_forem todos dis-
tintos, com excegao dos vértices inicial e terminal,

entao chamamos o caminho de circuito, Em ou-
tras palavras, um circuito é um caminho fechado. O

caminho Co com V(Cs) = {va,vs3,v5,v6} € E(Ca) =
{vav3, V306, V56, V25 } € um circuito de comprimen-
to 4 do grafo G;. O caminho Cy néo é um circuito,
pois possui v9 como vértice inicial, v4 como vértice
terminal e vy # vy.

Sejam G um grafo e C' um circuito de G, G delecao
C, em simbolos G\C, é o subgrafo de G obtido a
partir da delecao das arestas de C' em G. Na Figura
2 temos G delecao Cs.
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Figura 2: G1\Cs.

Um grafo G é conexo se para quaisquer dois de
seus vértices existe um caminho que os liga. Pode-
mos dizer que um grafo conexo é constituido de um
unico pedago. O grafo G7 é um exemplo de grafo
conexo, ja o subgrafo H; de G; nao é um grafo
conexo; no grafo H; nao existe caminho ligando os
vértices v; e vs. Chamamos um grafo que nao é
conexo de desconexo. No caso, H; é um grafo des-
conexo. O grafo G1\C3, apresentado na Figura 2,
também é um exemplo de grafo desconexo.

Seja m um numero inteiro positivo diferente de
zero. FExiste um tipo mais forte de conexidade
chamado de n-conexidade. Dado um grafo conexo
G, se é necessario retirar, no minimo, n vértices
para que este grafo se torne desconexo, entao dize-
mos que G é um grafo n-conero. Atentamos para o
seguinte fato, quando retiramos um vértice de um
grafo, também retiramos as arestas incidentes a este
vértice. Se retirarmos os vértices vo e vg do grafo
G1, o grafo se torna desconexo, Figura 3, ou seja,
o grafo G; é um exemplo de grafo 2-conexo. Mas,
necessitamos tomar cuidado, porque nao sao quais-
quer vértices que devem ser retirados para tornar
um grafo desconexo. No caso de G, se retirarmos
os vértices vy e vz, G1 sem vy e vz continua conexo.
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Figura 3: G1 sem os vértices vy e vg.

Uma outra observacao a ser feita sobre 2-

conexidade é que dados dois vértices quaisquer em
um grafo 2-conexo, existem dois caminhos disjun-
tos ligando estes dois vértices. Esta é a propriedade
que tem relagdo com as situagoes descritas na In-
trodugao.

Circuitos removiveis

Um dos primeiros teoremas na Teoria dos Grafos
que garante a existéncia de um circuito em um grafo,
apenas verificando os graus dos vértices, é o

Teorema 1 (Dirac - 1952) Seja n um nidmero
inteiro. Se G é um grafo com n vértices e dg(v) >

n _ . .
57 para todo vértice v de G, entao G possui um

circuito que passa por todos os vértices do grafo G.

Este resultado também é um dos mais famosos
no que diz respeito em verificar se um determinado

grafo é Hamiltoniano. Um grafo é Hamiltoniano se
possui um circuito que passa por todos os vértices
do grafo.

Mas, e se deletarmos este circuito que o Teorema 1
garante que existe, o grafo continuaria sendo Hamil-

toniano? E justamente uma condicao destas que o
Teorema de Mader garante, isto é, dado um grafo
com uma determinada propriedade, entao, de certa
forma, existe neste grafo um conjunto de arestas que
nao influencia nesta propriedade.

Teorema 2 (Mader - 1974) Seja G um grafo n-
conexo com dg(v) > n+ 2, para todo vértice v de
G. Entdo, existe um circuito C' de G tal que G\C
continua n-conezo.

Na hipdtese do Teorema de Mader nao é a toa
que o grau dos vértices sao maiores ou iguais a n +
2. Quando retiramos o circuito, o grau de alguns
vértices diminuirao em 2, sendo assim, os referidos
vértices ficarao com grau maior ou igual a n, uma
condicao necessaria para o grafo continuar sendo n-
conexo.

Um dos problemas que encontramos no Teorema,
de Mader é que nao ha garantias quanto ao compri-
mento do circuito a ser retirado, desta forma, nao
teremos controle na quantidade de vértices que serao
afetados apés a remocao das arestas do circuito.

Jackson provou um resultado que nos diz a quan-
tidade minima de arestas que serao retiradas, mas
seu resultado é para o caso 2-conexo.

Teorema 3 (Jackson - 1985) Sejam G um grafo
2-conexo, n um inteiro mator ou igual a quatro e
a uma aresta de G. Suponhamos dg(v) > n, para
todo vértice v de G. Entdo, G tem um circuito C,
de comprimento, no minimo, n— 1, tal que a aresta

a nao pertence ao circuito C e G\C' continua 2-
conezo.
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Temos um controle da quantidade minima dos
vértices afetados, pois sabemos o comprimento
minimo do circuito a ser retirado, no caso n — 1.
Este resultado foi o que serviu de inspiragdo para
Lemos e Oxley, pois o Teorema demonstrado por
eles ¢ um aprimoramento do Teorema 3.

Antes de enunciarmos o Teorema de Lemos e Ox-
ley, vamos definir o que é um bloco. Um bloco é um

grafo completo de um ou dois vértices, ou, se tem
pelo menos trés vértice, é um grafo 92-conexo. Na
Figura 4 temos os grafos completos de um e dois
vértices.

Figura 4: Grafos completos.

Teorema 4 (Lemos e Oxley - 1999) Sejam G
um grafo 2-conexo, H um subgrafo, que € um bloco,
de G e n um inteiro maior que trés. Suponhamos
dg(v) > n, para todo vértice v pertencente a
V(G) - V(H). Entao,

1. G\C ¢€ 2-conexo para todo circuito C que €
aresta-disjunta de H; ou

2. G tem um circuito C que € aresta-disjunta de
H tal que G\C' € 2-conexo e, quando n > 5, o
comprimento de C €, no minimo, n + 1.

A primeira melhora notavel é que nem todos os
vértices do grafo precisam ter grau maior ou igual a
n, o segundo aprimoramento relevante surge quando
n é maior ou igual a cinco, porque o comprimento
minimo do circuito que pode ser removido, deixa
de ser n — 1 e passa a ser n + 1. Além disso, caso
tenhamos um resultado que garanta a existéncia de
um circuito de comprimento maior que n + 1 no
grafo e a condicao 1 do Teorema 4 seja vélida, entao
teremos um aprimoramento melhor ainda.

O tnico problema é que o Teorema 4 é um resul-
tado de existéncia, ele garante a existéncia de um
circuito, mas nao nos diz um algoritmo de como en-
contrd-lo, a demonstragao também nao nos da ne-
nhuma idéia, pois é feita por redugao ao absurdo,
supoe-se que o resultado nao é valido e chega-se a
uma contradicao.

Portanto, quando o Teorema de Lemos e Oxley
garante a existéncia de um circuito que pode ser
removido de um grafo 2-conexo sem afetar a sua
2-conexidade, resta desenvolvermos um algoritmo
para determinar tal circuito.

Exemplo

Seja Gy o grafo apresentado na Figura 5. Consi-
deremos o subgrafo Hs de G2 com o seguinte con-
junto de vértices V(Hz) = {u1,v} e conjunto de

arestas F(Hz) = {ujv}. O grafo G, juntamente
com o subgrafo Hs, atende as condi¢oes do Teorema
4. Portanto, existe um circuito de comprimento, no
minimo, 5 que nao intercepta a aresta de Hy e que
ao ser removido, o grafo G5 continua 2-conexo.
Em particular, neste exemplo 0 comprimento

maximo do circuito também é 5. Um circuito de
comprimento 5 que pode ser removido tal que o

grafo G2 continua 2-conexo ¢ o circuito formado pela
seguinte sequéncia de vértices ujuzusustgt.
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Figura 5: Grafo G.
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