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0.1 Introducao

Neste trabalho vamos utilizar os métodos variacionais para determinar solucoes

fracas para um problema do tipo

—Au+u = Mhu+g(z,u), RY

(P)
u € HY(RY)

onde N > 3, com as funcdes h : RN —— R, e g : RN x R — R continuas verificando

as seguintes condigoes:
(i) h € LY(RN) N L°(RY);
(i) Existe Z € LY(RN) N L2(RY) ; Z(z) > 0V z € RY, satisfazendo

lg(z,t)| < Z(2) V (z,t) € RY xR, (1)

e considere A\ o k-ésimo autovalor associado ao problema

—Au+u = Mhu, RY
(Fx)
u € HY(RY),
Além disso, vamos supor que g satisfaz uma das condicoes (g5 ) ou (g5 ), listadas abaixo:

/ G(x,v(z))de — foo quando |[v]| — 0o ; v € Ny, (95)
RN

sendo N,, o auto espago associado a A\, e G(x fo x,7)dT designa a primitiva de

g(z,.).
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E importante ressaltar, que a primeira versdo referente a existéncia de solucio
do problema (P), para Q C R¥ limitado é devido a Lazer, Ahmad e Paul [6]. O que
fizemos foi completar o resultado provado por eles, considerando o dominio como sendo
o RY. Encontrar uma solu¢io fraca para o problema (P) equivale a determinar pontos

criticos do funcional energia associado definido por
¢: H(RY) — R
u — O(u) = %fRN(|Vu|2 + |uf?)dz — 2k [on u?hdr — [ G(x,u)dz.

0.2 Espacgos com Peso

Nesta secao vamos definir espagos com peso e mostrar algumas propriedades

envolvendo tais espacos. Para isto, comegaremos com a seguinte defini¢ao:

Definigao 0.1 Seja h : RY —— (0,+00) uma fungdo mensurdvel e 1 < p < oo.

Definimos o espago LP(RY hdx) como sendo o sequinte conjunto:

LP(RY, hdx) = {f :RY — R mensurdveis ;/ |f(2)]” h(z)de < oo} .
R

N

No que segue denotaremos por

1/2
full = [ 9+ luf)a
1/p
= P hd
= ( [ 1917 nae)

as normas em H'(RY) e LP(RY hdx), respectivamente.
Teorema 0.2 O espaco (LP(RN, hdx), H.prh> com 1 < p < oo € Banach.
Teorema 0.3 Se h € L™®(RY), entdo vale a imersio continua
HY(RY) — LP(RY hdx)
para p € [1,2*] se N > 3.

Teorema 0.4 Se h € L*(RN) N L>(RY), tem-se a imersao compacta

HY(RM) — LP(RY | hdx)

para p € [1,2*) se N > 3.



0.3 Teorema do Ponto de Sela

Para mostrarmos a existéncia de solugao fraca para o problema (P) vamos utilizar

o teorema do ponto de sela de Rabionowitz.

Teorema 0.5 (Ponto de Sela) Seja X =V @ W um espago de Banach, de modo que
dim V < oo, e seja ¢ € CY(X,R) uma aplicagio satisfazendo a condigao de Palais-

Smale. Se D é uma vizinhaca limitada de 0 em V tal que

a:I%%X¢<1{1Vf¢Eb, (2)
entao

¢ = inf max ¢(h(u))

hel’ weD

€ um valor critico de ¢ com ¢ > b, onde
I'={h € C(D,X); h(u)y=u, YV u € dD}.
Preliminares: Definindo o operador linear
Lu =u— \S(u),

segue que

1
O(u) = 3 (L, ) gy vy — G(z,u)dx.

RN

Agora, vamos fixar a seguinte decomposicao ortogonal de X = H(RY),
X=X_X®X,,

onde

XO = N)\k>

X_ - N)\l @ N)\2 @ EB N)\k,1

Xy =Ny, ® Ny, ® ...

Assim, obtemos os seguintes resultados:

Proposigao 0.6 Se u € X, entao (Lu,u)Hl(RN) =0.
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Proposigao 0.7 Se u € X_, entdao existe o > 0 tal que (Lu, u)ppny < —a ull®, ou

seja, L € definido negativo em X _.

Proposicao 0.8 Se u € Xy, entio existe a > 0 tal que (Lu, u) gy > @ ul?, ou

seja, L € definido positivo em X .

Teorema 0.9 Suponha vdlidas as condi¢oes (1) e (g, ). Entao,
(a) ®(u) — —o0 quando ||u|]| — +oo; u € X_.

(b) ®(u) — 400 quando ||u]| — +o0; u € Xo ® X,.

Mostraremos no que segue, que ® satisfaz a condi¢ao (PS), isto é, dada uma

sequeéncia (u,) C H'(RY) com

’

|P(uy)| <c e P (u,) —0

temos que (u,) possui uma subsequéncia convergente.

De fato, sendo
1
(I)(Un) = —(Lun,un)Hl(sz) — / G(.T,Un)d.lf,
2 RN

entao

!

( P

(un)v . (3)

- ‘(Lumv) _/ g(x,un)vdx
RN

Além disso,

1 (w)o| < |0 wn)|| o]

de onde temos

()| < ol ¥ v e HYRY),

para n suficientemente grande, pois

/

O (u,) —0 H@’(un)

— 0

logo,

Hq>’<un) <1.

Agora, nosso proximo passo é mostrar que

Uy, = Pyu, + P_u, + Piu,



é limitada. Observe que

(1) Se v = P,uy,, substituindo em (3) segue

‘q)/(un)PJrun

= ‘(Lun,PJrun) —/ g(x, uy) Pyuydz| .

RN
Note que
(Luy, Pyuy) = (L(P-uy,) + L(Pyuy) + L(Pyuy,), Pruy) = (L(Pruy), Piuy).
Dai, usando o fato de L ser positivo definido em X, temos
(Lttn, Pyun) = (L(Pyuy), Prun) 2 o ||P+Un||2 :
Além disso,

1Pyuall = |@ (un) Pt = | (Lttm, Pyia)| =

/ g(x, up) Pruydz
RN

o que implica,

1Pottnll = | Praall® = | Praall

Do Teorema 3 temos
[Pyt = o || Prun||” = C' || Py,

portanto, ||Pyu,| é limitada.
(77) Usando raciocinio semelhante, considerando v = P_u,, em (3) podemos concluir
que || Pyu,|| € limitada.

Veja que pela ortogonalidade das projegoes temos
lunll® = | Pownll” + [|P-un||* + || Proan ||,

mostrando que (u,,) é limitada.

Sabemos que

/

@(u)v:/]RN(VUVU—I—uv)dx—w/(u)v; u,v e HY(RY)

onde
() = /R N(%zﬁh + G, w))de,



logo
(VCDW)?U)HI(RN) = (U7U>H1(RN) - (vw(u)vv)Hl(RN)
assim,
(vq)(u)aU)Hl(RN) = (u— Vi (u), U)Hl(RN)

e consequentemente,

Vo(u) =u— Vip(u).
Considerando T'(u) = Vi (u) temos

Vo(u) =u—T(u)

portanto,

Vo (u,) = u, — T(uy,)

o que implica,

up = VO(uy,) + T(uy).
Agora, sendo T : H'(RY) — H'(RY) compacto, existe (un,) C (u,) tal que
T'(up,) — u quando nj; — oo,
e usando o fato de que

O (u,) — 0 & H(I)/(un) L0 Vo)l — 0 Vb(u,) — 0,

passando ao limite em

Up; = VO (up,) + T(un,)

encontramos

Up; — u quando n; — o0,

mostrando que ® satisfaz a condigao (PS).

Finalmente, temos que ® € C*(RY,R), ® satisfaz a condigao de Palais-Smale e

usando a Proposicao 9 podemos aplicar o Teorema do Ponto de Sela com
V=X_ W=Xy6 X,

e garantir a existéncia de um ponto critico para ®, isto €, uma solugao fraca do problema

(P). u
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