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Resumo

Dados um reticulado limitado L, um subreticulado
N e uma t—norma 7T, mostramos que é possivel
estender Ty a uma t—norma em L, entretanto esta
extensao nao é unica. Apresentamos exemplos onde
nao é possivel encontrar uma extensao natural, e
exemplos onde esta extensao natural existe. Um
caso interessante desta ultima situacao surge ao i-

dentificarmos o reticulado dos_intervalos IL como
subreticulado do produto L x
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Introducao

Como é bem conhecido, existem duas maneiras de
definir reticulados, uma com estrutura algébrica e a
outra com estrutura de conjunto parcialmente orde-
nado, as quais sao equivalentes.

Entretanto as defini¢coes de morfismos em cada
uma dessas estruturas nao se equivalem. Mais es-
pecificamente, mostramos que todo morfismo de
reticulados definidos algebricamente é um morfismo
de reticulados como conjuntos parcialmente orde-
nados, mas a reciproca nao é verdadeira. Fazermos
aqui uma comparagao entre essas inferéncias.

Em seguida, buscamos explorar o conceito de ex-

tensao de t-normas dada sobre um subreticulado e
exibimos uma maneira geral, mas nao tnica, de pro-

duzir este tipo de extensao.

Reticulado Limitado

Definigao 1.1: Se < é uma ordem parcial sobre
o conjunto L, dizemos que (L, <) é um reticulado
se para todo a,b € L o conjunto {a,b} possuir um
supremo e um infimo.

Se existirem elementos 1 e 0 de L tais que = < 1
e 0 <z paratodoz € L, L = (L, <,1,0) é dito ser
um reticulado limitado.

Exemplo 1.1: O conjunto das partes de um
conjunto X munido da ordem parcial C é um
reticulado limitado.

Exemplo 1.2: (N,<) é um reticulado limitado
inferiormente pelo zero e que nao possui limitante
superior.
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A defini¢do de reticulado limitado como uma es-
trutura algébrica é dada como segue.

Definigcao 1.2: Sejam L um conjunto nao vazio e
A e V duas operagoes bindarias sobre L. Dizemos
que L = (L, A, V) é um reticulado se para quaisquer
z,y,z € L valem as seguintes propriedades:
zAhy=yAzexVy=yVa
(i) (zAyY)ANz=zA(yANz)e(xVy)Vz=2aV(yAz)
(iii) zA (zVy)=zexV(xAy)=x

Se existirem no reticulado L = (L,A,V) ele-
mentos 1 e 0 tais que para todo x € L, tenha-se
xAl=zexV0 =2z dizemos que L = (L, A,V,1,0)
é um reticulado limitado.
onde
um

Exemplo 1.3: I = ([0,1],A,V,1,0),
x Ay = min{z,y} e z Vy = max{z,y} é
reticulado limitado.

Exemplo 1.4: Sejam X um conjunto nao vazio
e P(X) o seu conjunto das partes. Para todo
A,B € P(X) definimos AANB = ANB e
AV B = AUB. Entao X = (P(X),A,V,1,0) é um
reticulado limitado, onde 1 = X ¢ 0 = 0.

Exemplo 1.5: Sejam L = (L,Ar,V5,15,05) e
M = (M,An,Var, 1a,0p) reticulados limitados.

Para (a,b) e (¢,d) elementos do produto L x M
definamos as operagoes

(a,b) A (¢,d) = (a AL ¢, b Apr d)
(a,b) V (¢,d) = (aVL c,bVar d)

Logo, Lx M = <L X M,N\,V, (].L, ].M), (OL,OM)> é
um reticulado limitado. Vale destacar que a ordem
em L x M é dada por

(x1,22) < (Y1,y2) © 1 <L Y1 € T2 <m Y2

Exemplo 1.6: Um outro exemplo de reticulado
limitado construido a partir de um dado reticulado
limitado L é IL = (IL,A,V,[1,1],][0,0]) onde
IL ={[z,y] | x,y € L e x <y, y} e as operagodes A e
V sao tais que

[z1,y1] A [z2,92] = [21 A 22,91 A 2]
[z1,91] V [22,92] = [21 V 22,91 V 2]

A ordem é dada por

[z1,y1] < [22,42] © 21 <pz2etn < Y2
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Note que as operagoes e a ordem em IL e L x M se

assemelham. ) ~ o
Como citamos na introducao, as definicoes 1.1 e

1.2 sdo equivalentes. Com efeito, se L = (L, <, 1,0)
podemos definir naturalmente, a partir da ordem
parcial em L, duas operacoes bindrias:

x Ay =inf{z,y} e zVy=sup{z,y}

YV x,y € L. Dessa forma, L = (L, A,V,1,0) é um
reticulado limitado no sentido algébrico.

Reciprocamente, considerando L = (L, A,V, 1,0)
um reticulado limitado como na definicao 1.2, entao
para todo par de elementos x,y € L a relagao

<Yy & rzNy==zx

define uma ordem parcial em L. Portanto, o reticu-
lado limitado L = (L, <,1,0) é como na definigdo
1.1. Vale ressatar que equivalentemente, a relacao
z <y & xVy =y também define uma ordem
parcial em L.

Vejamos agora como definir morfismos de reticu-
lados limitados nos dois sentidos.
Definicao 1.3: Sejam (L,<r,15,07) e
(M, <ar,1p,00) reticulados limitados. Uma
aplicagdo f : L — M é um homomorfismo(na
ordem) de reticulados limitados se preserva ordem
e elementos extremantes, isto é, se para quaisquer
z,y €L,

Lx<py= f(z) <m f(y)
2. f(OL) = 0]\/[ € f(lL) = lM.

Definigao 1.4: Uma fungao f : L — M,onde L =
<L, AL, Vi, 1p, OL> eM = <M, Ans Vg, L, OM> sao
reticulados limitados, é dita ser um homomor-
fismo (algebricamente) de reticulados limitados se
satisfaz as seguintes propriedades:

L fzALy) = f(z) A f(y)
2. flxvry) = f(z)Var f(y)
3. f(OL):OMef(lL):lM

Note que, um homomorfismo de reticulados
definidos algebricamente é também um homomor-
fismo na ordem. De fato, se f: L — M é um ho-
momorfismo como na defini¢ao 1.4, desde que = < y
se e somente se x Ay =z, entdo f(z) = f(zx Ny) =
f@) A fy), e dai, f(z) < f(y).

Entretanto, a reciproca nao vale em geral.
Se f : L — M é um homomorfismo na or-
dem, desde que z Ay < z e x Ay < y, segue
que f(z Ay) < f(z) e flz Ay) < f(y). Dal
f@ny) < f(@) A fy) = inf{f(z), f(y)}. Contudo,
pode acontecer que f(xz Ay) # inf{f(z), f(y)}. A
exemplo disso, consideremos os reticulados L e M
dados pelos seguintes diagramas de Hasse

L, M

b, AN
N

uf

OO

A funcéo f : L — M definida de forma a preservar
os extremos e tal que f(z) = u e f(y) = v é um
homomorfismo de acordo com a definigao 1.3, mas
nao é um homomorfismo de acordo com a definigao
1.4 pois nao preserva a operacgao A.

O interessante é que, mesmo nao existindo uma
equivaléncia entre as definicbes de homomorfismo
dadas acima, a nocao de isomorfismo entre dois
reticulados L e M coincide independentemente se

estivermos considerando-os no sentido da ordem ou
algebricamente.

Para provar isso, consider f : L — M um
isomorfismo (homomorfismo bijetor, cuja inversa é
também um homomorfismo) de reticulados limita-
dos no sentido da ordem. Como f(z Ay) < f(z) A
f(y),¥Y x,y € L e f~! 6 um homomorfismo, temos:

FHF@ A ) <FHF@E)AFH ) =2y
logo, f(z) A f(y) < f(z Ay) e, daf
fleny) = f(x) A fy)

Analogamente, verifica-se que vale a identidade
flxvy) = f(x)V f(y). Portanto, f é homomorfismo
como na definicao 1.4

Esse fato é o motivo forte pelo qual optamos por

definir subreticulado via isomorfismos de reticulados
limitados, como vemos a seguir.

Extensao de T-normas

Sejam L e M dois reticulados limitados. Uma
imersdo de L em M é um homomorfismo injetivo
f: L — M. Um mergulho de L em M é uma

imersao f tal que L e f(L) sdo isomorfos.

Definicao 2.1: Dizemos que o subconjunto N do
reticulado limitado L é um subreticulado, se N é
imagem de algum mergulho em L.

Exemplo 2.1:

Uma situacao interessante que ilustra essa idéia de
subreticulado surge ao identificarmos o reticulado
dos intervalos IL (veja o exemplo 1.6) como sub-
reticulado de L x L. A imersdo ¢ : IL — L x L
tal que i([z,y]) = (z,y) é naturalmente um isomor-
fismo sobre sua imagem e, portanto, um mergulho.

Dado um reticulado L, lembremos que uma
operacao binaria T : L X L — L é uma t-norma se
satisfaz:
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L T(z,y) =T(y, )

2. T(z,T(y,2)) =T(T(x,y), z)
3. T'(z,1) ==
4. Se x < y entdo T(x,2) < T(y,2)

Sejam N C L um subreticulado e Ty uma t-
norma em N. Podemos estender naturalmente Ty
a uma t-norma em L, definindo T': L x L — L por

Tn(z,y), se (J%y% ENxXN
- T, sey=1p
T(.’)L‘7y) - y’ se gj — 1L
0, demais casos

Observe que, o idéia usada aqui para estender

uma t-norma definida em um subreticulado é essen-
cialmente a de definir a t-norma fraca para os pares

(x,y) € L x L os quais (z,y) ¢ N x N.

Nessa mesma linha de pensamento, se N x N é
um subreticulado de L x L e T} uma ¢-norma sobre
N x N, uma extensao de 77 a uma t-norma T em
L x L é dada por

Ti(z,y), se (m,y% € (N x N)?
_ T, sey=
T(w,y) = Y, se :yv = 12
0, demais casos

onde = (x1,22), ¥ = (y1,42), T = (v2,71), Y =
(yQay1)7 0= (an) el= (171)

Dessa forma, podemos estender naturalmente
uma t-norma dada sobre um subreticulado N qual-
quer a uma t-norma em L. Entretanto, essa ex-
tensao nao € unica. Isso se deve ao fato de que,
em geral, para se fazer outros tipos de extensoes
precisamos levar em conta as caracteristicas do sub-
reticulado. A exemplo disso, desde que IL pode
ser encarado com um subreticulado de L x L (veja
exemplo 2.1), podemos estender uma ¢-norma 77yy,
sobre IL a t-norma T em L x L como feito acima
para o subreticulado N x N.

Por outro lado, considerando o fato de que os ele-
mentos de IL possuem uma caracteristica particu-
lar, isto é, se [z,y] € IL entdo = < y (lembremos
que estamos considerando aqui = (z1,z2) e y =
(ylaﬁU?) equex < yssexy < y1eTr < Y2), podemos
estender a t-norma 775 de maneira diferente para
os pares (x,y) de L x L tais que as coodenadas sao
comparaveis. Por vias de fatos, temos

Ti(x,y), sexi <x2ey <yo
Ty(z,y), sex1 <x2e€yY2 <
Ti(x,y), sewa<w1ey < Yo
T(r,y) = T1(7,y), seaa<a1eys <y
r, sey=1pg
y, sex=1p
0, demais casos

onde z = (x1,22), ¥y = (y1,42), T
(y2,91), 0= (0,0)

Em geral, nao parece ser simples e direta a tarefa

de descrever uma outra forma de estender t-normas
sobre subreticulados. Entretanto, acreditamos ser

plausivel em face do que podemos perceber na maio-
ria dos casos particulares. Ainda, é evidente que
a solugao desse problema estd intimamente liga-
da & possibilidade de se determinar certas fungoes
p:LxL— NxNea: N — L de forma que,
se Ty é uma t-norma definida sobre o subreticulado
N de L, a funcdo T' = a0 Ty 0 %) seja uma t-norma
em L que estende Th.

Nessa dire¢cao, um caminho que parece ser vidavel
é o de tentar olhar para o fato de que a t-norma
fraca Ty satisfaz a seguinte desigualdade provada
em [2]:

Tw <T<Tg

onde T é a t-norma de Godel.

Consideracoes finais

Estamos também interessados em saber se, dada
uma t-norma Txn em N subreticulado de L e T},
uma t-norma em L, é possivel determinar uma ex-
tensao T em L da t-norma Ty, levando-se em conta
Ty,. Ainda, se isso for possivel, existe uma maneira
natural de se proceder?
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