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Resumo

O método dos Elementos Finitos, quando aplicado
a problemas de valor inicial, governados por uma
ou mais equacgoes diferenciais parciais parabolicas,
gera um sistema de EDO’s. Integradores corre-
tor/preditor no tempo vém sendo propostos, es-
pecialmente no contexto da anélise dos elementos
finitos, em que técnicas implicitas com controle
adaptativo do passo de tempo vém se mostrando
muito eficientes. Tais procedimentos, além de serem
econdmicos quanto & area de memoéria, tempo e
esforgo computacional necessarios, sao facilmente
acoplados a algoritmos ja implementados. O con-
trole do tamanho de passo temporal é determinado
segundo a tolerancia pré-estabelecida e o erro de
truncamento, calculado a cada iteracao. Neste tra-
balho é apresentada uma revisao de tais técnicas;
aplicagoes dessa proposta na resolucao de proble-
mas de valor inicial modelados por EDPs e resolvi-
dos pela técnica dos elementos finitos. Bixler (1989)
propds o emprego da norma RMS (root mean square
norm) com a qual cada uma das diferencas en-
tre os valores corrigidos e preditos é normalizada
pela maximo valor absoluto da variavel dependente,
no tempo n+1. E também apresentado o modelo
diferencial de um processo de secagem, proposto
por Souza (1996). Como objetivo final desse tra-
balho sera implementado um integrador, com con-
trole adaptativo do tamanho de passo, empregando
a técnica dos elementos finitos, para a resolugao
desse modelo de secagem.
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Introducao

A maioria dos métodos numeéricos responsaveis pela
resolucao aproximada de uma equacao diferencial
parcial (EDP) ou de um sistema de EDPs baseiam-
se em uma mesma idéia, transformé-las em um sis-
tema de equagoes diferenciais ordinérias (EDOs).
Estes sistemas de EDOs sdo, a seguir, resolvi-
dos, gerando um conjunto de solugdes aproximadas
para o problema modelado inicialmente pelas EDPs.
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Nesse sentido, dentre os diversos métodos numéri-
cos capazes de aproximar a solucao de EDPs, podem
ser citados o Método Variacional (MV), o Método
dos Elementos Finitos (MEF), o Método dos Vol-
umes Finitos (MVF), o Método das Diferencas Fini-
tas (MDF) e outros.

O MEF ¢é o resultado do esfor¢o conjunto da en-
genharia, com seus elementos estruturais continuos
e da matematica. A partir dos métodos variacionais
e dos residuos ponderados sdo escolhidas funcgoes
candidatas, que sao tratadas neste trabalho por
fungoes de forma. Além disso as fungdes de pon-
deracao sao também substituidas pelas as fungoes
de forma. A funcao solugdo é substituida na ED
por uma funcao aproximadora, desenvolvida a par-
tir das fungoes de forma, gerando assim um residuo
ponderado, o qual deve tender a zero no dominio de
integracao [1].

Obtido o sistema de EDOs, deve ser escolhido
um método numérico capaz de resolvé-lo. Cada um
dos métodos apresenta caracteristicas e aplicagoes
proprias, podendo ser classificados inicialmente de
acordo com o nimero de passos - métodos a um
passo e métodos multi-passo.

Os métodos a um passo sdo definidos como aque-
les onde conhecida a solugao em um passo, é possivel
obter a solucao no passo imediatamente & frente.
Como exemplo de técnicas nimericas um passo po-
dem ser citados os métodos de Euler, Range-Kutta,
Taylor de ordem suprior. Os métodos multi-passo
sao métodos nos quais é necessario o conhecimento
da solucdo em mais de um passo anterior para se
poder determinar a solugao do passo imediatamente
a seguir. Exemplos de métodos multipasso sao
os métodos de Adams-Brashforth, Adams-Moulton,

Ponto Médio. o . .
0Os métodos numéricos podem também ser classi-

ficados como método de passo constante e método
de passo varidvel. A esses ultimos, pertencem
os métodos com controle adaptativo do passo de
tempo. Existem também métodos que trabalham
com malha adaptativa no dominio geométrico, con-
hecidos como r-adaptativos, h-adaptativos, dentre
outros [9].

Nesse trabalho serao destacados os métodos
numéricos com controle adaptativo do passo de

tempo, aqui denominados Métodos Adaptativos
(MA). Esta técnica busca determinar o tamanho do
passo de tempo, de acordo com a magnitude do erro
local de truncamento. Uma técnica numérica para
resolucao de EDOs ¢ dita adaptativa se, por meio de
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um controle interno do erro numérico, o seu avango
no tempo pode ser automaticamente controlado, de
modo a satisfazer a acuracia (exatidao) previamente
definida. Tais (MA) s&o bastante eficientes quando
empregados em problemas cujas taxas de variacao
da funcao solucao apresentem valores elevados em
determinados periodos e pequenos em outros.

Em problemas convectivos-difusivos, onde geral-
mente as solucoes apresentam oscilagoes residuais, o
emprego dos (MA) para controle do passo de tempo
tém mostrado grande eficiéncia [2]. Sua implemen-
tacdo tem acarretado economia de tempo e esforgo
computacional, tornando muito mais eficientes a im-
plementacdo do MEF [5] e [8].

A proposta contida neste trabalho ira apontar em
duas direcoes. Na primeira serd apresentada uma
revisao bibliografica e teérica dos métodos de passo
adaptativo para a resolucao de problemas de valor
inicial. Na segunda parte iremos propor o emprego
tais técnicas na resolugao do problema de secagem
de graos em um secador assimétrico, problema ori-
ginalmente proposto por [10].

Resolucao Numerica de
Equacoes Diferenciais Or-
dinarias

Existem intimeros problemas modelados por EDOs,
para os quais nao sao conhecidas resolucoes analiti-
cas. Nestes casos, a maior parte tem sido aproxi-
mada com o emprego de técnicas numéricas. Nesta
secao iremos definir o PVI e alguns elementos tedri-

cos necessarios no desenvolvimento das técnicas de
resolucao numeérica.

Definigao 1 (Problema de Valor Inicial)

Uma equacao ou sistema de equacoes diferenciais,
sujeito s condigoes iniciais previamente conhecidas
constitui um problema de wvalor inicial (PVI), ou
seja,

a<t<b

(1)

onde y(t) é a variavel dependente ou um vetor for-
mado pelas variaveis dependentes, 3/, suas derivadas
primeiras, e o, 0 VI ou um vetor composto pelos VIs
do problema. Neste capitulo sera considerado uni-
camente o problema formado por uma tnica EDO,
de forma a simplificar o tratamento. E além disso,
que o PVI (1) possua solugao y(t) e que esta seja

Unica e continuamente diferenciavel em seu dominio.
A discretizagao do dominio de validade ird gerar o

conjunto de pontos

ti=a+i1At, i=0,1,2...,n

b—a
n

At =

onde n o namero de passo do intervalo [a,b] e
At, o tamanho do passo de tempo. Denotaremos
por yn & aproximacao da solucao exata em t,, ou

seja,yn = y(tn) , e por fr, = f(tn,yn)-

Definigao 2 (Erro de Truncamento Local)
Supondo que o valor calculado por um método de
k-passos seja exato, isto €, yir; = y(tiy;) para
7 =0,1,2,.....k — 1, entdao o erro local em t;1; €
definido por

(2)

Supondo que y(t) possua derivadas continuas de
ordem suficientemente elevadas, entao o método ex-
plicito e implicito, podem ser deduzidos de (3):

eivk = Y(tivn) = Yitk

— Yirk = Cqr1 AT y(£,) ) + O(RTT2)
(3)
As técnicas preditor-corretor sempre geram duas
aproximacoes em cada passo. Essas aproximagoes
podem ser relacionadas e comparadas com a toléran-
cia do erro local predefinida. Assim, tais aproxi-

ma(;(")es sao empregadas na adaptagao do controle

do e
A establhdade das solugoes aproximadas resul-

tantes de métodos numéricos a um ou mais passos
estao diretamente ligadas 4 dimensao do passo de
tempo, que deve ser determinado a cada novo PVI
analisado. O custo computacional é funcao desse
passo de tempo apropriado At. Dessa forma, a es-
colha de At, considerada a ordem de acuracia previ-
amente determinada, passa a representar um papel
importante na eficiéncia dos métodos de resolucao

de PVIs. o . .
Uma potencial limitagdo das técnicas classicas de

tamanho de passo variavel, reside em que eles en-
corajam o uso de um tamanho de passo constante
para peridos de tempo significativamente grandes e
por outro lado, restringe o tamanho de passo dentro
de limites pré-estabelecidos, como exemplo, pode-se
citar o método Range-Kutta-Fehlberg, no qual é efe-
tuado um controle do erro,de tal forma que os valo-
res do passo nao ultrapassem um certo valor méximo
especificado.

Avaliando estas caracteristicas, o ideal seria que
o tamanho do passo de tempo assumisse valores pe-
quenos nos periodos em que a solucao varie lenta-
mente. E que, automaticamente, aumentasse o
passo nos periodos em que a solugao apresentasse
grande variagao [4].

Algoritmos que automaticamente ajustam o
tamanho do passo, de forma a adaptarem a tra-
jetoria da solucao, sao conhecidos por apresentarem
controle adaptativo de tamanho do passo [3]. A im-
plementacao de tal aproximagao requer a estimativa
do erro local de truncamento (ETL) determinado a
cada passo. A dimensdo do tamanho de passo seré
determinada a cada iteragao, baseada no ELT. Seu

valor é calculado de forma a manter o erro dentro de
uma dada tolerancia, de forma a assegurar uma pre-

cisao especifica, sem que o mesmo seja limitado valor

y(tive)
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méaximo fixo. Consequentemente, o algoritmo deve
monitorar o erro local e, por ajustes no tamanho
do passo, tentar manter sua magnitude num nivel
especifico [7].

Estabelecida uma tolerancia desejada € pode-se
"adaptar"o tamanho do passo. Em geral, a estraté-
gia é aumentar o tamanho do passo se o erro é muito
pequeno e diminuir se o erro é muito grande [3]. Um
algoritmo padrao para o controle do passo de tempo
é encontrado em Gear (1971):

Atppr = | —— ) Aty (4)
|dn+1|

onde At,11 e At, sdo os tamanhos de passos no
tempo t, e t,11, € é a precisdo desejada, |dp41]
¢ a distancia entre a solucao predita e a solugao
"correta"[2], relacionada ao erro local de trunca-
mento do método numerico, e kK = 1 + ¢ para o
caso erro local por passo (EPS), sendo q a ordem de
erro do método.

Utilizando essas consideragtes [2] propde um in-
tegrador no tempo melhorado. Este serd denomi-
nado de Método de Bixler. Gresho et al. (1980)
propoe um integrador implicito no tempo funda-
mentado no preditor de Adams-Bashforth, e na re-
gra do trapézio como corretor. Bixler alterou este
integrador imcorporando como corretor a equagao
conhecida como "one-leg twin"da regra do trapézio
[6]. Esta equagdo é também conhecida como "Im-
plicit Mid-point rule"ou regra do Ponto Médio Im-
plicito. Esse método serd discutido na proxima
secao.

Método de Bixler

Este capitulo descreve um método para resolucao de
PVIs com controle adaptativo do passo de tempo.
Gresho et al. (1980), ao propor a estratégia GLS
de controle adaptativo do passo de tempo, recomen-
dou o emprego de um preditor Adans-Bashforth com
acuracia de segunda ordem. E o emprego da regra
do trapézio como corretor.

Bixler (1989) propée trés alteracoes no integrador
preditor/corretor proposto por Gresho. Primeira-
mente, sugere a substituicao do corretor desen-
volvido segundo a lei do trapézio pelo corretor 'one
leg twins’ (gémeos de um tunica perna). Em se-
gundo lugar, as expressoes para estimativa das taxas
de variacao da solucdo sao substituidas, de forma
a melhorar a performance do preditor. Por fim, a
expressao responsavel pelo calculo da dimensao do
passo de tempo a cada iteracao é modificada.

O desenvolvimento do método de Bixler consiste
nas equacoes das trés etapas a seguir:

1- O preditor de Adams-Bashforth com acuracia

de segunda ordem:
Aty
Atn—l Yn—1

% 2+ Aty T
2 Atn— 1 Yn
()

onde | se refere ao y predito no plano temporal
n+1ey, e y,_1 as derivadas no plano temporal n
en— 1.

2- Como corretor foi empregado a expressao "one-
leg twin", Eq. (7), em substituicdo do antigo corre-
tor do método GLS Eq. (6):

yﬁ+1 =Yn+

f(yn+l> tn+1) + f(ym tn)
2

(6)

Yn+1 = Yn + Atn

Yn 1+yn tn 1+tn
yn+1:yn+Atnf( +2 3 +2 ) (7)

3- Para controle do passo de tempo é sugerida a

expressao
€ 3
Btusr = 8, () ®)
|dn+1‘

onde € é a estimativa para o erro local e d,, 41 uma
expressao relacionada & diferenca entre a solugao
corrigida e a exata:

(67

dny1 = At 1 (Yn+1 — y£+1) (9)

As Egs (6) e (7) responséveis pela corregdo cor-
re¢do do método GLS e do método de Bixler, respec-
tivamente, sao resolvidas com o emprego do método
de Newton. A Eq. (9) é desenvolvida através do
emprego do dispositivo de Milne (Iserles, 1996). O
valor de « , sugerido por Bixler (1989), pode ser es-
colhido na faixa0, 25 < a < 1, muito embora, para
equacoes diferenciais ndo lineares, sugere-se que tal
coeficiente deva ser mantido igual a 0,25. Neste tra-
balho iré ser investigada a relagdo entre o coeficiente
« e a qualidade das solucoes aproximadas, na resolu-
¢ao de um sistema de equagoes diferenciais parciais
com a anélise de elementos finitos.

O erro de truncamento local para a Eq. (7) é dado
por:

«a
Y1 = U = o AL (Y,1) + O(ALY)  (10)
onde o F indica a solucao exata. om o objetivo de
verificar e comparar os resultados e o tamanho dos
passos produzidos pelos métodos GLS e Bixler, sera
apresentado a seguir um exemplo.

Considere o problema de valor inicial

=y (11)
cuja solucao analitica seja igual a
1
y=-—" (12)
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a qual encontra-se representada pela Fig. 1 como
se pode verificar, nos primeiros segundos a funcao
apresenta alta taxa de variagao com o tempo, ten-
dendo para zero nos segundos finais. Este tipo de
comportamento é explorado pelos métodos de passo
de tempo adaptativo. Os periodos em que a taxa de
variacao da funcao em relacao ao tempo sao eleva-
das, os passos de tempo tendem a valores pequenos
em que seu comprimento, crecendo a medida que as

taxas diminuem. ) o
oram avaliados os seguintes critérios como

condicdo inicial: € (tolerancia) foi da ordem de

1073,107° e 1077, o tempo final de simulacdo foi
de 10 segundos e o passo de tempo inicial igual a

1 x 1072, com o namero total de iteracdes n iguais
a 300.

08+
06
04+

02+

00 T T T T )

—o—107
s

——10°

Tamanho do passo de tempo

T T T T )
50 100 150 200 250
Namero de IteragSes (N)

Figura 2: Numero de iteragdes necessirias para atingir o
tempo final com as tolerancias especificadas.

Na Fig.2 encontram-se apresentadas o nimero
de iteracoes necessarias em trés resolugoes do PVI
(Eq.11), relativas as tolerancias do erro local 1073,
107° e 10~7 , respectivamente. Verificou-se existir
uma relagdo entre esse ntimero de iteragoes e a to-
lerancia imposta. Quanto menor a tolerancia, um
maior niimero de passos sao necessarios para a reso-
lucao total do problema, como obviamente poderia
ser esperado. Na resolucdo com tolerancia igual a
1073, foram necessarias 21 iteracdes até a resoluccao
total. Para a resolucio com tolerancia igual a 1072

Tamanho do Passo de Tempo

odo GLS
- - -Método Bixler

Numero de lteragdes (N)

Figura 3: Tamanho do passo de tempo a cada iteragio para
o namero total de iteracbes N=50.

e 10~ "foram empregadas 35 e 217 iteracoes, respec-
tivamente.

Para a tolerancia de 107°, conforme a Fig. 4,
utilizou-se o método de passo variavél, o Método
Preditor-Corretor de Adams. Verificou-se que o
nimero de iteracoes necessarias para atingir o
tempo final de 10 segundos foi superior a 100 itera-
¢oes. Para a mesma tolerancia utilizando o Método
de Bixler foram necessarias 35 iteracoes.

Tempo (s)

—&— Método P/C de Adams
—O— Método de Bixler

T T T T T
20 40 60 80 100

Numero de lteragdes (n)

Figura 4: Namero de Tteragdes necessirias para atingir o
tempo final, com tolerancia de 10~5.

Observamos na Fig. 3 que o tamanho do passo de
tempo cresce exponencialmente conforme o compor-
tamento da solucdo fica mais estavel, comparando
com a Fig. 1. O tamanho do passo cresce mais ra-
pidamente quando resolvido pelo Método de Bixler.
Comparando com o Método GLS a melhora é sig-
nificante.

A significante economia computacional verificada
no resultados acima aponta fortemente as vantagens
do método de Bixler. Encorajados com estes resul-
tados nos propomos a aplicd-lo em um problema de
secagem, onde claramente temos que determinadas
propriedades tendem ao estado conservativo [10].
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Simulacao de secagem de gaos
em um secador axissimétrico

Souza (1996) apresentou um modelo para simulagdo
da secagem de graos em um secador axissimétrico.
A solucao das equacoes diferenciais, que serao estu-
das neste trabalho, foi efetuada com o emprego do
Método dos Elementos Finitos.

Os resultados apresentados por Souza (1996)
foram comparados em seu trabalho com dados ex-
perimentais e com resultados nimericos da litera-

tura. Para o secador axissimétrico simulou-se a
mesma, geometria de um secador real utilizado na

EMBRAPA e os resultados obtidos foram compara-
dos com dados reais coletados na Empresa.

A resolucdo deste modelo foi efetuado para um
determinado tamanho de passo constante com o
emprego do MEF. Em nosso trabalho propomos
utilizar métodos adaptativos para o controle do
tamanho do passo de tempo. Inicialmente iremos
implantar o método de Bixler.

Propostas

Alteragoes no integrador serdo realizadas para re-
solucao de sistemas de equacOes diferénciais. Na
Eq. (8) o valor absoluto de d,11 onde apresenta
a diferenca entre a solucdo predita e a correta uti-
lizaremos uma norma adequada, do tipo RMS (ou
raiz quadradas meédias). Est4 norma é apresentada
por Gresho et al. (1980). A adequagao desta norma
as equagoes de Souza (1996) sera realizada durante

nogso trabalho. _
Estas adequacoes e o tratamento do ferramental

matematico necessario juntamente com a implemen-
tacdo das equagoes, fazem parte dos objetivos deste
trabalho.
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