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Resumo

Neste trabalho analisamos propriedade algébricas
satisfeitas pelos números fuzzy trapezoidais mu-
nidos de novas operações aritméticas que não co-
incidem com as operações usuais sobre números
fuzzy, pois estas últimas não são fechadas para
este tipo de números fuzzy. Verificamos que os
números fuzzy com a nova adição, assim como com
a nova multiplicação, são um monoide comutativo.
Porém, essas operações não têm inversos o que
acaba com qualquer possibilidade de constituir es-
truturas algébricas mais ricas. De fato, esta ar-
itmética fuzzy tem propriedades análogas às pro-
priedades de pseudo-inversos da aritmética inter-
valar, uma outra teoria que lida com incertezas,
mas no caso numéricas. Depois introduzimos uma
noção de distancia para o conjunto de números fuzzy
trapezoidais e por conseguinte uma noção de con-
tinuidade para funções fuzzy sobre números trape-
zoidais. Finalmente mostramos que as operações
aritméticas são cont́ınuas.
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Introdução

A teoria dos conjuntos fuzzy, introduzida por Lotfi
Zadeh em [18], objetiva lidar com conjunto definidos
a partir de conceitos vagos, tais como o conjunto
das pessoas altas e assim tem-se tornado adequada
para o racioćınio aproximado. Esta teoria tem
sido alvo de intensa pesquisa em diversas frentes
tais como lógica fuzzy, reconhecimento de padrões
fuzzy, topologia fuzzy, linguagens formais e com-

putabilidade fuzzy, sistemas especialistas e de cont-
role fuzzy, números e aritmética fuzzy, etc.

Os números fuzzy foram introduzidos em 1978
com os trabalhos de Nahmias [13] e Dubois e Prade
[5], porém o primeiro texto a abordar de forma pro-
funda e rigorosa a aritmética fuzzy foi o livro de
Kaufmann e Gupta [8]. Desde então esta área tem
sido alvo de intensas pesquisas com aplicações nas
mais diversas áreas, tais como em Geologia [3], em
eletricidade [17], em engenharia [6], administração
financeira [15], etc.

Existem diversas noções não equivalentes para
o conceito de números fuzzy (veja por exemplo
[2, 6, 10, 11, 14]). Já para as operações ar-
itméticas entre números fuzzy, existem basicamente
duas definições equivalentes: uma baseada nos α-
cortes e a outra baseada no prinćıpio da extensão
de Zadeh [2]. Operações aritméticas sobre números
fuzzy, além de ser uma estrutura algébrica pobre
[4], não são simples de determinar. Porém existem
algumas subclasses de números fuzzy que são mais
simples de manipular, tais como números fuzzy tri-
angulares, trapezoidais, L-R, quadráticos, etc. [6].
Mas é conhecido que essas classes de números fuzzy
não são fechadas sobre a multiplicação definida em
termos de α-cortes. Porém, essas definições de
operações aritméticas, embora bem embasadas e
justificadas, são muito espećıficas para uma teoria
tão aberta e vaga como a teoria fuzzy. De fato,
elas poderiam ser generalizadas assim como foram
generalizadas as operações de união e intersecção
de conjuntos fuzzy via a noção de t-normas e t-
conormas [9]. Aqui não pretendemos dar uma tal
generalização das operações aritmética, mas sim-
plesmente novas operações aritméticas para a classe
de números fuzzy trapezoidais, também chamados
de números fuzzy intervalares, que sejam fechadas
sobre essa classe.

Neste trabalho analisamos as propriedade
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algébricas nos números fuzzy trapezoidais munidos
das novas operações aritméticas. Verificamos que
que os números fuzzy com a nova adição, assim
como com a nova multiplicação, são um monoide
comutativo. O problema que se verifica que essas
operações não têm inversos o que acaba com
qualquer possibilidade de constituir estruturas
algébricas mais ricas. Porém nos mostramos que,
considerando a inclusão usual de conjuntos fuzzy,
essas operações tem um pseudo-inverso aditivo e
multiplicativo. Estas propriedades são análogas
às propriedades de pseudo-inversos da aritmética
intervalar [12], uma outra teoria que lida com
incertezas, mas no caso numéricas. Depois intro-
duzimos uma noção de distancia para o conjunto de
números fuzzy trapezoidais e por conseguinte uma
noção de continuidade para funções fuzzy sobre
números trapezoidais. Finalmente mostramos que
as operações aritméticas são cont́ınuas.

1 Números Fuzzy

Um subconjunto fuzzy A de um universo U (con-
junto clássico) é uma função U → [0, 1]. Como
usual na literatura, usaremos A como um rótulo
lingǘıstico e µA para a função, também chamada
de função de pertinência por indicar quanto um
elemento pertence ao conjunto fuzzy. Quando o
universo estiver impĺıcito o for irrelevante, simples-
mente chamaremos A de conjunto fuzzy.

Um conjunto fuzzy A é normal, se existe ao
menos um elemento x ∈ U tal que µA(x) = 1.

Dado qualquer α ∈ (0, 1], o α-corte de um con-
junto fuzzy A, é o conjunto clássico
Aα = {x ∈ U/µA(x) = 1}.
Observe que qualquer conjunto fuzzy é completa-

mente determinado pelos seus α-cortes.
O suporte de um conjunto fuzzy A é o conjunto
S(A) = {x ∈ U/µA(x) 6= 0}.
O núcleo de um conjunto fuzzy A é o conjunto
N(A) = {x ∈ U/µA(x) = 1}.
Um conjunto fuzzy A de Rn é convexo se todos

seus α-cortes são conjuntos convexos (clássicos).
Um número fuzzy [2] é um conjunto fuzzy A de

R tal que

1. A é normal;

2. A é convexo;

3. µA é semi-cont́ınua superior1

4. S(A) é limitado.

Observe que para qualquer conjunto fuzzy A so-
bre R, µA é semi-cont́ınua superior se e somente se
Aα é fechado para todo α ∈ (0, 1]. Assim, para cada
α-corte de um número fuzzy A temos que

1Uma função f : R → R é semi-cont́ınua superior, se para
todo α ∈ (0, 1], o conjunto {x/f(x) ≥ α} é fechado [14].

Aα = [AL
α,AR

α ] (1)

para algum valor AL
α ∈ [0, 1] e AR

α ∈ [0, 1].
Analogamente como todo conjunto clássico é um

conjunto fuzzy, chamado de “crisp”, temos que
cada número real, pode ser visto como um número
“crisp”. Seja r ∈ R, então o conjunto fuzzy (crisp)
r tem a seguinte função de pertinência:

µr(x) =
{

1 se x = r
0 se x 6= r

Para facilitar o processamento computacional so-
bre números fuzzy, usualmente se usam tipos sim-
ples de números fuzzy. Entre os mais conheci-
dos estão os números fuzzy triangulares e os
números fuzzy trapezoidais. Ou seja, números
fuzzy onde a forma no plano cartesiano da função de
pertinência tem essas formas. Nos consideraremos
aqui os números trapezoidais, por serem mais gerais
que os triangulares (todo número fuzzy triangular é
um número fuzzy trapezoidal). Um número fuzzy
trapezoidal A, é completamente determinado ou es-
pecificado por 4 valores (a, b, c, d): a indica o limite
inferior do suporte de A, b indica o limite inferior
do núcleo de A, c indica o limite superior do núcleo
de A e d indica o limite superior do suporte de A.

Note que, a função de pertinência de um número
fuzzy trapezoidal A = (a, b, c, d) tem o seguinte
comportamento:

µA(x) =


0 se x ≤ a ou x ≥ d
1 se b ≤ x ≤ c
x−a
b−a se a < x < b
d−x
d−c se c < x < d

(2)

A seguir daremos algumas definições básicas para
os números fuzzy trapezoidais. Seja A = (a, b, c, d)
um número fuzzy trapezoidal. então

• O α-corte deA éAα = [a+α(b−a), d−α(d−c)]

• A é simétrico se a = −d e b = −c.

• A é degenerado ou crisp se a = b = c = d.

2 Aritmética de Números
Fuzzy Trapezoidais

Na maioria dos textos, por exemplo [2, 11], que de-
finem operações sobre números fuzzy trapezoidais,
no caso da multiplicação, podem resultar em
números fuzzy não trapezoidais. A seguir nos in-
troduziremos operações aritméticas sobre números
fuzzy trapezoidais as quais são fechadas, ou seja
sempre resultam em um número fuzzy trapezoidal.
Sejam A = (a1, b1, c1, d1) e B = (a2, b2, c2, d2) dois
números fuzzy trapezoidais. Então definamos
A+ B = (a1 + a2, b1 + b2, c1 + c2, d1 + d2)
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A− B = (a1 − d2, b1 − c2, c1 − b2, d1 − a2)
A · B = (min A,minB,max B,max A)

onde A = {a1 · a2, a1 · d2, d1 · a2, d1 · d2} e
B = {b1 · b2, b1 · c2, c1 · b2, c1 · c2}.
A/B = (min A,minB,max B,max A)

onde 0 6∈ S(A) e A = {a1
a2

, a1
d2

, d1
a2

, d1
d2
} e B =

{ b1
b2

, b1
c2

, c1
b2

, c1
c2
}.

Proposição 2.1 Seja zT o conjunto dos números
fuzzy trapezoidais. Então 〈zT ,+〉 e 〈zT , ·〉 são
monóides comutativos.

Demonstração:Apresentaremos somente o caso da
adição, ou seja temos que mostrar que a soma é
associativa, tem elemento neutro (monoide) e que
além disso é comutativa.

Observe que zT ⊆ R4 e portanto as componente
de um número fuzzy trapezoidal são números reais.

Sejam A = (a, b, c, d), B = (e, f, g, h), C =
(i, j, k, l) e Z = (0, 0, 0, 0).

Associativa: Trivialmente da associatividade da +
em R, temos que

A+ (B + C) =
A+ (e + i, f + j, g + k, h + l) =

(a+(e+i), b+(f+j), c+(g+k), d+(h+l)) =
((a+e)+i, (b+f)+j, (c+g)+k, (d+h)+l) =

(a + e, b + f, c + g, d + h) + C =
(A+ B) + C

Elemento neutro: Trivialmente do fato de ser 0
ser um elemento neutro da + em R, temos que
A+Z = (a+0, b+0, c+0, d+0) = (a, b, c, d) = A

Comutatividade: Trivialmente da comutatividade
da + em R, temos que

A+ B = (a + e, b + f, c + g, d + h)
= (e + a, f + b, g + c, h + d)
= (e, f, g, h) + (a, b, c, d)
= B +A�

Lamentavelmente 〈zT ,+〉 e 〈zT , ·〉 não têm in-
versos e portanto não constituem um grupo.

Dizemos que um número fuzzy A está contido
ou é igual a um número fuzzy B, denotado por
A ⊆ B, se para cada x ∈ R,

µA(x) ≤ µB(x). (3)

Proposição 2.2 Sejam A e B dois números fuzzy
trapezoidais. Então A ⊆ B se, e somente se, para
todo α ∈ (0, 1], Aα ⊆ Bα.

Proposição 2.3 Sejam A = (a1, b1, c1, d1) e
B = (a2, b2, c2, d2) dois números fuzzy trapezoidais.
Então A ⊆ B se, e somente se, a2 ≤ a1 ≤ d1 ≤ d2
e b2 ≤ b1 ≤ c1 ≤ c2.

Demonstração:(⇒) Se x ≤ a2 então pela equação
(2), µB(x) = 0 e como A ⊆ B, então pela equação
(3), µA(x) = 0 e portanto a2 ≤ a1. Analogamente,
se d2 ≤ x então pela equação (2), µB(x) = 0 e por-
tanto, µA(x) = 0. Logo, como a1 < x, então neces-
sariamente d1 ≤ x e consequentemente, d1 ≤ d2. Se,
b1 ≤ x ≤ c1 então µA(x) = 1 e como A ⊆ B, então
pela equação (3), µB(x) = 1. Logo, pela equação
(2), b2 ≤ x ≤ c2. Portanto, b2 ≤ b1 ≤ c1 ≤ c2.

(⇐) Direto da proposição 2.2, uma vez que a2 ≤
a1 ≤ d1 ≤ d2 e b2 ≤ b1 ≤ c1 ≤ c2, implica que
Aα ⊆ Bα para todo α ∈ (0, 1]. �

Dizemos que uma função de f : zn
T → zT é

inclusão monotônica se para todo par de ve-
tores n-dimensionais de números fuzzy trapezoidais
~A = (A1, . . . ,An) e ~B = (B1, . . . ,Bn) temos que se
Ai ⊆ Bi para todo i = 1, . . . , n então f( ~A) ⊆ f( ~B).

Proposição 2.4 As operações aritméticas sobre
zT são inclusão monotônicas.

Demonstração:Provaremos só o caso da adição.
Sejam A = (a1, b1, c1, d1), B = (a2, b2, c2, d2), C =
(a3, b3, c3, d3) e B = (a4, b4, c4, d4) números fuzzy
trapezoidais tais que A ⊆ C e B ⊆ D. Então, pela
proposição 2.3, a2 ≤ a1 ≤ d1 ≤ d2, b2 ≤ b1 ≤
c1 ≤ c2, a4 ≤ a3 ≤ d3 ≤ d4 e b4 ≤ b3 ≤ c3 ≤ c4.
Assim, pela monotonicidade da soma em R, temos
que a2 +a4 ≤ a1 +a3 ≤ d1 +d3 ≤ d2 +d4 e b2 +b4 ≤
b1 + b3 ≤ c1 + c3 ≤ c2 + c4. Logo, pela proposição
2.3, (a1 +a3, b1 +b3, c1 +c3, d1 +d3) ⊆ (a2 +a4, b2 +
b4, c2 + c4, d2 + d4), ou seja A+ C ⊆ B +D. �

Embora os números fuzzy trapezoidais, como
dito anteriormente, não têm inversos aditivos nem
multiplicativos, eles têm um pseudo-inverso adi-
tivo e multiplicativo. Seja A = (a, b, c, d) um
número fuzzy trapezoidal. Então o número fuzzy
trapezoidal −A = (−d,−c,−b,−a) é chamado de
pseudo-inverso aditivo de A, pois A + (−A) é
um número fuzzy trapezoidal simétrico e por tanto
0 ⊆ A + (−A). Analogamente, o número fuzzy
trapezoidal 1

A = ( 1
d , 1

c , 1
b , 1

a ) é chamado de pseudo-
inverso multiplicativo de A, pois A + ( 1

A ) é um
número fuzzy trapezoidal tal que 1 ⊆ A+ (−A).

Uma outra propriedade que números fuzzy trape-
zoidais não satisfazem é a distributividade. Porém
eles são sub-distributivos no seguinte sentido:

Proposição 2.5 Sejam A,B e C números fuzzy
trapezoidais. Então

A · (B + C) ⊆ A · B +A · C
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3 Topologia sobre zT

Uma distância crisp para números fuzzy trape-
zoidais, é a seguinte: Sejam A = (a1, b1, c1, d1) e
B = (a2, b2, c2, d2) dois números fuzzy trapezoidais.
Então

dz(A,B) = max{|a1−a2|, |b1−b2|, |c1−c2|, |c1−c2|}

Proposição 3.1 〈zT , dz〉 é um espaço métrico.

Uma vez que temos uma métrica para números
fuzzy trapezoidais, temos também naturalmente a
noção de módulo. O módulo de um número fuzzy
trapezoidal A, denotado por |A|, é dz(A,0).

Assim, como a distancia usual da reta é esten-
dida para um distancia Euclideana (ou seja para
Rn), também podemos estender de forma análoga a
distancia dz para zn

T . Seja dn
z : zn

T → zT a função
definida por:

dn
z((A1, . . . ,An), (B1, . . . ,Bn)) =√

dz(A1,B1)2 + · · ·+ dz(An,Bn)2

Métricas estabelecem uma noção de continuidade
sobre funções. Assim dizemos que uma função f :
zn

T → zT é cont́ınua se ∀A1, . . . ,An ∈ zT e ∀ε >
0 ∃δ > 0 tal que ∀B1, . . . ,Bn ∈ zT , temos que

dn
z((A1, . . . ,An), (B1, . . . ,Bn)) < δ ⇒

dz(f(A1, . . . ,An), f(B1, . . . ,Bn)) < ε

Teorema 3.1 As operações aritméticas sobre zT
são cont́ınuas.

4 Conclusões
A adição e multiplicação usual sobre números fuzzy,
não são fechadas para a subclasse de números
fuzzy trapezoidais. Isto motivou a usar uma noção
de adição e multiplicação não convencional (não
satisfaz o principio da extensão de Zadeh) e es-
pećıfica para esta classe de números fuzzy. Consta-
mos que, mesmo usando estas operações naturais
para números fuzzy trapezoidais, suas propriedades
algébricas ainda são relativamente pobres. De fato
eles têm propriedades algébricas similares às da ar-
itmética intervalar [12, 7].

Na última seção, introduzimos uma noção de
distância para números fuzzy trapezoidais, que
segue a mesma idéia da distancia de Moore para
intervalos [12, 1, 16]. Constatamos que essa
distância é uma métrica, no sentido topológico,
para números fuzzy trapezoidais e portanto propor-
ciona uma topologia de Hausdorff sobre zT . Final-
mente mostramos que as operações aritméticas so-
bre números fuzzy trapezoidais são cont́ınuas com
respeito a esta topologia.
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